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2.1 Jaké jsou obojetné, tj. současně otevřené a uzavřené množiny v eukleidovském prostoru Rn?

Řešeńı:
Jediné takové dvě množiny jsou ∅ a Rn. Pro spor předpokládejme, že existuje ∅ 6= A ( Rn obojetná.
Opřeme se o tvrzeńı, že jediné souvislé množiny v R jsou intervaly. Necht’ P je nyńı př́ımka v Rn spojuj́ıćı
nějaký bod a ∈ A a bod b ∈ Ac = Rn \ A. Př́ımku P můžeme ztotožnit s prostorem R. Množiny P ∩ A
a P ∩ Ac jsou nyńı neprázdné a otevřené v rámci množiny P a disjunktně pokrývaj́ı P . To však neńı
možné, protože P (chápaná jako R) je souvislá množina.

2.2 Sestrojte př́ıklady neprázdných množin M v R2, že

(i) nemá žádný vnitřńı bod,

(ii) nemá žádný hraničńı bod,

(iii) nemá žádný vněǰśı bod,

(iv) nemá žádný hromadný bod,

(v) nemá žádný izolovaný bod.

Řešeńı:
(i) jakákoliv spočetná množina (např. Q2), kružnice, př́ımka, ...
(ii) Z požadavku ∂M = ∅ plyne, že M◦ ⊆M ⊆M = ∂M ∪M◦ = M◦, tedy M je současně otevřená

a uzavřená. Podle př́ıkladu 2.1, je to pouze když M = R2.
(iii) Vněǰsek množiny je roven R2 \M , tedy potřebujeme, aby M = R2 (množina je tzv. hustá).

Můžeme opět volit např. M = Q2.
(iv) jakákoliv konečná množina; N2, ...
(v) jakákoliv otevřená množina, ...

2.3 Pro množiny A,B v Rk plat́ı:

• A,B otevřené ⇒ A ∩B otevřená

• (A ∩B)◦ = A◦ ∩B◦

• A,B uzavřené ⇒ A ∪B uzavřená

• A ∪B = A ∪B

Najděte př́ıklady, kdy uvedená tvrzeńı neplat́ı ”pro zbylé možnosti”, tj.

(i) An , n ∈ N otevřené, ale
⋂

nAn už neńı otevřená

(ii) (A ∪B)◦ ) A◦ ∪B◦



(iii) An , n ∈ N uzavřené, ale
⋃

nAn už neńı uzavřená

(iv) A ∩B ( A ∩B

Řešeńı:
(i) An = (− 1

n ,
1
n ) ⊆ R, n ∈ N. Pak je

⋂
nAn = {0}.

(iii) An = (−∞,− 1
n 〉 ⊆ R, n ∈ N. Pak je

⋃
nAn = (−∞, 0).

(ii), (iv) A = {(x, y) ∈ R2 | x < 0}, B = {(x, y) ∈ R2 | 0 ≤ x}. Pak je

(A ∪B)◦ = R2 ) R2 \ osa y = A◦ ∪B◦

a
A ∩B = ∅ ( osa y = A ∩B.

2.4 Stanovte hromadné body množiny M = {(1/n, 1/m) ∈ R2 | n,m ∈ N}.

Řešeńı:
Ukážeme, že množina hromadných bod̊u je N = {(1/n, 0), (0, 1/n) ∈ R2 | n ∈ N} ∪ {(0, 0)}. Zřejmě
každý prvek N je hromadný bod M . Naopak, necht’ a ∈ R2 je hromadný bod M , speciálně a ∈ M .
Protože jednotlivé projekce π1, π2 : R2 → R, π1(x, y) := x, π2(x, y) := y jsou spojité funkce, tak pro
posloupnost (an)n∈N ⊆ M takovou, že lim

n→∞
an = a je také lim

n→∞
πi(an) = πi(a). Tedy πi(a) ⊆ πi(M) =

{1/n | n ∈ N} ∪ {0} pro i = 1, 2. Máme tak, že a ∈ ({1/n | n ∈ N} ∪ {0})2 = M ∪ N . Všechny body
p̊uvodńı množiny M jsou ale izolované, tedy muśı být a ∈ N .

2.5 Ukažte, že uzávěr každé množiny M je sjednoceńı této množiny s množinou jej́ıch hromadných bod̊u.

Řešeńı:
Plyne ihned z definic:

a ∈M ⇔ (∀ε > 0) Uε(a) ∩M 6= ∅
a je hromadný bod M ⇔ (∀ε > 0) Pε(a) ∩M 6= ∅

2.6 Rozhodněte, zda množina je souvislá:

(i) {(x, y) ∈ R2 | 3 ≤ ||(x, y)|| < 5},

(ii) Q2.

Řešeńı:
(i) Množina M se nazývá obloukově souvislá, pokud každé dva body a, b ∈M existuje spojitá křivka

s : 〈0, 1〉 →M , že s(0) = a a s(1) = b. Každá obloukově souvislá množina je souvislá.
Opačné tvrzeńı plat́ı (v Rn), pokud ještě předpokládáme otevřenost dané množiny (tedy otevřená

souvislá je obloukově souvislá).
Uvedená množina je souvislá, protože je obloukově souvislá (body lze spojit např. soustřednými

kružnicemi a ty pak propojit úsečkou směřuj́ıćı do počátku).
(ii) Množina neńı souvislá, protože ji lze rozložit pomoćı dvou neprázdných disjunktńıch otevřených

množin A a B, např. A = {(x, y ∈ R2) | x <
√

2} a B = {(x, y ∈ R2) | x >
√

2}.
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