8. cviceni z Matematiky 2

6. dubna - 10. dubna 2015

(i) trojihelniku s vrcholy (0,0), (1,1), (4,0), jehoz hustota je rovna p(x,y) = .

(ii) easti roviny ohrani¢ené parabolou y = 9 — x? a osou z, jejiz hustota je rovna p(x,y) = y.

Reseni:
(i) Oblast integrace je E = {(z,y) € R? |0 <y <1 & y < x < 4 — 3y}. Jednotlivé integrély tedy jsou

hmotnost:
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m = //pdS / /xdx / “?’yy:
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(ii) Oblast integrace je E = {(z,y) e R? | =3 <2 <3 & 0<y <9 - 22}
hmotnost:
0—? 3 ) 3
m = //pds / [van)ar=3 [ ar= [ -0 an=
2 0
-3 0 -3 0
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8.2 Pouzijte substituci u = z + 2y, v = x — y pro vypocet integralu

2
3 2-2y

/ / (z +2y)eY™" dx dy.
0 v

Reseni:
Oblast integrace je F = {(z,y) e R? |0 <y < 2 5 & y <2 <2-2y}. Jde o trojihelnik s vrcholy (0,0),
(2,%) a (2,0). Substituce ® je linedrni zobrazem které je zaddno svou inverzi, tedy

()= (3)-0 2) ()

Trojuhelnik 1ze vyjadrit jako tzv. konveaxnd obal ze svych vrcholu (tj. nejmensi konvexni mnozinu,
kterd obsahuje dané vrcholy - pro body Ay, ..., A4, je konvexn{ obal [41, ..., A,], ddn jako

[Ar, o Anla =) NA [0S A, A & YN =1)).
i=1 ]

Protoze (prosté) linedrni zobrazeni{ ® konvexni obaly zachovava, je mnozina U takova, ze ®(U) = E,
dand také jako konvexni obal z vrcholu

®1(0,0) = (0,0)
@*1(3, 2) = (2,0)

3’3
~1(2,0) = (2,2).
Tedy U = {(u,v) eR? |0 <v<u & 0<u<2} Daleje (1) = (12 )det@’—m:—%.
Po substituci pak mame
3 2-2y
//sc+2yymda:dy—/ / x4 2y)e? " dS = // %dS:
E=3(U) U
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8.3 Vypoctéte
] ]rew
E
2

kde E je ohraniceno shora rovinou z = x + 2y a lezi nad oblasti v roviné z = 0 ohranicené kiivkami y = z~,
y=0,z=1.

Reseni:
Oblast integrace je E = {(z,y,2) ER? | 0< 2 <2 +2y & 0 <y < 2?2 & 0 <z < 1}. I zde plati
Fubiniho véta: Necht E C R3? je oblast integrace a f : E — R integrabiln{ funkce (napi. spojitd). Pak

//E/fdvz / ( / ( / fla,y,2) dz) dy) dz,

w1 (E) {z}xR)Nm 2(E) ({z}x{y}xR)NE

kde 1 2,71 : R* — R jsou projekee, m1 2(z,y, 2) = (z,y) a m(z,y, 2) = z.

1 22 z42y 1 z? 1
y> 2=
///de:// / ydzdydx://y(x+2y)dydx:/[?wr?} dr=
E 0 0 0 0 0 0 =
1
_ £5+27‘1176d$—i+3—i
] 2 3 12 21 928

8.4 Vypoctéte

m//!@yd%

2 x=y* z=zxyaz=0.

kde E je ohraniceno plochami y = x

Reseni:
Oblast integrace je E = {(z,y,2) ER? | 0< 2z <ay & 2?2 <y < 7 & 0 < 2 < 1}. Mdme tedy

1 VT oy 1 VT 3 ) 1
///myde:// xyzdzdydx://(x‘g) dydx=§/x5+xndx:
E 0 22 O 0 z2 0
1.1 1 1
s6 ) T
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