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při stálé teplotě To rozpínat z objernu V1 na objerrr 72 (isoterrnický děj).

Řešení. Na základě stavové rovnice

pV:

(R je plynová konstanta), je při isotermickém

boly

c={(r,Yg\l- L\- V ) I

Tomu odpovídá paratrtetrizace
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Křivka C je pak částí hyper-
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Vypočítejte následující křivkové integrály:

I. Ípl@2 _2xy) dr+(a2 _2rz) dy, kde (C) ju orientovaný oblouk paraboly o rovnici

U = x2 s počátečnírtt bodern (_1' 1) a koncovýrn bodetrr (1' 1).

2. 'Ípl@#gl", kcle (C) je kladně orientovaná kružnice se střec]em v počátku
a polottrěrettr a'

3. ./t'l x da, kde (C)je kladně orientovaný obvod trojúhelníku tvořený osantisouřadnic
a přírnkou o rovnici $ +! : t,

a. ÍplQo _ y, z) ds-, kde (C) je oblouk cykloidy s parametrizací r - a(t _ sinú),

a : a(7 _ cos t), t € (0,2rr). orientace je indukována uvedenou pararlletr\zací.



LIz KAPITILA 7. KŘIvKovÝ mrncnÁt vBl<roaovÉtto PoLE

5. Itcl#i##, kcle (C) je kladně orientovaná asteroida o rovnici ,zlz1-yzl3 = a2|3,

atý o.

6.Jr"rrdo*ada*(x*a_1)!,:kcle(C)jeorientovanáúsečkaspočátečnírnbodem" 
il: i, 1) a koncovýnr bodet-n (2' 3, 4).

,I!,,,!1:.;lí#!,,ii}-,,,,|*,::],fi'#:"JTi,3i]:[:;:ffi $1T;
rickým vy3ac

parametrizací určena.

8.Jt"ly d"1 z da*r dz.,'xa",!C)j"o.ů:::::.^::::.*.:Ji"ffi;l'í 
:*í.,,,2+a2=1,

přič"mŽ o.,"nňe je určena kladnou orientact prun

9.Jt"la2d,+z2c|ya12dz,kcle(C)ječástVivianihokřivkydanérovnicenri
*, + a, + ", 

_- a2, *2 * a2- ='clr,, >- o,o > 0' Počáteční bod je boď (a l 2, a 1 z, a l J2),

koncový boct je bocl (0' 0, o).

10.JeclánosilovépoleF(r,a):.(,+a,2r^).Naleznětepráci,kterásevykonávtomto
poli při o";;;.i; poiokružni5;,,;-,,,:o,' o '"ó."o.ientaci 

přitom určuje násle-

dující p.ř'.ř b"ář;;.k,i"." (o,0), (0,0), (-o,0).

11.Nalezněteprácipružnésíly,kterásrněřujekpočátkusouřaclnicovélrosystétrruaje-
jíž velikosť je nepřírno t',,,a,na u,clálenosti "a 

p"ra.t". Bod se pohybuje po elipse

o rovnici # * # : ta to ocl boclu (o''0) k bodu(0'b)'

12.Vypočtěteprácis|lovi\opoleF=,í+yi+@.,-úÉ,poobloukukřivky
{(t2,2t,+t31 |t€ (0' 1)} u to o.t r,oáu (o,b,0) clo bociu (I,2,4).

13. Stanovte průtok kapaliny přes trojúhe'ník s vrcholy (0,0): (1,9),(0'1) za předpo-

kladu, Že rychlost proudění '1;;i''y) :" vektor (} - ,,,-,, _ a,).

14. Ukažte, že linr"--'- P" :0, kcle & je průtok kapaliny kružnicí o,,,ou'''.'":'":"',{ 
,= 

12,

je.lirychlostprouclěníclánavektorovýrrrpolernÝ@,ň=|@+?r,ŇÝ).

15.Magneticképolejeinclukovánovocličemtvořenýmttzáv\tysolenoiduorovnici
r: dcost,y= osin ,,, ]'{*,,,"i.. ió,'",,),í;;;;;' p,o,ota prouc. o konstantní

velikosti /' Vypočtěte složku b3 vektoru rnagnetické indukce Ě ve všech bodech le-

žicich v ose solenoidu.

16.Vypočtětenrnožstvítepla,kterépohltígranrrnolekulaicleálníhoplynu,jelrožteplota
?jenepřímoúrněrn.á"bj";;;e:.',:Io"k;Kj;konstantaúměrnosti.Plynse
plito* io) ii"a ' otrjetnu Vr na objem Vz'
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Konečně,

5. plochy dané pararnetrickýrrr vyjádřerrím I = .ll,*,J,

6. helikoidu daného paratrletrickýnr vyjádřenínr z :
(u,u) € (0, t) x (0,2zr);

7. ploclry dané pararrretrickýnr vyjádřenírrr r :

tn . * u, (u,u) e (0, r la) x (0, 2zr);--- V cosu

8. plochy dané paratnetrizací r :,I],coSU' 9 :

I(AP|T)LA 8. PL)CHA A JEJÍ oBsAH

a: u- x, Z -- r;2, (ur'-^) e (0,1)2;

Ilcosu, U:usinu, z:u,

tgucos u, ! = tgusin'u, z: t"*fo +

zsin u, z : ,u2 sin 2u, (u,u) e (0, i) x

2n 2n

S : [ [ ,,@,_ fi2cos p) dpdý:4tr2il1R2.
,, ,,

Stanovte obsah následujících ploclr:

1. průniku roviny o rovnici z _- 2r{9 s eliptickým válcem daným nerovnicí (+rt s u

2. grafu funkce Í(,,ú : * +$ d"finouuné na nlnožině clané nerov ností * + # Š ",
a,b, c > 0;

části kulové plochy o rovnici *, + y, * z2 : 12, kterou z ní vytíná válcová ploclra

určená poclmínkam\ 12 * y2 : TlJ1 z > 0;

plochy dané paranretrickýrn vyjáclřenírn r:Il,cosU'y: usin u,z -_ 
,tl'2

(z,u)e(0,4)x(0,2);

3.

4.

(0,2)

9. Předpokládejrne, Že f je nezáporná spojitá funkce definovaná na intervalu (a,b).

Potrrocí Tvrzení s.t ut<azte, že obsalr plochy M,která vznikne rotací grafu funkce /
kolerrl osy 3] je dán vztalretll

obsah(M) =

t0. Určete obsah rotační plochy,

koleur osy r.
rotací grafu funkce Í(r) - sin o, r € (0' zr)

11. Stanovte obsah povt'chu elipsoidu s poloosatni a',b,b, kde b < a'

12. Nechť C je rovinná křivka a f : C} -+ R' je nezáporná spojitá funkce. Ukažte, že je-li

u: {(,ia,z) | (*,y) €C,o Š Í(r,y)}, pak obsah(M) : Íc Í.

b

,Ž"lÍ
I

a

znikne

(')

která v

Í,(,)2
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2. CVIČENÍ

I{ jeho výpočtu použijerrre sférickýclr souřadnic (p,,3). Podle Tvrzení 9'1 clostaneme

v : t t +<s = rcp [ [ -..+----.- ds
# {*' + a2 + z2 - 2zzs t zf; l^1 ,/r' + z! - 2r^ --

2r r/2 ^ "/2: ",[ Í#r)ůc)9_2trr2xp /4
o -n/2 

t/" + zfi -2rzssir1' ' 
-!,, @

Substitucí z : sitr ď v danénr integrálu pak dostanettte

f / "-:--2-_r.,;1"=r_2tr2xp|Ýt'-+z 
,l, -"o .1..__r

143

dď.

V=

Závěren tedy získávárne

Vypočtěte niísledující plošné integrály:

fr1. ll ", 
-|y,dS, &1 je povrclr kužele daného nerovností ,FW { z {I.

M

2. tt - ,+,---'clS, kcle M je por,rch čtyřstěntr clarrélro nerovnosttttí x,y,, ) 0,JJ (1+'+a)"
14x*Ulz{L.

3. l l *,a, cl.9, kcle M ječást povrclru koule claná poclrlrínkarni x2ay2+z2 112, z ) 0.JJ
M

rr 14. ll =, - ' -d5-,kcle M jevá|cováploclraorovnici *2+a2:12oŮ.,ezenárovi-JJ x'+U'+z'.
M
natrri s rovtticetrti z : 0 a z :á > 0.

5. [["a,s,kcle.4z1 ječástploclryorovtrici 12+22=2az(o>0), vyÍíznutákuželovouJJ
M
ploclrou o rovnici z : y[iz t, yz.

[ 4rn'p, zo { r'

V=1 r2xo

It"Ť zg)t,
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6.

I(APIT)LA 9. PL2ŠNÝ LNTEGRÁL FIJNI(CE

M je čá"st povrchu klže|e z : vyříznutá válcenryz t zr d.9, kde

,2 + a2 :2ar.

7. Nechť M je plocha daná vztahenr M : C X (0, 1), kde C c R2 je rovinná křivka.
Dokažte, že je-li Í(,,a,z): g(r,y), kde g je spojitá funkce na křivce C, pak

Vypočtěte hmotnost kulové skořepiny, ,, + y, * z2 : 12, z ) 0, je-li plošná hustota
rovna a) vzdálenosti od osy z1 b) druhé mocnině vzdálenosti od osy z.

Nalezněte množství náboje roz|oženého na ploše dané podmínkami , : i@, + a,)
01 z ( 1, je-li plošná hustota Í(,,y,z): z.

Nalezněte těžiště následujícíclr honrogenních ploclr:

10. části kuželové 1llochy o rovnici z : \E, + y,, jež se nacházi ve válci o rovnici
,r+yr_ar;

11. plochy dané podrrrínkattri z = , r,!/Ž 0, rta<(I,

12. Najděte těžiště kuželové plochy z2 = 12*y2, 01 z { 1, je-li hustotav každénr bodě
úměrná vzdálerrosti od osy z.

13. Nechť M je plocha s hustotou P(r,y, z). Na základě axiornatického přístupu odvoďte,
že pro tnonrent setrvačnosti 1, plochy M vzh|edeln k ose p platí

kde hodnota funkce / v bodě (,,a,,) je vzdálerrost bodu (,,a,,) od přínrky p.

V násleclujících příklaclech vypočtěte tnotrrenty setrvačnosti uvedených ploch vzhledem k
ose z. Přeclpokládátne, že lrustota je konstantní funkce p.

14. koule o polotněru a se střederrr v počátku;

15. kulového vrchlíku zaclaného poclrttínkarrri z2 +,,z a z2 : 12,0 { lt, 1 z 1r1

16. plochy určené vztahy h'2(r2 +a2): r,,2z2,0 { z 1h;

17. plochy určené podnrínkaIni r* a* z=I, t,a,z) 0.

JJ,,*
M
o rovnici

il,:1,
MC

8.

q

rrI,: ll Í,p,
M
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2. CVIČENÍ

18. Ukažte, že pro ttrotrtent setrvačnosti
totou p, která vznikne rotací grafu
I. :2r [b x2 r/Jj(ff 4r."

745

I, vůči ose z hontogenní rotační plochy s hus-
funkce z: f(r), x € (a,Ó), kolem osy z, platí

19. Na základě axiomatických požaclavků oclvoclte integrální vyjádření hyclrostatické sílypůsobící na danou plochor (viz úloha výše). 
-.--o^J

20. Najděte sílu, kterou působí kapalina s hustotou p na clno nádoby ve tvaru eliptickéhoparaboloidu o rovnici z = h (# * # _ r), _n' S) S o.

21. Určete jakou silou prYitahuje useknutá kuželová plocha daná paran rctrizacír : QcoS(/,' a : Qsiltg, z: p; 0 Š p Š zrr, 0 < b < p { a okonstantní hustotě phrnotný bocl o hrnotnosti rn unrístěný v1odě (0,0,0).

'' *:*te.gravitační 
potenciál části válce o rovnici ,, + a, : 12 , O { z tá v bodech

Výsledky.

I' t 0 + y',2),, u#,:,({,^:1) 
lrr 2; 3, 1ť, 4. 2n,arctg 

* ; s. Ín y'Ža3 ; 6' #{2on ;s. 
") ť,u) #; 9. ?d1#@;rc,(+,o,#"li,,,,,'1;,""#,*b;ji '

12. 2/Žkr(0,0,3/9) ; t+. 9l#. h, ltrrp(2r3 _ 3r2lt * ,,,i," ,u, oo,pyÉ-' y; n. s;20.F:_!tpcl,bhÉ;21'.F:7rrínLplnfÁ:;22'V(0,0,z6)=2nprr1nt^!í,t#i,



3. CVIČENÍ r57

, 
ÍI ,,a,, tlxdy, kcle (M) je polovina kulové ploclry ,, + a, * z2 : a2, z 1 0,
(M)
orientována nortnálovým polern se zápornou složkou z;
fr2. l l ," dy dz l xy dz dx * az dx dy, kde M je povrch jehlanu ohraničeného rovinami

(M)
orovnicích t _ 0, a:0, z:0,, z*U*z:1. orientace jedánavnitřním
norrrrálovým poletrt.

rr3. lla_,), drdy,kde M je část kulové plochy ,2+a2 *z2:2rz,r 1z {2r.JJ
(M)
orientace je indukována vnějšírtr nortrrálovýnr polern.

rr4. ll@ _ z)dac|z | (z _ t)dz.l' + (c _ a)drcly, kcle M je část kuželové plochy
(M)
*, + a2 : z2, 0 t z 1' Ď. orientace je inclukována vnějším norrtrálovýrrr polern.

, Il z2 ,]xclg' kc1e (M) j"povrclt elipsoiclu s poloosanr i a,b,c a střecletn v počátku,
(M)
který je orientován vnějšínl norrnálovýtn poletrr'

f f 1 1

'' JJ 
!ara, * ioro, *:r)rdv,kcle (M) je povrch elipsoidu s poloosami a,b,c a

(M\
středern v počátku' který je orientován vnějšírn norrnálovým polem.

II
7 . l l ,,, dy dz + y2 dz d, + ,, c)x dy, kde M je kulová plocha daná rovnicíJ.l

(M)
(* _ o), + (y _ b)2 + (z _ 

")2 
: 12. orierrtace je clána vnějšínr norrrlálovýtn polem.

9.

10.

8. Y.rčeteprůtokplochouorovnici ,,+a,*2az:a2,I,U,z) 0,je-lirychlostproudění
V(r,A,z): (r2,A2,22)

Vypočtěte množství kapaliny, které proteče oblastí,, + a2 { 12,O { z { a, a ) 0,je-li rychlost prouděn í V (r, a, z) : (r z , y z, xy) .

Určete průtok helikoiderrr M: {(uCosu},t,,sinu,cu) | (u,,) e (a,b) x (0,2r)},
0 < a { b, c > 0, jeli rychlostní pole ř(z, a,z): (,,a,,,).

Nechť C je lzavřená jeclnoduclrá křivka v rovittě a:y. Položne ]/I : C x (0, 1).
orientace této ploclry je dána vnějšírn norrrrálovýtn polem. IJkažte, že

11.

rr _ r
I I er@,a) dadz * Fz(x,y) dzdr : I er, pr).
JJ J(M) (c)
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rf
l l "í + 2aÍ * Qz _ r2)ÉaŠ, kc]e M je povrch elipsoidu se středem v počátku a

JJ
(M)
poloosarni a,b,c, orientace je dána vnějšírn normálovým polem;

rf
l l *,dydz ! xydzdr I yzdxdy,, kc],e M je povrch jehlanu omezeného rovinami
JJ
(M)
Z : 0, 9 : 0,, z : 0, r * ! * z : 1. orientace je dárra vnějšínr norrrrálovýnr polem;

II
l l ,"dydz *y3dzdr * z3drdy,kc]e M je povrch koule o poloměru a a středem

.J .l
(M)
v počátku orientovaná vnějším norrnálovýrn polem1

II

I I @ - y + z)dydz + (a - z * r)dzdr * (, -, * y)drdy,
JJ
(M)
kde M: {(", u,z) ||, _ y+ z|+|a -. + z|+ |, *, +a|:1}. orientace je dána
vnějšírn nornrálovýttt polent.

Nechť ploclra orrrezující těleso A ná ve sférických souřadnicích rovnici p - Í(p,,,9)
(p,,9) € B. Ukažte,že objerrl(Á) : L" II ,p3cosď.

Na základě předchozí úlohy stanovte objerrr tělesa, jehož hranice nrá ve sférických
souřadnicích vyjádření p _ ocosď.

Ukažte, že pro funkce f a g se spojitýnri clerir,acettti druhého řádu na oblasti G c R3
jejíž lrranicí je ploclra orientovaná vnějšínr riorntálovýrrr polern platí

AÍ

") J,l,rcclj* : III,, 
^Í.FF - 4,,

b) JJ'ru"l Í#: IlI,,Í^g + IIÍ,,grad/.graclg.
(Uvedené vztahy se rrazývají Greenovy forrrrule.)

Nechť z je funkce se spojitýnti parciálnítrri derivacetni v lR.3, pro kterou platí Au : 0.
Ukažte, ž. IÍ 67 * : o pro každou uzavřetrou plochu 5 s jeclnotkovým nortrrálovýnr
poletlt ri, která splňuje předpoklatly Gaussovy r,ěty. Jaký je fyzikální význam tohoto
faktu?

Kapalina prouclí v otrlezené oblasti G c R'3. Její ryclrlostní vektorové pole ý nerná
zÍidla ani not.y. Ne.chť P(r,y,z,t) je lrustotakapaliny r,bodě (,,a,,) ačaseú. odvoďte
rovnici prorrclění fr + aiu bŮ : o.

Nalezněte tok vektor'ovélro pole F : Dl=, g'*l (#), kcie r'; je furlkce udávající
vzdálerrost boclu ocl ztíd|a (,t,Ltt,z;), přes uzavřenou plochu orientovanou vnějšínr
norrrrálovýln poletlt, literá obsahuje všechny body (r;, ai,zi), i : I,...fl, ve své
vnitřrrí oblasti.

Ukažte, ž" Ipl(y*, + "u)dx * (,y'*,", _ 2y)dy : 0, jeli C c R2 libovolná
jednoduchá uza'vřerrá křivka střeclově sounlěrná podle počátku.

I4



184 I(APITOLA 11. INTEGRÁLNÍ vĚTY

D je omezená oblast v R2,15 Dokažte, že !,,,,,(2,a _ y) dx -| 12 dy - obsah(D), kde
jejíž hranice je orientovaná uzavřená jednoduchá křivka.

Pomocí Greenovy věty vypočtěte následující křivkové integrály

16. 
"(cl a2 dr + r dy, kde (C) j" kladně orientovaná hranice čtverce (_t, t)';

17.Írcl(3r2cosa_u3)dr}(r3_3z2sina)dy,kde(C)jejednotkovákružnicesestředem
v počátku a kladnou orientací;

r8 ,(c; re_a, dr+(_x2ue_a, + 
=#) 

dy, kde (C)j" k|adně orientovaný obvod čtverce

(-o, o)';

19 Ir"l@ + u) dr _ (r _ a) da,kde (C) je kladně orientovaná elipsa s poloosami a,b a
středem v počátku;

20 Ipl (e" sin a _ 16a) dr ! (e, cos y - 16) dy' kde C je polokružnice daná podrnínkami

,2 + y2 : aÍl 9 ) 0, s počátečníiti bodenr (a,0) a kotrcovýtrt bodenr (0,0). Návod:
Doplňte polokružnici úsečkou na uzavřenorr křivku.

V následujících úlohách nalezněte obsah oblasti otnezené zadanou křivkou

21. elipsou s poloosarni a,b;

22. smyčkou Descarteova listtt o rovnici ,'+y, :3arg,tr > 0;

23. křivkou o rovnici ,J2 : tr2 - 14 '

24. Porrtocí Stokesovy věty otlvoďte, ž" 'Íolyz dr ! rz dy I ry dz: 0 pro každou

uzavřenou křivku C), která je krajern orientované plochy v lR3.

V následujících úlohách spočtěte uvedené integrály s použitím Stokesovy věty.

25. Ipl@, _,,) drt(z2 _;..2) dy*(,, _a,) dz, kde C jeÍez povrchu kostky 7 : (0, a)3

rovinou r+u+z -:];, orientace je určena pořaclírrr bodů (f 
' 
0,0), (a' 0,\), (a,\,0);

z6. Itcl@+,s dxt(zta) dy*(zf y) dz, kde C je elipsa s parametrickýrn vyjádřením
p(t) : o(sin2 t,2sintcost,cos2Ú), , € (0,2n). orientace je inclukována uvedenou
parametrizací;

27 Írcla2í + ,,i + ,2É dš, kcle (C) je obvocl trojúhelníka s vrcholy (o,0,0) (0, o,0)
(0,0, a). orientace .je určena uvedeným pořadírn vrcholů;.

28. Ircly2z2 dr + x2z2 dy + *2a2 dz, kde C je uzavÍená křivka s parametrizací 9Q):
(o cos t, a cos2t, a cos3t), t € (0,2lr). orientace je dána zadanou parametrizací.



196 I{APLT)LA 12. P}TENCLÁL vEI(ToRovÉHo P)LE

Nalezený potenciál vyhovuje podrnínce /(0,0,0) :0 a ostatní potenciály pole,Ě v ]R,3 se
od něho liší o konstantní funkci.

Úloha. Nalezněte potenciál (existuje.li) vektorového pole

F(r,v,4:(,,Y'
yt 1 r2y2 z2' L + r2y2 12' I + rzrzrz I

v oblasti IR'3' pro který platí, že f (0,0,0) : g.

Řešení: Postup výpočtu bude stejný jako v předchozírrr příkladu. Rovnost rot'Ě: ď

nám opět říká, potenciál existuje. K jeho výpočtu zvolíme křivku Lk,u,,\, jejíž počáteční
bod je počátek, koncový bod (z, a, z) , a která se skládá ze tří úseček rovrroběžných se sou-
řadnicovými osarni. Nechť 11 je první írsečka daná pararnetrizací p,(t) : (t, o, o) l € (0, Z),
druhá, L2, má paranretrizaci g2(t) : (z,ú,0), ú € (0,y) a třetí tr3 je dána parametrizací
ps(t) : (,,a,t), 

' 
€ (0, z). Snadnýrrr výpočtenr dostaneme

r-rI F : I F+
JJ(L1,,s,.1) Qr)

t-: I F=
J

(t.)

F+ [,
.t

(ts)

TU

T+tr;ŤF d1 : farctg(t,a)]í,: arctgraz.

J
(Lz)

I
0

Hledanýrn potenciálerrr je tedy fulrkce

Í(,,y,z): arctg(ryz).

1. Nechť F : _k2(*,u,z), k ž 0 (F je silové pclle síly pružnosti.)
potenciální v ]R,3 a nalezněte jeho poterrciál. Vypočtěte pak práci
čátečním boderrr (0,0,0) a kotrcovýtrt bodem (1,1, 1).

2' Stanovte potenciál vektorovéhc polc

F_

pro (r, A, z) + (0, 0, 0) .

0+r'+y2+22)

Ukažte, že F je
při pohybu s po_

Určete potenciály násleclujících vektorových polí v

3. .Ě: ?a, _ 2rz,2yz _ 2,y,y2 _ 12) v lR'3;

4. F : yz(2r -| y -ť z)ť 1rz(x * 2a + 4Í + ry(r +

uvedených oblastech (existují-li).

y 122)k'v R.3;



2. CvlČENÍ
r97

l-

r-3

7. F
8.F

- (3x2yz 
"s

- (y2 cosr

a r,2x3yz3 l6yz {2,8x3y22, +, +Ba, - 1) v R3;

, -4 * 2y sin r,3r2 * 2) v R3;

9. Stanovteparanlet.ctak,abyvektorovépole F:Q,y2icz,cr*U)bylopotenciální
v lR3.

10. Nechť / je,spojitě diferencovatelná furrkce na ]R,. Nalezněte potenciál vektorového
poJe I : f(ryz)(yz,rz,ry) v R.3.

11. Ukažte, že lirteární konibinace 1>otenciálních polí je opět potenciální pole. Určete po-tenciál gravitačníltcl pole tvořeného lz, Irtnotnýrrri body jeclnotkové hrnotnosti umís-těnýrlri v bociech (i, i, i), i _ I,2, . , .lt.

12, Zjistěte zc]aj"]].."t1 J.,g1(s,, * Gfu) clt.+ fi aa + ď;r c)z nezávislý na
cestě v oblasti Ci: xgs\{(',y, ,) l,+z + 0}. Stanovte pak tento integrál pro křivku
C: c G s počátečnírrt boclettt (1,1,0) a koncovýtn boclern (,,y,,).

13. Nechť (*,,ao,zo) e R.3 je pevně zvolený bocl. Ukažte, že integrál
Íp1F _ (,o, yo, "z0)) dď , kcie ť(r, lJ, z) = (t , y, :) trezávisí na cestě.

14. Dokažte,že nltložství tepla', které pohltí grarnrnolekula ic]eálního plynu při přechocluod stavu s objetttetll I\ a tlakenl h c]o stavu s objenrem I,/2 a tlakern p2 nezávisípouZe na' těclrto ilaralltetrecli. (Návocl: Použijte Ma1,erův vztah)'

15. Určete práci, která se vykoná 1, poli F = #í _ 
ffij _ 

ffik při pohybu
po křivce ležíc'í v |ežíc,í v clefiničnínr oboru pole F s počátečrrínl boclerrr (1,1,3) akoncovýnt bocleItt (2,4,5) 

'

16. Iiulová plocha o rovttici *, + 3/, l z2 : 12 je nabita nábojenr o konstantní plošné
hustotě p. Stanovte práci' která brrcle vykonárra r, přísiušnérrr elektrostatickérrl poli připolr.ybu od bodu (,,,y,, z1) clo borlu (z2, !/z,zz) uvnitř dané koule. (Návod: Využijtepotenciálu jeclnocluclré vrstvy oclr,ozetléttr v l(apitole g.)

17. Nalezněte funkci Í(,,ll,z), jejíž cliferenciái je zobra,zení aÍ@,y,z)(h1,h,2,llg) =(:lrza2 - 2ra)h1 a2r3y2lt2 - grr"z3ir3.

18' Je dána difer.errciálrrí rovnice p(:t,y) * q(:t,y)y, :0, kcle p a q jsou s1lojitě diferen_covatelrté funkce v jednoduše sottvislé ob]asti CJ c R'2...Ůtoz,", zu l"r.,ío,ové poleF:11l1x,u),q(r,y)) je potenciální právě tehcly k.l; #:,"il, "..ů*.ute cláie,
že je-li / potenciál pole F, pak kažclá diferencovatelná funkc e a@), pro kterou je
Í(*,y(,)) konstantrrí funkce' je řešení výše uveclené cliÍ.erenciální rovnice.


