14. cviceni z Matematiky 2

23. kvétna - 27. kvétna 2016

14.1 Vypoctéte plosny integral

/ / F.ds,

M
kde F(x,y,z) = (22,42 22) a M je sféra (x — a)® + (y — b)® + (z — ¢)2 = R? s vn&jsi orientaci a R > 0 je
parametr.

Reseni:
Tok vektorového pole F : M — R3 orientovanou plochou M C R3 se spoéits jako

//ﬁ~d§/[J/f(é(u,v))-(?ix?f)dS,

M

kde ® : U — M je opét vhodnd parametrizace, U C R?, a orientace dana vektorovym polem ‘g—i’ X %—‘f

souhlasi se zadanou parametrizaci plochy M. (Pokud by orientace nesouhlasila, sta¢i jen zmeénit poradi
ve vektorovém souéinu, tj. zménit znaménko integralu.)

Integral spocitdme podle definice (ale 1ze pouzit i Gaussovu vétu, protoze jde o uzavienou plochu).
Plochu M zparametrizujeme pfirozené pomoci posunutych sférickych soutradnic:

r—a = Rsindcosyp
D y—b = Rsinvsing
z—c = Rcos?

s definiénim oborem
U: 0<p<2r & 0<9<7.

Méame
g—i = ( —Rsin¥sing, Rsindcosy, 0 )
g—i’ = ( Rcos?cosyp, Rcosvsinp, —Rsinﬁ)
a
o o
g— X %9 = —Rsin1 - (Rsinﬂcoscp,Rsinﬁsingp,Rcosﬂ) = —Rsind - (9:ch7 y—>b, z— c).
¥

Vektor (x —a, y — b, z — ¢) mii{ smérem od bodu (a,b,c) k bodu (z,y,z) € M. Takze vektorovy
sou¢in ma opacny smér, nez zadand vnéjsi orientace sfary M. Proto misto g—i X 2—3 vezmeme v integralu

92 o 0%
619 asp : 7’ z v . ’ 7
Pro skalarni soucin vektoru v integralu tedy mame

=~ od 09
Fod) (& x 22 =
(Fo®) (Wx&p)
Rsin ¥ cos

= Rsin? - ((a+RSinﬂcos<p)2, (b+ Rsindsin p)?, (c—l—Rcosq?)Q) -| Rsindsing | =
Rcosv




= R%sin?¥ - [2R(acos2apsin219+bsin2cpsin219+ccosz19) +0200519+R2005319+-~-}

kde tecky znamenaji vyrazy, ze kterych se d4 vytknout bud’ pouze ” sin ¢” nebo pouze ” cos” a to v
liché mocniné. V integralu pak tyto vyrazy daji nulu. Takze uz muzeme psat

//ﬁ-d§=

M

= / R?sin® - [QR(a cos? psin® 9 + bsin? psin® 9 + ¢ cos? 19) + 2 cos ¥ + R? cos® 19} do d¥ =
0<p<an
0<9<m

s

= /R2 sin® - [2R(7ra sin® 9 + wbsin® 9 + 2mecos® ) + 2mc? cos ) + 2mR? cos® 19} dd =
0

s s

=2R37(a +b) - / sin® 9 dv | +4R3wc- / cos?> ¥sindd dv | +
0 0

™ T

+R%*rc? - /Sin(219) dd | +2R*r - /cos3 Isind dv | =
0 0
=2R3w(a+b) - ](1—0052ﬂ)sinﬁ d¥ | +4R3mc - [— cos319}7r+2R47T. [_coS‘lﬁr
B 3 Jo 4 Jo
0

3
- 2R3w<a+b)-(2—§)+4R3wc~§ = T arbre).

14.2 Pomoci Stokesovy véty spocitejte

/ﬁ~d§’,

oM
kde

N7 — (42 2,2 2 .2 2 P _ 3 : _ 3 :
(i) F(x,y,2) = (y° —2°,2° —2%,2° —y*) a M je fez kostky J = (0,a)” rovinou = +y + z = 5*. Orientace
je urcena poradim bodu (%, a,O), (a, 0, %) a (a, %,0).

(i) F(z,y,2) = (y2,22,2%) a M je trojihelnik (a,0,0), (0,a,0) a (0,0,a). Orientace je dana uvedenym
pofadim vrchola.

Reseni:

Stokesova véta je zobecnéni Greenovy véty z R? do R? (orientovand plocha, jejiz je kiivka nynf okrajem,
uz muze byt ruzné zakiivend v prostoru):

/ﬁ-d§://r0t(ﬁ)~d§.
oM M

Orientace plochy a jejiho okraje musi byt v souladu a to pomoci pravidla pravé ruky (vztyceny palec
pobliz okraje ukazuje smér orientace plochy a prsty smeér orientace okraje).
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5= a. Daéle méme

(i) Mnozina M je pravidelny Sestitthelnik s hranou o délce
rot(F) = (—2y — 22,20 — 22,2z — 2y) .

Podle zadédni je normélové vektorové pole orientované plochy M urc¢ené (normovanym) vektorem roviny,
ve které plocha lez, a sice 77 = @(1, 1,1) (sméru vektoru také odpovidd zadéni). K vypoctu vyuzijeme
e definici toku pole plochou,
3a

e toho, Ze plocha spliiuje rovnici x +y +2 = 5 a

e toho, Ze zname velikost plochy pravidelného Sestithelniku:

[t [ ot ) a5 50 [y s [ % a5

:—zﬁa//ldsz—zxf 3V3 a? —gaS.
M

(ii) Budeme postupovat podobné jako v (i). Mnozina M je rovnostranny trojihelnik s hranou o délce
V2a alezi v roviné = + y + z = a. Déle mame

rot(F) = (—2z,—2z,-2y) .

Normélové vektorové pole orientované plochy M je opét 7 = @(17 1,1). Vypocet provedeme podobné:

[t a5 [ s a5 248 [ cisas =248 [fuas -

2v/3a \/32 3
Ty v T

14.3 Pomoci Stokesovy véty spocitejte
/ / rot(F)
M

kde ﬁ(n@ y,2) = (wyz,x,e" cosz) a M je polosféra 2% + y? + 22 = 1 a z > 0 s orientacf smérem vzhiru.

Reseni:
Mame
M: 224y°4+22=1 & 2>0

OM: 2*4+y*=1 & 2=0.

Plocha M je orientovand smérem ”nahoru”a orientace jejiho okraje OM tedy odpovida orientaci dané
napf. parametrizaci ¢(o) = (cos @, sin,0) pro 0 < o < 2.
Maéme tedy
¢'(a) = (—sina, cos a, 0)
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2m —sina 2

//rot(ﬁ) dS = /ﬁ-dé': /(0 cos q, eSm oS Y cos da = /0052a da = .
0
0

0

14.4 Pouzitim Gaussovy véty spocitejte tok pole F = (3y223,92%y2z2, —4zy?) povrchem krychle M =
(0,1)% C R3.

ReSeni:
Gaussova, véta,

J[#-s- ff o

oM

dava do souvislosti tok pole F pres okraj OM oblasti M v R? s integralem pies tuto oblast M. Funkce

= 0y  O0F, OF;
div(F) = — 4+ — + —,

(F) ox y 0z
kterd se integruje v M se nazyva divergence pole Fa interpretuje se jako ”zdroj”pole v daném bodé
(pfi kladné hodnoté) piipadné ”odtok”pole v daném bodé (pii zaporné hodnoté). Smyslem Gaussovy
veéty tedy je, ze celkova ”zména pole”v objemu odpovida piislusnému toku pole pres okraj.

Pro pouziti Gaussovy véty predpokladdame vnéjsi orientaci povrchu krychle OM. Mame

div(F) = 92222

[ Fas = [[f aniyav - / /
oM M 0 0

1
/9352,22 dx dy dz =
0

922 dx . /11dy)~(/122dz):1.
0 0

O\H

14.5 Ovefte Gaussovu vétu pro pole F = (23,43, 23) a sféru 22 + 32 + 22 = 1.

ReSeni:
Orientace okraje OM je v tomto piripadé dand vnéjsi normélou.
V naSem pripadé mame
M: 22+y*+22<1

OM: 22 4+y>+22=

Gaussovu vétu ted ovéfime tak, Ze zjistime, zda oba integraly ddvaji stejnou hodnotu.
Mame
div(F) = 3(z? + y* + 2%)

x:'r‘si_nﬂc_osw
[[fas@ray=[[fsersiva=| o -
(r,,9)€(0,1) X (0,27) X (0,7)
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T 27 1 2 ™

:///37"2 |72 sin | dr de d¥ = (/3r dr)-(/ldga)~(/sin19d19)22-277-2 1527r.
00

0

Pro druhy integral si zvolime parametrizaci 0M pomoci sférickych soutadnic
D(p,¥) = (sin ¥ cos p, sin ¥ sin @, cos ),

s definiénim oborem

Mame
g—i = ( —sin¥singp, sindcosp, 0)
g—f; = ( cosdcosyp, cos¥sing, —sind)
a
i) i) >
g(p 219 —sind - (sin¥ cos ¢, sin¥sin p, cosd) = —sind - (¢, V).

Vektor g—i X g—f; tedy ma smér normély sméfujici dovniti. Protoze plochu méame orientovanou smérem

8D, 9P _ 0D . 9%

ven, musime pii vypoctu toku pole vzit tento vektor s opatnym znaménkem, tj. b X 55 = o9 X 55

Dosazenim tedy obdrzime

//ﬁdﬁ://ﬁ(@(@,ﬁ))- gi oe dS //F (0,9 -51n19-(1_5(<p,19))dS:
oM U

27

://s1n19 sin 9 cos® ¢ + sin ¥ sin?  + cos 19) do d¥ =
0 0

= (]sinsﬂ dﬁ) . (7cos4<p+sin4cp d(p) + (]cos419sin19 d19> . (71 dgp).
0 0 0 0

Pro prvni dva integraly mame diky posunuti a symetriim, ze

27 27 %

4 _ . 4 _ . 4
/cos cpdgaf/sm <pdg074/s1n w dy
0 0 0

/sin5 9 dd = 2/sin5 9 do.
0

0
Pro n > 2 spocitame tedy integral

3
A, ::/sin"ada—[ cos o - sin” g—i-/n—l sin"? a - cos? a da =
0 0

=(n-1) /Sin"72 (1 —sin®a) da = (n —1)A,_o — (n — 1)A,.
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Tedy mame A, = %An,g a Ay = 7 a Ag = 1. Dokoncenim vypoctu dostdvame

[[7raseen 63D (D) ()b e

oM

a Gaussova véta je tak ovérena.
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