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4.1 Najdéte limity
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Reseni:
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(i) Pro funkei f(z,y) = % je jeji defini¢éni obor

Dy =R\ {(0,1)}

a bod (0,1) je tedy hromadnym bodem Dy. Pro limitu pouzijeme obvykly trik, jak se zbavit odmocniny
(tj. vzorec (a — b)(a + b) = a® — b?)

I Vv + Pl Va2 + 241-1 (2?4 (y - ) +1+1
(@)= (0.1) x2 ( - 1) (@)= 0,1) x2 ( - 1) VPRt +1+1
= lim 2+ (y—1)° = 1

GO0 (24 (y—1)2) - (VA F G- 1P T 1+1) 2

(i) Pro funkci f(z,y,2) = x;jz yi je jeji definién{ obor

Dy ={(z,y,2) € R® | zyz # 1}

abod (1,1, 1) je tedy hromadnym bodem Dy. Stupné polynomt v ¢itateli i jmenovateli jsou stejné, takze
spis zkusime, jestli limita vibec existuje.
3 3
Zizenim f na piimku x =y = z (bez bodu (z,y, z) = (1,1,1)) dostavdme f(z,r,2) = Z5=5 = 0,
takze

; ? I = 1li s Ly =0.
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Na drubou stranu zizenim f na piimku z = y = 1 (opét bez bodu (z,y,z) = (1,1,1)) dostdvame

f,1,2) = ngf = z, takze

(z7y7z)l_>1’I1(17171) f(-r7 Y, Z) Zlinl f( 5 ,Z) Z;n} z
:C:y:l

Pivodni limita tedy NEEXISTUJE.




(iif) Pro funkei f(z,y) = 52 je jejf definicni obor

Dy =R*\{(0,0)}

a ma hromadny bod (0,0). Polynom v ¢itateli ma vyssi stupen nez ve jmenovateli, takze spis zkusime
ukdzat, ze limita existuje a bude nulové (coz si muzeme otestovat zizenim f napf. na soufadné osy).
Pouzijeme opét odhady a pak vétu o limité seviené funkce. Ziejmé plati

7] < Va2 +y? = (2, 9)],

coz je dulezitd nerovnost, kterd se hodi na dokazovani limit. Podobné |y| < ||(z,y)||, takZze méme
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Z definice limity snadno dostdvdame, ze  lim  |[|(x,9)||> = 0 (podobnd tvrzeni uz muzeme brat

(w,y)—(0,0)
skoro jako ”fakt”) a tedy z véty o limité seviené funkce je rovnéz
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(iv) Na rozdil od piedchoziho piipadu zde bude situace podstatné jind a to kvuli nulovym hodnotdm

jmenovatele. Pro funkci f(z,y) = mﬁzif; je jeji definiéni obor

Dy = {(z,y) € R? | y # —Va?}

a zfejmé m4 hromadny bod (0, 0).
Zuzenim f na piimku z = 0 (bez bodu (z,y) = (0,0)) dostdvame f(0,y) = 0, takze

lim z,y) = lim f(0,y) =0 .
(x,y)—(0,0) f( y) y—>0f( y)
=0
Pokud by tedy limita existovala, musi byt rovna 0. Polynom v ¢&itateli je nulovy na osiach x = 0 a
y = 0, zatfmco polynom ve jmenovateli je nulovy na kiivee y = —v/22. V bodech (x¢,yo) € R? takovych,

7e yo = — /2% a xg # 0 tedy mdme
22y
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(pokud na chvili pfipustime, ze +oco muze také byt limitou, kterou jinak smi podle nasi definice byt
pouze prvek z R.)

Pokud by funkce f méla v (0,0) limitu 0, musela by specidlné byt na néjakém okoli (0,0) omezen4,
tj. existuji K >0a¢e >0, ze xﬁzif; < K pro vechna (z,y) € U-(0,0) N Dy.

V okoli U.(0,0) se ale také nachézeji body (xo, —<{/z2), ve kterych je v limité funkce f naopak
neomezena.

To je spor a puvodni limita tedy NEEXISTUJE.

4.2 Najdéte te¢nou rovinu ke grafu funkce f(z,y) = xy + sin(x + y) v bodé (1,—1,7).
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Reseni:
Graf funkce f je mnozina I'y = {(z,y,2) € R?® | z = f(z,y) & (z,y) € D;}. Tetnd rovina T(z0,y0,20)> K€
grafu f v bodé (xg, Yo, 20) = (1, —1,—1), kde z9 = f(z0,y0) = —1 je ddna rovnici

T—
z = f(xo,Yo) +gradf\(x0,y0) ’ < Y — ys ) :

Mame

of of

grad fi(zo.y0) = (831:’ 8y>|( | = (y+cos(w+y),x+cos(x+y)> = (2,0),
Z0,Yo

|a,-1)
tedy tec¢nd rovina ma rovnici

r—1

z_1+(2,0)~(y_1 >—1+2(:171)

neboli
20—z =3.

4.3 Urcete derivaci funkce
(i) f(x,y,2) = 2% — 2%y v bodé a = (1,6,2) podle vektoru 7 = (3,4,12),
(i) f(z,y) =e®cosy + 2y v bodé a = (0,0) podle vektoru v = (-1, 2).

Reseni:
Derivace funkce f v bodé a podle vektoru v je definovana jako

of  _py flatt-9)—fla)

OVla  t—0 t

Pokud ovsem existuje derivace f;, funkce f v bodé a (tj. totalni diferenciél), pak plati

o1 _of Lo

L — (D) = d U= .
(9’[7|a f‘a(v) gra fla v 8951 la 6l‘n‘a

'U1+'

a/l)n
kde ¥ = (v1,...,vp).
(i) Pro f(z,y,2) = 23 — 2%y a a = (1,6,2) mdme

gradf|, = (2xy7x2,3z2)|a = (12,1,12)

a
3
% =(12,1,12)- [ 4 | =184.
VU la 12

Pokud bychom brali derivaci podle SMERU U, pak je potieba vektor jesté znormovat, tj. pouzijeme
vektorﬂ':ﬁapakje% = L. 9L 184
|a I 9v]a ™ 13

|17
(ii) Pro f(z,y) = e cosy + 2y a a = (0,0) méme

gradfj, = (e” cosy, —e*siny + 2)|, = (1,2)
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4.4 Najdéte rovnici te¢né roviny k elipsoidu 92”—; + 11’—2 + %5 =1, kterd
(i) je rovnobéznd s rovinou 4x + 2y + z = 3,

(ii) vytind stejné tseky na vSech soufadnicovych osach.

Reseni:

Kdyz je néjakd mnozina M zadand jako vrstevnice néjaké spojité diferencovatelné funkce (tj. rovnost{
f(z,y,z) = 0), pak tecnd rovina k M je kolm4 ke gradientu funkce f (pokud je tento gradient nenulovy),
tj. gradient je jeji normalovy vektor.

V nasem piipadeé si vezmeme f(x,y,z) = % + % + % — 1. Takze normalovy vektor te¢né roviny je

20 y 2z
I _
f\ao = grad(f)ja, = (25a g 9>

(i) Te¢nd rovina mé byt rovnobéznd s rovinou p : 4x + 2y + z = 3, kterd ma normdlovy vektor
n, = (4,2,1). To nastane prave kdyz

2 y 2z
(25, §7 9) = grad(f)‘ao = )\ . l’lp = )\ . (4,2, 1)
pro néjaké A € R. Tedy o = 50\, y = 16\ a z = %)\.
Soucasné ma také platit, ze

:172 y2 22

4+l 4 =1,
AT

Po dosazen{ pak dostaneme 100A% + 16A% + A% = 1 tedy A = +£2/V/473.

Hledané tec¢né roviny pak musi mit normalovy vektor n,, tedy rovnici 4z + 2y + z = ¢, kde neznédmé
hodnoty ¢ € R ur¢ime dosazenim spocitanych bodu (zo,yo,20) = :I:\/% - (100, 32,9), kterymi tecné
roviny musi prochazet. Vysledek je

da + 2y + 2 = V473

do + 2y + z = —V473.

(ii) Postupujeme podobné. Rovina, vytind stejné tseky na vsech souradnicovych osdch, ma normélovy
vektor n = (1,1, 1). Tedy

(2:5 2y 2z

55016 9) = &P, =A-n=X- (L1

pro néjaké A € R. Dostdvame A = £2/4/25 a tecné roviny jsou

r+y+2z=>5V2

T4+y+z=-5V2.
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4.5 Najdéte thel sevieny dvéma plochami
P +22=8 a (-1 +(@y—22+(2-3)*=6

v bodé ag = (2,0,2).

Reseni:
Uhel sevieny dvéma rovinami je roven thlu, ktery sviraji pfimky uré¢ené normélovymi vektory téchto
rovin. Podle pfedchoziho je tedy

n; = (2x72y722)‘a0 = (4,0,4)

n, = (2(x —1),2(y — 2),2(2 — 3)) = (2,-4,-2).

lag

Pro hledany thel o € (0, §) pak je

|1’11-1’12| -0

CoOSQ = T =
[ ] |||

takze o = %
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