1. cviceni z Matematické analyzy 2

20.-24. tinora 2017

1.1 Ukazte, ze objem rovnobéznosténu uréeného vektory u, v, w € R? je

lu- (v x w)| = |det(u,v,w)] .

Reseni:
e obsah podstavy = ||v X w||
e vyska = |u-n|, kde n je jednotkovy vektor kolmy k podstavé (napf. n = \|Z§$|\ ).
Takze
objem rovnobéznosténu = ||jv X w|| - |u-n|=|lv X w|| - |u- H:jiiz)}” =lu- (v xw)| =|det(u,v,w)| .

1.2 Ukaite, Ze vzdalenost p(A, o) bodu A = (z9, 90, 20) € R3 od roviny o : ax + By + vz =5 v R? je

_ lowo + Byo + 20 — 0]

Va?+ % 442

p(A, o)

Reseni:
Normélovy vektor roviny je n = (a, 3,7). Zvolme si néjaky bod B € R3 v roviné . Vzdalenost bodu A =
(7,9, 2) € R? od roviny ¢ je ddna jako velikost kolmého priimétu vektoru A — B do sméru normélového
vektoru n, tedy pomoci vztahu

n

-5

7]l

Protoze bod B je v roviné o, plati n- (B — O) = —4, kde O = (0,0,0) je pocatek soustavy soufadnic.
Muzeme tak psét

‘(A_B) n|_|(A=0)-n=(B=0)-n| _[(A=0)-n—4| _ |azo+ Byo+v20—9|
Il ([l il VaZ+ B2 +42

1.3 Pro danou funkci f najdéte jeji definicni obor D a pro tuto mnozinu urcete jeji vnitiek, uzaver
hranici:

(a) f(z,y) =In(xn(y +z)),

(b) fla,y) = /57t



(¢) f(z,y) = arccos ﬁ ,
(d) flz,y) = VERZ,
(¢) fla,y) = /522y

_arcsin(4—az2—y?)+arcsin(2xy)
(£) flz,y) = w7 :

1.4 Uréete izolované a hromadné body mnoziny M = {(+, +) € R? | n,m € N}

Reseni:
Vsechny body mnoziny M jsou izolované. Hromadné body jsou (0,0) a body (0, %), (X,0) kde n € N.

1.5 Uréete vnitiek, hranici a uzdvér mnoziny M = Q2 C R?, kde Q je mnozina véech raciondlnich éisel.

Reéem’:ﬁ
uzévér: M = R?; vnitiek: M° = 0; hranice: OM = R2.

1.6 Prii zduvodnéni toho, Ze néjakd mnozina je oteviend, piipadné uzaviena, se da vyuzit nasledujici véta:
Jestlize f : R™ — R je spojita funkce, pak

e mnozina {(z1,...,z,) € R" | f(z1,...,2,) > 0} je oteviend
(protoze je vzorem otevieného intervalu (0,400)) a
e mnozina {(z1,...,z,) € R" | f(z1,...,2,) > 0} je uzaviend

(protoze je vzorem uzavieného intervalu (0, +00)).

Najdéte pifklad spojité funkce f : R? — R, kdy pro

A={(z,y) eR?| f(z,y) >0}

B={(z,y) e R?| f(z,y) > 0}
je
A g B a B° 2 A

(neboli: po pfiddni neostré nerovnosti je uzdvér obecné MENSI a po ubrdni neostré nerovnosti je vnittek
obecné VETSI)

a/nebo pro vnitiek)? Ndpoveéda: véimnéte si, jak se chové funkee f v problematickych bodech.
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Reseni:
Napf. muzeme zvolit funkci

z2, x>0,

f(xvy): 07 HAS <_170>7

—(z+1)? z<-1.
Pak je A = {(z,y) € R? | 2 > 0} a B = {(z,y) € R? | z > —1}. Problém vznik4 proto, ze zatimco
vrstevnice pro hladiny ¢ # 0 jsou kiivky (objekty s dimenzi 1), tak pro ¢ = 0 je vrstevnice plocha (objekt
s dimenzi 2).

Poznamka: Pozdéji se dozvime tzv. vétu o implicitni funkci. Z té pak bude plynout toto tvrzeni:
Necht f : R® — R je spojité diferencovatelnd funkce. Pokud pro kazdé (z1,...,zn) € R™ takové, Zze f(z1,...,2n) =0,
je f,(xlv"'7xn) = (367‘5177 ai.fn) #07 pak
o pro A= {(z1,...,%n) ER™ | f(x1,...,2n) > 0} je
A={(z1,...,2zn) ER" | f(z1,...,20) > 0}

e apro B ={(z1,...,7n) €ER™ | f(z1,...,7n) > 0} je
B® = {(w17-~~,$n) ER" | f(xl»"'7xn) >0}
V naSem piipadé ale bohuzel mame

2z, x>0,
of
— =<0, z € (—1,0),
oz

—2(z+1), z<-1.

9f — 0 a vidime, ze pokud je z € (=1,0), pak f'(z,y) = (ﬁ ﬂ) = (07 0). Vyse uvedené tvrzeni tedy nemuZeme

a oy — oz’ Oy
pouzit.

1.7 Ukaizte, Ze pro kazdé dvé mnoziny A, B v R” plati:
(a) (ANB)°=A°NB°,
(b) AUB = AUB.

Pozndmka: Oteviené mnoziny si vice “rozumi” se sjednocenim (tj. U), protoze sjednoceni libovolné
velkého systému otevienych mnozin je opét oteviend mnozina a naopak prunik (obecné) pouze konecéné
mnoha otevienych mnozin je oteviena mnozina.

Pii operaci vnitiku (A — A°) to ale zase na druhou stranu lépe funguje pro prunik (tj. N), viz bod (a)
(tj. nastava tu rovnost obou stran na rozdil od analogické situace pro sjednocen{ - viz pifklad 1.8).

Podobné, uzaviené mnoziny si vice “rozumi” s prunikem (tj. N), protoze prunik libovolné velkého systému
uzavienych mnozin je zase uzaviend mnozina a naopak sjednocen{ (obecné) pouze koneéné mnoha uzavienych
mnozin je uzaviena mnozina.

Pii operaci uzdvéru (A +— A) to ale zase na druhou stranu lépe funguje pro sjednoceni (tj. U), viz bod
(b) (tj. nastava tu rovnost obou stran na rozdil od analogické situace pro prunik - viz piiklad 1.8).

Reseni:

(a)

z€(ANB)° & (Fe>0)U(zr) CANB & Fe>0)U(x) CAANU(r)CB & z€A°NB°.
Pozor! Posledni implikace

Fe>0)U(z) CAANU(x) CB <« z€A°NB°
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plati, protoze zvolime € = min{e;,e2} pro U, () C A a U, (z) C B.
(b)
r€AUB & (Ve>0)U(z)N(AUB)#0) &

& Ve>0)Ul(x)NA#£0 vV U.(z)NB#0 & z2€AUB.
Pozor! Posledni implikace

Ve>0)U(x)NA#£0 vV U(z)NB#0 = z€ AUB

plati, protoze staci sledovat jen néjakou posloupnost (g,,)22 ; jdouci k nule napt. ¢, =

1.8 Najdéte pifklady mnozin A, B v R*, pro které plati:
(a) (AUB)° 2 A°UB°
(b) ANBS ANB

Reseni:

Pottebujeme, aby mnoziny byly k sobé “piilepené”. Takze v R napt. A = (0,1) a B = (1,2) a ve vyssich
dimenzich to staci jen kartézsky prendsobit tfeba néjakym intervalem.
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