
Poznámky k limitám

Věta 0.1. (o limitě sevřené funkce)
Necht’ f1, f2 a f jsou reálné funkce (na vhodných definičńıch oborech, které jsou část́ı Rn). Pokud pro

a0 ∈ Rn a nějaké jeho prstencové okoĺı Pε(a0) plat́ı, že

• f1(a) ≤ f(a) ≤ f2(a) pro všechna a ∈ Pε(a0) ∩D(f) ⊆ Rn a

• lim
a→a0

f1(a) = lim
a→a0

f2(a) = c ∈ R,

pak lim
a→a0

f(a) = c.

Věta 0.2. (o limitě složeného zobrazeńı)
Necht’ g je zobrazeńı z Rn do Rk a f je zobrazeńı z Rk do Rm takové, že má smysl ptát se na limitu

složeného zobrazeńı f ◦ g v bodě a0 ∈ Rn.
Pokud nyńı existuj́ı body b0 ∈ Rk a c0 ∈ Rm takové, že

lim
a→a0

g(a) = b0 a lim
b→b0

f(b) = c0

a pokud je splněna alespoň jedna z následuj́ıćıch podmı́nek

• existuje prstencové okoĺı Pε(a0), že g
(
Pε(a0) ∩D(g)

)
neobsahuje b0 nebo

• funkce f je v b0 spojitá,

pak lim
a→a0

f (g(a)) = c0.

Věta 0.3. (o použit́ı polárńıch souřadnic)
Necht’ f je funkce z R2 do R a bod a0 = (0, 0) ∈ R2 je hromadným bodem definičńıho oboru D(f). Necht’

existuje prstencové okoĺı Pε(a0), hodnota c ∈ R a funkce g z R do R taková, že

0 ≤
∣∣∣f(r cosϕ, r sinϕ)− c

∣∣∣ ≤ g(r)

pro všechna r ∈ (0, ε) a ϕ ∈ 〈0, 2π〉. Jestlǐze lim
r→0+

g(r) = 0, pak lim
a→a0

f(a) = c.

Věta 0.4. (postačuj́ıćı podmı́nka pro neexistenci limity)
Necht’ f a g jsou funkce z R2 do R takové, že plat́ı

• bod a0 je hromadný bod definičńıho oboru D( f
g ) funkce f

g .

• existuje množina M ⊆ R2 taková, že

(i) a0 je hromadný bod množiny M ,

(ii) pro každé a1 ∈M je lim
a→a1

∣∣∣ f(a)g(a)

∣∣∣ =∞

Pak NEEXISTUJE (konečná) limita lim
a→a0

f(a)
g(a) .



D̊ukaz. Označme si h(x, y) = f(x,y)
g(x,y) . V každém okoĺı Uε(a0) bodu a0 si vezmeme bod a1 ∈ M , který bude

“dost bĺızko” (např. aby ‖a1−a0‖ < ε/2). (Na chv́ıli připust’me, že limita může být i plus/minus nekonečno.)
Protože nyńı je lim

(x,y)→a1

h(x, y) =∞, muśı v okoĺı Uε/2(a1) existovat bod a2 ∈ D(h) v němž je hodnota |h(a2)|

dostatečně vysoká (větš́ı než libovolná pevně zvolená mez K, tedy |h(a2)| ≥ K). Bod a2 se ale evidentně
nacháźı i v Uε(a0) a to proto, že

‖a2 − a0‖ ≤ ‖a2 − a1‖+ ‖a1 − a0‖ < ε/2 + ε/2 = ε .

V okoĺı Uε(a0) (voleném libovolně) tak máme bod, kde je hodnota funkce h(x, y) př́ılǐs velká (v absolutńı
hodnotě). Tud́ıž funkce h(x, y) nemůže mı́t v a0 konečnou limitu. (Ve skutečnosti jiné limity z definice ani
neuvažujeme - jen v rámci d̊ukazu a ve formulaci tvrzeńı jsme je na chv́ıli z technických d̊uvod̊u připustili).

Původńı (konečná) limita tedy neexistuje.

Typické použit́ı věty o neexistenci limity: Množina M je nějaká křivka, na které se jmenovatel
vynuluje, zat́ımco čitatel se na téhle křivce nikde nevynuluje (kromě bodu, kam se bĺıž́ıme).
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