
Vzorový zápočtový test

1. Vyšetřete existenci limity

lim
(x,y)→(1,0)

4(x− 1)2 + 3y2

|x− 1|+ y
.

Znázorněte definičńı obor uvedené funkce.

Řešeńı:
Definičńı obor funkce f(x, y) = 4(x−1)2+3y2

|x−1|+y je

D(f) : y 6= −|x− 1|

což znamená, že z roviny muśıme vyjmout graf funkce ve tvaru absolutńı hodnoty. Bod (1, 0) je
evidentně hromadným bodem D(f). V limitě se čitatel i jmenovatel bĺıž́ı k nule. Můžeme zkusit
přibĺıžeńı po př́ımkách procházej́ıćıch t́ımto bodem tj. př́ımky tvaru y = k(x − 1), kde k ∈ R (a
př́ımka x = 1). Zjist́ıme, že všechny dávaj́ı limitu 0.

Přesto ale (konečná) limita neexistuje. K tomu si stač́ı uvědomit toto: Na množině

M : y = −|x− 1|

se jmenovatel (tj. funkce g(x, y) = |x − 1| + y) vynuluje (proto ji také muśıme vyjmout z D(f))
ale čitatel (tj. funkce h(x, y) = 4(x − 1)2 + 3y2) je na této množině roven nule právě jen v bodě
a0 = (1, 0).

V každém okoĺı Uε(a0) bodu a0 si vezmeme bod a1 ∈M , který bude “dost bĺızko” (např. aby
‖a1 − a0‖ < ε/2). (Na chv́ıli připust’me, že limita může být i plus/minus nekonečno.) Máme pak
tud́ıž

lim
(x,y)→a1

|f(x, y)| = lim
(x,y)→a1

|h(x, y)|
|g(x, y)|

=∞

a to právě kv̊uli tomu, že h(a1) 6= 0, zat́ımco g(a1) = 0!
V okoĺı Uε/2(a1) tedy muśı existovat bod a2 ∈ D(f) v němž je hodnota |f(a2)| dostatečně

vysoká (větš́ı než libovolná pevně zvolená mez K, tedy |f(a2)| ≥ K). Bod a2 se ale evidentně
nacháźı i v Uε(a0), protože

‖a2 − a0‖ ≤ ‖a2 − a1‖+ ‖a1 − a0‖ < ε/2 + ε/2 = ε .

V okoĺı Uε(a0) (voleném libovolně) tak máme bod, kde je hodnota funkce f(x, y) př́ılǐs velká (v
absolutńı hodnotě). Tud́ıž funkce f(x, y) nemůže mı́t v a0 konečnou limitu (a jiné limity z definice
ani neuvažujeme - jen v rámci d̊ukazu jsme je na chv́ıli z technických d̊uvod̊u připustili).

Původńı limita tedy neexistuje.

Tento zp̊usob zd̊uvodněńı neexistence limity se dá použ́ıt i v mnoha jiných př́ıpadech - stač́ı
mı́t jen nějakou křivku ve jmenovateli, která se na něm vynuluje, zat́ımco v čitateli se
nikde nevynuluje (kromě bodu, kam se bĺıž́ıme).

2. Určete největš́ı a nejmenš́ı hodnotu funkce

f(x, y) = x2 + 2xy − 4y + 1

na množině
M : 0 ≤ x ≤ 1 & 0 ≤ y ≤ (x− 1)2 .

Situaci načtrněte.



Řešeńı:
Množina M je část lež́ıćı pod parabolou a v prvńım kvadrantu (je to takový prohnutý trojúhelńık).
Zřejmě je omezená i uzavřená (je pr̊unikem uzavřených množin).

Př́ıklad rozděĺıme (podle obrázku) na vyšetřeńı (volného) extrému na otevřené množině

M◦ : 0 < x < 1 & 0 < y < (x− 1)2

a vázaného extrému na hranici

∂M :
(y = 0 & 0 ≤ x ≤ 1) ∨
(x = 0 & 0 ≤ y ≤ 1) ∨
(y = (x− 1)2 & 0 ≤ x ≤ 1)

kterou ale nejde vyjádřit pomoćı jediné diferencovatelné vazby. Vazbami jsou tři křivky (část
paraboly a úsečky) a tři body (kde se křivky prot́ınaj́ı).

Extrém na M◦:

f ′ =
(
2x + 2y, 2x− 4

)
= (0, 0)

nastává právě když (x, y) = (2,−2). Tento bod ale nelež́ı v M◦, takže žádné podezřelé body zat́ım
nedostáváme.

Extrém na ∂M :

Na daných křivkách je nejvhodněǰśı zavést nějakou parametrizaci a vyšetřit lokálńı extrémy
zúžených funkćı:
• na části paraboly vyšetřujeme funkci

g1(x) := f
(
x, (x− 1)2

)
= 2x3 − 7x2 + 10x− 3 pro x ∈ (0, 1) .

Protože rovnice g′1(x) = 2(3x2−7x+5) = 0 nemá řešeńı, opět žádné podezřelé body nedostáváme.
• na prvńı úsečce vyšetřujeme funkci

g2(x) := f(x, 0) = x2 + 1 pro x ∈ (0, 1) .

Ani nemuśıme hledat derivaci, aby bylo jasné, že na intervalu (0, 1) je funkce g2 ostře rostoućı,
takže nemá žádné lokálńı extrémy. Opět žádné podezřelé body nedostáváme.
• na druhé úsečce vyšetřujeme funkci

g3(y) := f(0, y) = −4y + 1 pro y ∈ (0, 1) .

Opět nemuśıme hledat derivaci, aby bylo jasné, že na intervalu (0, 1) je funkce g3 ostře klesaj́ıćı,
takže nemá žádné lokálńı extrémy. Opět žádné podezřelé body nedostáváme.
• zbývaj́ı tedy už jen tři pr̊useč́ıky křivek (0, 0), (0, 1) a (1, 0) s hodnotami f(0, 0) = 1, f(0, 1) =

−3 a f(1, 0) = 2, které představuj́ı jediné podezřelé body.
Porovnáńım hodnot podezřelých bod̊u dostáváme, že funkce nabývá svého maxima v bodě

(1, 0) a minima v bodě (0, 1).

3. Vypoč́ıtejte integrál ∫∫
M

emax{x2,y2} dx dy ,



kde M = 〈0, 1〉2 ⊆ R2. Situaci načtrněte.

Řešeńı:
Zjist́ıme si hodnoty funkce na množině M :

emax{x2,y2} =

{
ex

2

pro 0 ≤ y ≤ x ≤ 1,

ey
2

pro 0 ≤ x ≤ y ≤ 1.

Množinu M si tedy rozděĺıme na př́ıslušné dvě části (trojúhelńıky)

M1 : 0 ≤ y ≤ x ≤ 1

M2 : 0 ≤ x ≤ y ≤ 1

a pak máme ∫∫
M

emax{x2,y2} dx dy =

∫∫
M1

ex
2

dx dy +

∫∫
M2

ey
2

dx dy =

=

1∫
0

x∫
0

ex
2

dy dx +

1∫
0

y∫
0

ey
2

dx dy =

1∫
0

xex
2

dx +

1∫
0

yey
2

dy =

=

[
ex

2

2

]x=1

x=0

+

[
ey

2

2

]y=1

y=0

= e− 1 .


