12. cviceni z Matematické analyzy 2

18. - 22. prosince 2017

12.1 (délka kiivky)
Urcete délku cykloidy I' s parametrizaci

p: x=t—sint N y=1-—cost

kde 0 < ¢t < 27. Cykloida je kiivka urcend drahou bodu, ktery je na kruznici (zde s polomérem a = 1), kterd
se vali bez tfeni po piimce.

Reseni:
Délka kiivky I' s parametrizaci ¢ se vypocita jako

b
()= [lewla (= [1as),
a r

neboli jako integral z konstantni funkce f = 1 podél dané kiivky I'. Mame

o(t) = (1 — cost, sint)

ll' ()] = \/(1 —cost)? +sin®t = /2 — 2cost.
Takze muzeme psat

s

(r) = /1 ds — x/i/ﬁ dt = [ 3zt | = 2\/5/\/mdu:
I 0 0

T

= {cos(Qu) = COSQU—SiHQU} = 4/sinu du =38 .
0

12.2 (délka kiivky)
Spocitejte délku ¢dsti kuzelové spirdly I' s n € N zavity definované parametrizaci ¢ : (0, 2n7) — R?,

o(t) = (tcost, tsint, t).

(Kiivka lezf v plasti kuzele 22 + y? = 22.)

Reseni:
Méme tedy
¢'(t) = (cost — tsint,sint + tcost, 1)

¢’ ()] = \/(cost—tsint)2 + (sint+tcost)” +12 = \/2 4+ £2,




takze dostdvame

2nm \/§nﬂ'

_ _ _ =V2u | _ _ =sinh(z) _
()= [ras= [Vavea=[oE = [ View ae [T -
0

r 0

arcsinh(v/2n) arcsinh(v/2n) ) '
=2 / cosh?(u) du = / 1+ cosh(2u) du = {u + W} ussresinh(v/2nm) _
0 0
u=arcsinh(v/2n7) u=arcsinh(v/2n)
= [u + sinh(u) cosh(u)} = [u + sinh(u)y/1 4+ sinh(u)Q} =

u=0 u=0

= arcsinh(v2n7) + v2n1y/1 + 20272 = In (\/imr +V1+ 2n27r2) +V2nm\/1 4 2n272.

u=0

Poznémka k substituci: Protoze graf funkce t = v/1 + u? je éasti hyperboly (> —u? = 1), je vhodné pouzit substituci
pomoci hyperbolickych funkci

T —x T _ ,—T
cosh(z) = % a  sinh(z) = %

Jde o rozklad funkce e* na sudou a lichou funkci, tj. ¢ = cosh(z) + sinh(z). Podobné se pro parametrizaci kruznice
t = v/1 — u? zase pouzivaji goniometrické funkce sin(z) a cos(z). Také vztahy vypadaji v né¢em podobné:

cosh?(z) — sinh?(z) = 1, sinh’(z) = cosh(z)
cosh?(z) 4 sinh?(x) = cosh(2z), cosh’(z) = sinh(z)
Sectenim dostaneme L n(2
cosh?(z) = L+ cosh(2)

2

a zderivovanim tohoto vztahu pak
2 sinh(z) cosh(z) = sinh(2z).

Inverzni funkce pro u = sinh(z) ( =< _2€7m) je

(z =) arcsinh(u) = In (u +V1+ u2>.

1

(Dostaneme ji z kvadratické rovnice e — 2u — & = 0 v proménné e*.)

12.3 (kiivkovy integrdl z funkce)

Integrujte
(i) funkci f(z,y) = flt_i; podél kiivky I': y = ”2—2 od bodu 4 = (1, 1) do bodu B = (0,0).
(i) funkci f(x,y) = = + y podél kiivky I': 22 4+ y? = 4 v prvnim kvadrantu od bodu A = (2,0) do bodu
B=(0,2).
Reseni:

Integrél spocitame podle vztahu
b
[ 1ds= [ sl a,
r a

kde ¢ je vhodnd parametrizace kiivky IT', tj. zobrazeni ¢ : (a,b) — R", které je
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e spojité a po ¢dstech spojité diferencovatelné na intervalu (a,b) (to abychom mohli kiivky navazovat na sebe),

e ¢ je prosté na (a,b) az na konetné mnoho vyjimek t1,...,tn € {(a,b) (kfivka muze protinat sama sebe),

e ol((a,b) =T.

(i) Jako parametrizaci si zvolime ¢(t) = (1 —t, %) pro t € (0,1), které ziejmé spliuje viechny

uvedené podminky. Pak je
J=(-1t-1) a [¢OI =1+ -1

Takze
1

1 4
I
ds = | —324—. 1+t—12dt:/1—t+
F/f 0~/1+(1—t)2\/ ¢-1) /

1—t)*

0
— /_~_u4d_1_|_1_11
T U TS Ty T g
1

(ii) Jako parametrizaci si zvolime napf. poldrni soufadnice ¢(t) = (2cost,2sint) pro ¢ € (0, 3). Pak

je
¢'(t) = (—2sint,2cost) a ||’ @®)]| =2
Takze
3 iz
/f ds:4/cost+sintdt:4[sintfcost] ‘=3
t=0
r 0

12.4 (kiivkovy integrél z vektorového pole)
Najdéte préci sily F' = (y + z,z + z,x + y) vykonané na ¢astici podél kiivky I' s parametrizaci ¢(t) =
(t,t2,t*), t € (0,1). Jejf orientace je indukovana touto parametrizac.

Resen:
Integral spocitame podle vztahu

T a
Méme
©'(t) = (1,2t,4t%)
a tedy
1 1 1 L
/F‘-d§:/(t2+t4,t4+t,t+t2)~ ftg dt:/3t2+5t4+6t5dt:[t3+t5+t6]oz3.
T 0 0

12.5 (kiivkovy integrél z vektorového pole)
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Urcete

/ydx—a:dy
r

v T =acost & y:asingt & 0<t<2m

kde T je asteroida urcena parametrizaci

s parametrem a > 0. (Asteroida je kivka dand rovnici 28 4 yi = a%).

Resent:
Rovnice asteroidy se podobd rovnici kruznice, az na jiné exponenty. Mame

dz d
o' (t) = ( - y) = (—Sacoszt-sint, 3asin2t-cost)

dt’ dt
a pole
Fe ()

TakZe muzeme psat

2m 27
= = —3acos®t -sint
di = o _ B U _
/F ds /F(go(t)) o' (t) dt /(asm t,—acos’t) ( 3asin2t - cost ) dt
r 0 0
2 3 27 3
= —3a2/ cos?tsin®t (sin?t + cos? t) dt = —ZaQ/ sin?(2t) dt = —Zﬂa2.
0 0

12.6 (kiivkovy integrél z vektorového pole)
Urcete
(

2a —y) de+x dy
r
pro oblouk cykloidy I' dané parametrizaci
p: z=a(t—sint) & y=a(l—cost) & 0<t< 2w

s parametrem a > 0. (Cykloida je kiivka uréend drdhou bodu, ktery je na kruznici s polomérem a, kterd se
vali bez tfen{ po piimce.).

Reseni:
Méme
o' (t) = (a(l — cost), asint)
a pole
F= <2a -, x)

TakZe muzeme psat

F/ﬁ-d§: Zﬁ((p(t))-cp’(t) dt = Z(a(1+cost), at —sint)) - ( a(l - cos?) ) dt =
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27 27 ) 27
t=2m
:a2/ 1—(2052t+tsint—sin2tdt:aQ/ tsint dt:az{—tcost} +a2/costdt=—27ra2.
t=0
0 0 0

12.7 (konzervativni pole, potencidl)
Dokazte, ze nasledujici pole jsou konzervativni a najdéte jejich potencial.

(i) ﬁ(x7y7z) = (1-2 +y7 y2 +x7 262)7
(i) Flz.9.2) = (32> + ol —552 olape)-

(iii) ﬁ(a:,y@') = (1 -2 37’71).

z) z) 22

Reseni:

Prace sily F v oblasti U (tj. oteviené souvislé mnoziné) z bodu A do bodu B nezdvisi na drdze prédvé kdyz pole mé
potenciél, tj. existuje funkce f : U — R, ze grad(f) = F.

Pokud je oblast U navic jednoduse souvisld (tj. jakdkoliv uzaviend kiivka v U se d& v rdmci U spojité stdhnout do

bodu), pak toto nastdva pravé kdyz rot(F') = 0 na celém U.
Pifkladem jednoduse souvislé oblasti je R nebo R3 \ {0}.
Pifkladem oblasti, kterd nenf jednoduse souvisla je R? \ {0}, R3\ “osa 2’/ nebo torus (tj. “pneumatika”).

V naem piipadé je oblasti celé R3, tedy jednoduse souvisld oblast. Pole rotace je definovéno jako

=0
()

k
rot(ﬁ):VXﬁ:% aiy 8@2
P Fy, F3

(2o o on om_on)
“\ oy 0z’ ox 0z’ Oz oy

kde V = (é%, (%, %) je formélné definovany vektor slozeny z operdtoru parcidlnich derivaci.

Poznamka: Jestlize pole F vznikne jako gradient f, pak jeho rotace je nulovd a tato nulovost vlastné znamend
zdmeénnost druhych parcidlnich derivaci funkce f. Nulova rotace je ale jen nutnou podminkou pro existenci potencidlu v
ptipadé, ze oblast neni jednoduse souvisld, jak ukazuje pfiklad vektorového pole

— —y T
F=(—Y_ _* o
(w2+y2 z? + y? )
na mnozing U = {(z,y, 2) € R3 | 22 + y2 # 0}, ktera nen{ jednoduse souvisl.

Mame 5 5
- zy Ty -
rot(F)=10,0,— + =0

) ( (22 +92)? (w2+y2)2)

ale préce sily F podél kruznice T : p(a) = (cos a, sina, 0), a € (0,27) je nenulova:

2m —sina 2m
/ﬁ~d§:/(—sina,cosa,0)- cos o da:/l da = 2.
r 0 0 0

Pole tedy nem4 potencidl na celém U. Na druhé strané, na urcitych podmnozindch U lze potenciél pole F nalézt, napft.
Y
A@yz) =actg (1) na U1 ={(@y2) € R |2 #0}
nebo

fg(:v,y,z) = arccotg (g) na Uz = {(Z‘, y,Z) € RS | Yy 7£ 0}

(i) Po dosazen{ mame
y=(0-0, 0—0, 1—1)=0,

Bl

rot(
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tedy rotace je nulové na celém R3 a pole F ma potencial.
Potenciél je funkce f : R3 — R takovi, ze

of

9 w4y (1)
% S (2)
of .

5, = - (3)

Z prvni rovnice dostaneme

3

flz,y,2) = /(af2 +y) dz = % + 2y + C(y, 2),

kde C : R? = R je neznamé funkce z4visl4 nyni pouze na y a z. Nalezeny tvar funkce f ted dosadime
do druhé rovnice

of o (a3 oC
2 _9r_ 9 (T — =
Y Jr:l:—ay 8y<3 +xy+C(y,z)> T+ 3y
tedy

¢ _ >

0y_y'

Dostévame C(y,z) = [y? dy = % + D(2), kde D : R — R je opét nezndméd funkce zdvisld pouze na z.

Zatim tedy méame
23 y?
f(z,y,2) = 3 +xy + 3 + D(z)

a dosazenim do posledni rovnice mdame

. _of 0 z3 Y3 0D

Takze D(z) = [ze* dz = (2 — 1)e* + K, kde K € R je konstanta. Celkové tak mdme potencidl

3 %
f(x,y,z)=§+3€y+§+(2—1>€z+K-

(ii) Podobné jako v pfedchozim piikladu méme

ot(ﬁ) 1 1 2y 2y 1 1 5
r = — — — =0.
(z+2)? (x+2)? (@+2° (¢+2)* (@+2)° (z+2)?
Rotace je opét nulova na celém R? a pole F ma potencial.
Pro potencidl f mame
of 2 Y
=L = 3 A 4
Ox vt (x + 2)? )
0] 1
Lo - )
y T4z
of y
et . 6
0z (x + 2)? (6)
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Zacneme treba druhou rovnici:

_ 1 —__Y
f(x,y,z)—/ erzdy_ m+z+o(xvz)a

kde C' : R? — R je neznamd funkce z4visld nyni pouze na z a z. Nalezeny tvar funkce f ted dosadime
do tfeti rovnice

y _of_90( 'y ___ Yy ,oC
(x—|—z)2_8z_3z( m+Z+C(x,z)>— (m+z)2+8z
tedy
oC
E—O.

Dostavame C(z, z) = D(z), kde D : R — R je opét nezndmad funkce zavisld pouze na x. Dostdvame tedy
zatim

- D
f(.9.5) =~ + D(@)
a dosazenim do posledni rovnice méame

y of _ 9 y y oD

32 = = (= D -_ 49 9
. +(x+z)2 Ox 8x( x+z+ (x)) (x+z)2+6x
Takze D(z) = [ 32% do = 2® + K, kde K € R je konstanta. Celkové tak mame potencial
Y 3
S K.
fayy,2) = ———+a" +

(iii) Pokud se ndm podaif najit potenciél, nepotfebujeme pocitat rotaci.
Pro potencidl f musi platit

0

ai - é @)
0

o = ®
0 _

872 - 3y22x ' )

Zacneme tieba prvni rovnici:

faws) = [ 5 do=2 4 Clw.),

kde C : R? = R je neznamé funkce z4visl4 nyni pouze na y a z. Nalezeny tvar funkce f ted dosadime
do druhé rovnice

3 Jf 0 /x oC
_ = — = — | — C s ) = —
z Oy Oy (z +Cly,2) dy
tedy
oc _ 3
oy  z
Dostévame C(y, z) = [ —% dy = —%y + D(z), kde D : R — R je opét neznamd funkce zavisld pouze na
z. Dostavame tedy zatim
T — 3y
flz,y,2) = + D(2)
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a dosazenim do posledni rovnice méme

- - - D
3y a:_@f_@(x 3y+D(z)):_9& 3y+8

22 0z 0z z 22 0z
Takze %—’3 =0atedy D(z) = K, kde K € R je konstanta. Celkové tak mdme potenciél

2Tk

flx,y,2) =
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