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Pojem otevřená množina intuitivně zavád́ıme jako množinu, která s každým bodem obsahuje ještě dost
prostoru kolem něj (je to kv̊uli pozděǰśımu použit́ı pro derivováńı - potřebujeme se k bodu přibĺıžit “odkud-
koliv”). Přesněji:

Otevřená množina G je taková, že s každým bodem x0 ∈ G obsahuje i nějaké jeho okoĺı Uε(x0) v podobě
tzv. otevřené koule s poloměrem ε > 0 a středem v bodě x0:

Uε(x0)
def
= {x ∈ Rn | ||x− x0|| < ε}.

tj.

G je otevřená
def⇐⇒ (∀x0 ∈ G) (∃ ε > 0) Uε(x0) ⊆ G

Pojmem uzavřené množiny zase intuitivně mysĺıme takovou množinu, ze které nemůžeme vypadnout při
“limitách posloupnost́ı,” tj. taková množina obsahuje všechny body, ke kterým se můžeme z této množiny
přibĺıžit libovolně bĺızko. Přesněji:

Uzavřená množina F je taková, že každý bod x0 ∈ Rn, jehož libovolné okoĺı Uε(x0) má s množinou F
pr̊unik, už muśı ležet v F :

F je uzavřená
def⇐⇒

(
∀x0 ∈ Rn

) (
(∀ ε > 0) Uε(x0) ∩ F 6= ∅

)
⇒ x0 ∈ F

Kupodivu, tyto dva pojmy jsou nakonec navzájem doplňkové v tom smyslu:

G je otevřená ⇔ Rn \G je uzavřená

F je uzavřená ⇔ Rn \ F je otevřená

Připomeňme si ještě, že

• vnitřek A◦ množiny A definujeme jako množinu všech bod̊u, které jsou v A i s nějakým okoĺım (neboli
vnitřek je největš́ı otevřená množina obsažená v A)

x ∈ A◦
def⇐⇒ (∃ ε > 0) Uε(x) ⊆ A

• uzávěr A množiny A si definujeme jako množinu všech bod̊u, ke kterým se můžeme přibĺıžit libovolně
bĺızko z množiny A.

x ∈ A
def⇐⇒ (∀ ε > 0) Uε(x) ∩A 6= ∅

• hranice ∂A množiny A je množina všech bod̊u, jejichž libovolná okoĺı zasahuj́ı jak do samotné množiny
A, tak do jej́ıho doplňku Rn \A

x ∈ ∂A
def⇐⇒ (∀ ε > 0) Uε(x) ∩A 6= ∅ 6= Uε(x) ∩ (Rn \A)

Pro libovolnou množinu A se tak celý prostor Rn vždy disjunktně rozlož́ı (značeno pomoćı “ ·∪”) na vnitřek
A◦, hranici ∂A a vněǰsek (Rn \A)◦:

Rn = A◦ ·∪ ∂A ·∪ (Rn \A)◦

Kromě toho ještě plat́ı:

• ∂A = A \A◦ = A ∩ Rn \A



• Uzávěr A je uzavřená množina a sice nejmenš́ı uzavřená, která obsahuje množinu A.

• Vnitřek A◦ je otevřená množina a sice největš́ı otevřená, která je obsažená v množině A.

• A je otevřená ⇔ A = A◦

• A je uzavřená ⇔ A = A

2.1 Určete vnitřek, hranici, vněǰsek a uzávěr následuj́ıćıch množin:

(a) M = {(x, y) ∈ R2 | x2 + 2x + y2 ≤ 3 ∧ x2 − 4x + y2 ≤ 0};

(b) M = {(x, y) ∈ R2 | x2 − 2x− y2 > 0 ∧ x2 − 4x + y2 ≤ 0};

(c) M = Q2 ⊆ R2, kde Q je množina všech racionálńıch č́ısel.

Řešeńı:
Tento př́ıklad je určený hlavně pro “intuitivńı” řešeńı pomoćı náčrt̊u. Následuj́ıćı podrobné zd̊uvodněńı
slouž́ı hlavně jako ukázka toho, co všechno se muśı ve skutečnosti ověřovat.

Poznámka č. 1: Při zd̊uvodněńı toho, že nějaká množina je otevřená, př́ıpadně uzavřená, se dá využ́ıt následuj́ıćı
věta:

Jestliže f : Rn → R je spojitá funkce, pak

• množina {(x1, . . . , xn) ∈ Rn | f(x1, . . . , xn) > 0} je otevřená

(protože je vzorem otevřeného intervalu (0,+∞)) a

• množina {(x1, . . . , xn) ∈ Rn | f(x1, . . . , xn) ≥ 0} je uzavřená

(protože je vzorem uzavřeného intervalu 〈0,+∞)).

Poznámka č. 2: Později se dozv́ıme tzv. větu o implicitńı funkci. Z té pak bude plynout toto tvrzeńı:

Necht’ f : Rn → R je spojitě diferencovatelná funkce. Pokud pro každé (x1, . . . , xn) ∈ Rn takové, že f(x1, . . . , xn) =

0, je f ′(x1, . . . , xn) =
(

∂f
∂x1

, . . . , ∂f
∂xn

)
6= (0, . . . , 0), pak

• pro A = {(x1, . . . , xn) ∈ Rn | f(x1, . . . , xn) > 0} je

A = {(x1, . . . , xn) ∈ Rn | f(x1, . . . , xn) ≥ 0}

• a pro B = {(x1, . . . , xn) ∈ Rn | f(x1, . . . , xn) ≥ 0} je

B◦ = {(x1, . . . , xn) ∈ Rn | f(x1, . . . , xn) > 0}.

(a) Zadáńı lze upravit na přehledněǰśı tvar. Doplněńım na čtverec můžeme prvńı nerovnost vyjádřit
jako množinu

A : (x + 1)2 + y2 ≤ 4

což je kruh i s okrajem o poloměru 2 a středem a0 = (−1, 0). Podobně druhá nerovnost znamená množinu

B : (x− 2)2 + y2 ≤ 4 .

Množinu M můžeme vyjádřit jako
M = A ∩B .

• Uzávěr M : Z pomocné věty v́ıme, že obě množiny A i B jsou uzavřené. Množina M je jejich
pr̊unikem, tedy je také uzavřená a proto je uzávěrem sama sebe (neboli M = M).
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• Vnitřek M : Použijeme vztah M◦ = (A ∩ B)◦ = A◦ ∩ B◦ (viz př́ıklad 2.4). Z poznámky č. 2
máme, že:

A◦ : (x + 1)2 + y2 < 4

B◦ : (x− 2)2 + y2 < 4 .

Označme si pro větš́ı přehlednost

V1(x, y) = (x + 1)2 + y2 − 4 a V2(x, y) = (x− 2)2 + y2 − 4 .

Dostáváme tak
M◦ : V1(x, y) < 0 ∧ V2(x, y) < 0.

• Hranice M :

∂M = M \M◦ :
(
V1(x, y) ≤ 0 ∧ V2(x, y) ≤ 0

)
∧
(
V1(x, y) ≥ 0 ∨ V2(x, y) ≥ 0

)
neboli

∂M = M \M◦ :
(
V1(x, y) = 0 ∧ V2(x, y) ≤ 0

)
∨
(
V2(x, y) = 0 ∧ V1(x, y) ≤ 0

)
Hranice jsou dva oblouky kružnice.

• Vnějšek M : Je dán jako vnitřek doplňku množiny M , tedy (R2\M)◦, neboli je to doplněk uzávěru
množiny M :

(R2 \M)◦ = R2 \M : V1(x, y) > 0 ∨ V2(x, y) > 0 .

Můžeme si všimnout, že vnitřek jsme v tomto př́ıpadě źıskali tak, že jsme z neostrých nerovnosti
udělali ostré.

POZOR! T́ımhle zp̊usobem ale obecně nemuśıme źıskat pokaždé vnitřek M◦, ale jen nějakou
jeho (obecně menš́ı) otevřenou podmnožinu N ⊆ M◦. Rovnost nemuśı obecně nastat. Jednoduchým
př́ıkladem je

A = {x ∈ R | x2 ≥ 0}

kde zřejmě máme
{x ∈ R | x2 > 0} = R \ {0} $ R = A◦.

V našem př́ıpadě opravdu pro V1(x, y) = (x + 1)2 + y2 − 4 máme V ′1(x, y) =
(

∂V1
∂x

, ∂V1
∂y

)
=
(

2x + 2, 2y
)

. Pokud by

náhodou nastalo, že V ′1(x, y) = (0, 0), pak je x = −1 a y = 0 a tud́ıž V1(−1, 0) = −4 6= 0. Podmı́nku z poznámky č. 2 tak

máme splněnou a proto opravdu {(x, y) ∈ R2 | (x + 1)2 + y2 < 4} je vnitřek množiny {(x, y) ∈ R2 | (x + 1)2 + y2 ≤ 4}.

(b) Zadáńı si opět uprav́ıme na přehledněǰśı tvar doplněńım na čtverec:

A : (x− 1)2 − y2 > 1

B : (x− 2)2 + y2 ≤ 4

M = A ∩B

což je pr̊unik dvou otevřených oblast́ı vymezených hyperbolou (množina A) a kruhu (i s okrajem) o
poloměru 2 (množina B). Opět si pro větš́ı přehlednost označ́ıme

V1(x, y) = (x− 1)2 − y2 − 1 a V2(x, y) = (x− 2)2 + y2 − 4 .
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• Vnitřek M : Opět použijeme vztah M◦ = (A ∩B)◦ = A◦ ∩B◦ a máme, že

A◦ = A : V1(x, y) > 0

B◦ : V2(x, y) < 0 .

Dostáváme tak
M◦ : V1(x, y) > 0 ∧ V2(x, y) < 0.

• Uzávěr M : Tentokrát to nebude tak př́ımočaré, protože obecně plat́ı pouze, že

M = A ∩B ⊆ A ∩B .

Naštěst́ı ale také plat́ı omezeńı, a sice

A ∩B \A ∩B ⊆ ∂A ∩ ∂B .

Přitom v́ıme, že množina

∂A ∩ ∂B : (x− 1)2 − y2 = 1 ∧ (x− 2)2 + y2 = 4

je pr̊unik hyperboly a kružnice, což je konečná množina (zde dvouprvková množina). Ovšem pokud
se množina A ∩ B lǐśı od uzavřené množiny A ∩B jen v konečném počtu bod̊u, pak tyto body
muśı být izolované body množiny A ∩ B. Množina A ∩ B ale žádné izolované body nemá. Tud́ıž
jsme ukázali, že

M = A ∩B : V1(x, y) ≥ 0 ∧ V2(x, y) ≤ 0 .

• Hranice M :

∂M = M \M◦ :
(
V1(x, y) ≥ 0 ∧ V2(x, y) ≤ 0

)
∧
(
V1(x, y) ≤ 0 ∨ V2(x, y) ≥ 0

)
neboli

∂M = M \M◦ :
(
V1(x, y) = 0 ∧ V2(x, y) ≤ 0

)
∨
(
V2(x, y) = 0 ∧ V1(x, y) ≥ 0

)
Hranice je tedy jeden oblouk kružnice a jeden oblouk hyperboly.

• Vnějšek M : Je dán jako vnitřek doplňku množiny M , tedy (R2\M)◦, neboli je to doplněk uzávěru
množiny M :

(R2 \M)◦ = R2 \M : V1(x, y) > 0 ∨ V2(x, y) < 0 .

(c) Uvědomı́me si, že v libovolném okoĺı (na reálné př́ımce) libovolného r ∈ R lež́ı jak nějaké racionálńı
č́ıslo, tak také nějaké iracionálńı č́ıslo. Dále pokud máme |ri−si| < ε pro i = 1, 2 (kde ri, si ∈ R a ε > 0)
pak ||(r1, r2)− (s1, s2)|| ≤

√
2 · ε. Speciálně tedy v libovolném okoĺı bodu a ∈ R2 lež́ı jak nějaký prvek z

Q2, tak nějaký prvek z R2 \Q2. Proto můžeme ihned napsat, že

Q2 = R2, (Q2)◦ = ∅ a ∂Q2 = Q2 \ (Q2)◦ = R2.

2.2 Určete vnitřek, hranici, vněǰsek a uzávěr definičńıch obor̊u následuj́ıćıch funkćı. Množiny načrtněte.

(a) f(x, y) = ln (x ln(y − x));
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(b) f(x, y) = arcsin(4− x2 − y2) + arcsin(2xy);

(c) f(x, y) =
√

x2+2x+y2

x2−2x+y2 .

Řešeńı:
Př́ıklad je určený opět pro “intuitivńı” řešeńı pomoćı náčrtu.

(a) D(f) : (x > 0 ∧ y − x > 1) ∨ (x < 0 ∧ 0 < y − x < 1)

(b) D(f) : 3 ≤ x2 + y2 ≤ 5 ∧ − 1
2 ≤ xy ≤ 1

2

(c) D(f) : (x2 + 2x + y2 ≥ 0 ∧ x2 − 2x + y2 > 0) ∨ (x2 + 2x + y2 ≤ 0 ∧ x2 − 2x + y2 < 0)

2.3 Najděte př́ıklad spojité funkce f : R2 → R, kdy pro

A = {(x, y) ∈ R2 | f(x, y) > 0}

a
B = {(x, y) ∈ R2 | f(x, y) ≥ 0}

je
A $ B a B◦ % A

(neboli: po přidáńı neostré nerovnosti je uzávěr obecně MENŠÍ a po ubráńı neostré nerovnosti je vnitřek
obecně VĚTŠÍ. )

Řešeńı:
Např. můžeme zvolit funkci

f(x, y) =


x2, x > 0,

0, x ∈ 〈−1, 0〉,
−(x + 1)2, x < −1 .

Pak je A = {(x, y) ∈ R2 | x > 0} a B = {(x, y) ∈ R2 | x ≥ −1}. Problém vzniká proto, že zat́ımco
vrstevnice

{(x, y, c) ∈ R3 | f(x, y) = c}

pro hladiny c 6= 0 jsou křivky (objekty s dimenźı 1), tak pro c = 0 je vrstevnice plocha (objekt s dimenźı
2).

Můžeme si ještě všimnout, že zde máme

∂f

∂x
=


2x, x > 0,

0, x ∈ 〈−1, 0〉,
−2(x + 1), x < −1 .

a ∂f
∂y

= 0 a vid́ıme, že pokud je x ∈ 〈−1, 0〉, pak f ′(x, y) =
(

∂f
∂x

, ∂f
∂y

)
=
(

0, 0
)

. Poznámku č.2 z řešeńı prvńıho př́ıkladu

tedy opravdu nemůžeme použ́ıt.

2.4 Ukažte, že pro každé dvě množiny A,B v Rn plat́ı:

(a) (A ∩B)◦ = A◦ ∩B◦,
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(b) A ∪B = A ∪B.

Poznámka: Otevřené množiny si v́ıce “rozumı́” se sjednoceńım (tj. ∪), protože sjednoceńı libovolně velkého systému
otevřených množin je opět otevřená množina a naopak pr̊unik (obecně) pouze konečně mnoha otevřených množin je otevřená
množina.

Při operaci vnitřku (A 7→ A◦) to ale zase na druhou stranu lépe funguje pro pr̊unik (tj. ∩), viz bod (a) (tj. nastává tu
rovnost obou stran na rozd́ıl od analogické situace pro sjednoceńı - viz př́ıklad 2.5).

Podobně, uzavřené množiny si v́ıce “rozumı́” s pr̊unikem (tj. ∩), protože pr̊unik libovolně velkého systému uzavřených množin
je zase uzavřená množina a naopak sjednoceńı (obecně) pouze konečně mnoha uzavřených množin je uzavřená množina.

Při operaci uzávěru (A 7→ A) to ale zase na druhou stranu lépe funguje pro sjednoceńı (tj. ∪), viz bod (b) (tj. nastává tu

rovnost obou stran na rozd́ıl od analogické situace pro pr̊unik - viz př́ıklad 2.5).

Řešeńı:

(a) x ∈ (A∩B)◦ ⇔ (∃ ε > 0) Uε(x) ⊆ A∩B ⇔ (∃ ε > 0) Uε(x) ⊆ A ∧ Uε(x) ⊆ B ⇔ x ∈ A◦∩B◦ .
Pozor! Posledńı implikace

(∃ ε > 0) Uε(x) ⊆ A ∧ Uε(x) ⊆ B ⇐ x ∈ A◦ ∩B◦

plat́ı, protože zvoĺıme ε = min{ε1, ε2} pro Uε1(x) ⊆ A a Uε2(x) ⊆ B.

(b)
x ∈ A ∪B ⇔ (∀ ε > 0) Uε(x) ∩ (A ∪B) 6= ∅ ⇔

⇔ (∀ ε > 0) Uε(x) ∩A 6= ∅ ∨ Uε(x) ∩B 6= ∅ ⇔ x ∈ A ∪B .

Pozor! Posledńı implikace

(∀ ε > 0) Uε(x) ∩A 6= ∅ ∨ Uε(x) ∩B 6= ∅ ⇒ x ∈ A ∪B

plat́ı, protože stač́ı sledovat jen nějakou posloupnost (εn)∞n=1 jdoućı k nule např. εn = 1
n .

2.5 Najděte př́ıklady množin A,B v Rk, pro které plat́ı:

(a) (A ∪B)◦ % A◦ ∪B◦

(b) A ∩B $ A ∩B

Řešeńı:
Potřebujeme, aby množiny byly k sobě “přilepené”. Takže v R např. A = (0, 1〉 a B = (1, 2) a ve vyšš́ıch
dimenźıch to stač́ı jen kartézsky přenásobit třeba nějakým intervalem.

2.6 Určete izolované a hromadné body množiny M = {
(
1
n ,

1
m

)
∈ R2 | n,m ∈ N}.

Řešeńı:
Označme si pro jednoduchost A = { 1n | n ∈ N} ⊆ R. Takže máme, že M = A2 ⊆ R2. (Zápis A2 znamená
A×A.)

Všechny body množiny M jsou izolované. To můžeme ukázat bud’ př́ımo t́ım, že najdeme pro každý
z bod̊u vhodné okoĺı, které ho odděluje od ostatńıch bod̊u množiny M anebo využijeme následuj́ıćıho:
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• každý bod množiny A je izolovaný (v rámci R)

• kartézský součin množin, kde každý bod je izolovaný, dává opět množinu bod̊u, kde každý bod je
izolovaný (tj. A2 se skládá jen z izolovaných bod̊u).

Hromadný bod a ∈ R2 množiny M je takový, že

(∀ε > 0) Pε(a) ∩M 6= ∅

neboli k bodu a konverguje nějaká posloupnost (ak)k∈N ⊆M \ {a}, tj.:

(∀ε > 0)(∃k0 ∈ N)(∀k ≥ k0) ‖ak − a‖ < ε .

Hromadné body jsou tak určitě body (0, 0) a body (0, 1
n ), ( 1

n , 0) pro n ∈ N. Pro ty stač́ı uvažovat
posloupnosti:(

1
n ,

1
k

) k→∞−→
(
1
n , 0
)

(
1
k ,

1
n

) k→∞−→
(
0, 1

n

)
(
1
k ,

1
k

) k→∞−→ (0, 0)

A nakonec ukážeme, že jiné hromadné body už nejsou. Všechny dosud uvažované body (tj. izolované
a nalezené hromadné) dohromady tvoř́ı množinu ({0}∪A)2. Všimněme si, že množina {0}∪A je uzavřená
(v R), protože jej́ı doplněk je otevřený. Množina R \ ({0} ∪ A) se totiž skládá z otevřených interval̊u
(−∞, 0), (1,+∞) a ( 1

n+1 ,
1
n ) pro n ∈ N.

A nyńı, podobně jako výše, máme, že kartézský součin uzavřených množin je opět uzavřená množina.
Speciálně, ({0} ∪ A)2 je uzavřená množina a jiné hromadné body množiny M tud́ıž už nejsou, protože
každý bod v doplňku množiny ({0} ∪A)2 je tam i nějakým svým okoĺım.

Vlastně jsme tak i ukázali, že
M = ({0} ∪A)2

protože ({0} ∪A)2 je zřejmě nejmenš́ı uzavřená množina obsahuj́ıćı M .

2.7 Sestrojte př́ıklady neprázdných množin M v R2, že

(a) nemá žádný vnitřńı bod,

(b) nemá žádný hraničńı bod,

(c) nemá žádný vněǰśı bod,

(d) nemá žádný hromadný bod,

(e) nemá žádný izolovaný bod.

Řešeńı:

(a) jakákoliv spočetná množina (např. Q2), kružnice, př́ımka (a mnoho daľśıch př́ıklad̊u).

(b) Z požadavku ∂M = ∅ plyne, že M◦ ⊆M ⊆M = ∂M ∪M◦ = M◦, tedy M◦ = M = M a množina
M je tak současně otevřená a uzavřená. Jediná taková neprázdná množina je pouze M = R2 (což
neńı vúbec triviálńı tvrzeńı).
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(c) Vněǰsek množiny je roven R2\M , tedy potřebujeme, aby M = R2 (množina je tzv. hustá). Můžeme
opět volit např. M = Q2.

(d) jakákoliv konečná množina; N2 (a mnoho daľśıch př́ıklad̊u).

(e) jakákoliv otevřená množina (a mnoho daľśıch př́ıklad̊u).
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