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3.1 Zjistěte, zda existuj́ı následuj́ıćı limity a pokud ano, určete jejich hodnotu:

(a) lim
(x,y)→(0,0)

x+y
x−y ,

(b) lim
(x,y)→(0,0)

x2y2

x2+y2 ,

(c) lim
(x,y)→(0,0)

x2y
x2+y2 .

(d) lim
(x,y)→(0,0)

xy
x2+y2 ,

(e) lim
(x,y)→(0,1)

√
x2+(y−1)2+1−1
x2+(y−1)2 ,

Řešeńı:
(a) neexist.; (b) 0; (c) 0; (d) neexist.; (e) 1

2 .

3.2 Zjistěte, zda existuj́ı následuj́ıćı limity a pokud ano, určete jejich hodnotu (někde je výhodné použ́ıt
polárńı souřadnice):

(a) lim
(x,y)→(0,0)

(x+y)2

x−y ,

(b) lim
(x,y)→(4,0)

tg(xy)
y ,

(c) lim
(x,y)→(0,0)

sin(xy)
x ,

(d) lim
(x,y)→(0,0)

√
xy+1−1
x+y ,

(e) lim
(x,y,z)→(1,1,1)

xz2−y2z
xyz−1 .

(f) lim
(x,y)→(0,0)

(1 + xy)
1

x+y ,

Řešeńı:
(a) neexist. ; (b) 4 ; (c) 0 ; (d) neexist. ; (e) neexist. ; (f) neexist.

3.3 Vyšetřete existenci limity

lim
(x,y)→(1,0)

4(x− 1)2 + 3y2

|x− 1|+ y
.

Znázorněte definičńı obor uvedené funkce.



Řešeńı:
Definičńı obor funkce f(x, y) = 4(x−1)2+3y2

|x−1|+y je

D(f) : y 6= −|x− 1|

což znamená, že z roviny muśıme vyjmout graf funkce ve tvaru absolutńı hodnoty. Bod (1, 0) je evidentně
hromadným bodem D(f). V limitě se čitatel i jmenovatel bĺıž́ı k nule. Můžeme zkusit přibĺıžeńı po
př́ımkách procházej́ıćıch t́ımto bodem tj. př́ımky tvaru y = k(x − 1), kde k ∈ R (a př́ımka x = 1).
Zjist́ıme, že všechny dávaj́ı limitu 0.

Přesto ale (konečná) limita neexistuje. K tomu si stač́ı uvědomit toto: Na množině

M : y = −|x− 1|

se jmenovatel (tj. funkce g(x, y) = |x−1|+y) vynuluje (proto ji také muśıme vyjmout z D(f)) ale čitatel
(tj. funkce h(x, y) = 4(x− 1)2 + 3y2) je na této množině roven nule právě jen v bodě a0 = (1, 0).

V každém okoĺı Uε(a0) bodu a0 si vezmeme bod a1 ∈ M , který bude “dost bĺızko” (např. aby
‖a1 − a0‖ < ε/2). (Na chv́ıli připust’me, že limita může být i plus/minus nekonečno.) Máme pak tud́ıž

lim
(x,y)→a1

|f(x, y)| = lim
(x,y)→a1

|h(x, y)|
|g(x, y)|

=∞

a to právě kv̊uli tomu, že h(a1) 6= 0, zat́ımco g(a1) = 0!
V okoĺı Uε/2(a1) tedy muśı existovat bod a2 ∈ D(f) v němž je hodnota |f(a2)| dostatečně vysoká

(větš́ı než libovolná pevně zvolená mez K, tedy |f(a2)| ≥ K). Bod a2 se ale evidentně nacháźı i v Uε(a0),
protože

‖a2 − a0‖ ≤ ‖a2 − a1‖+ ‖a1 − a0‖ < ε/2 + ε/2 = ε .

V okoĺı Uε(a0) (voleném libovolně) tak máme bod, kde je hodnota funkce f(x, y) př́ılǐs velká (v
absolutńı hodnotě). Tud́ıž funkce f(x, y) nemůže mı́t v a0 konečnou limitu (a jiné limity z definice ani
neuvažujeme - jen v rámci d̊ukazu jsme je na chv́ıli z technických d̊uvod̊u připustili).

Původńı limita tedy neexistuje.

Tento zp̊usob zd̊uvodněńı neexistence limity se dá použ́ıt i v mnoha jiných př́ıpadech - stač́ı mı́t
jen nějakou křivku ve jmenovateli, která se na něm vynuluje, zat́ımco v čitateli se nikde
nevynuluje (kromě bodu, kam se bĺıž́ıme).
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