7. cviceni z Matematické analyzy 2

13. - 17. listopadu 2017

7.1 (vézané extrémy)
Najdéte nejmensi a nejvétsi hodnoty

(i) funkce f(x,y) = x —y + 3 za podminky 322 + 5zy + 3y% = 1,
(i) funkce f(z,y) = 22 + 2y? za podminky x? — 22 + 2y? + 4y = 0,

Nagrtnéte utvary uréené témito vazbami.

ReSeni:
Pouzijeme véty:
Véta: Spojitd funkce na uzaviené a omezené (tzv. kompaktn?) mnoziné nabyva svého maxima i minima.

Véta: Nechf U C R” je oteviend mnozina k < na f:U — R a ®: U — RF jsou spojité diferencovatelns zobrazenf

na U. Polozme
M ={acU]|®(a)=0& ®(a) je reguldrni}.

Jestlize ag € M je bodem lokdlniho extrému funkce f zdzené na M, pak existuji Ai,...,A\r € R (tzv. Langrangeovy
multiplikdtory), ze

k
f'(a0) =D Xigi(ao),
=1

kde g; jsou jednotlivé slozky zobrazeni @, tj. ®(a) = (g1(a),. .., gr(a)).

(Regularita derivace znamend, ze jeji matice md maximaln{ moznou hodnost, tedy hodnost k, tj. jeji fddky jsou linedrné
nezavislé. Mnozina M se pak nazyvé varieta (angl. manifold) a je mozné ji pfifadit dimenzi - pomoci véty o implicitni
funkci - a sice dim M = n — k. Dimenze tak odpovidd dimenzi n puvodniho prostoru R" snizenou o pocet k nezdvislych

vazeb danych zobrazenim ®.)

(i) V nasem pifpadé miizeme polozit U = R? a ®(x,y) = 322 + 5y + 3y* — 1. Protoze
O (x,y) = (631‘ + 5y, 5x + 6y>

tak ®'(z,y) nent reguldrni (tj. v tomto piipade ®'(x,y) = 0) prave kdyz (z,y) = (0,0). Nemuze se tedy
stat, aby ®(z,y) =0 a ®’(z,y) = 0. Takze v kazdém bodé mnoziny

M: 3z%+5zy+3y2=1

je ®'(x,y) regularni. Pro bod a = (z,y) € M lokdlnfho extrému f na M ted existuje A € R, Ze

(1,-1) = '(a) = A+ @'(a) = A(62 + 5y, 52 + 6y

322 4 5xy + 3y° = 1.
Sec¢tenim prvnich dvou rovnic dostaneme x = —y a po dosazeni do vazby ziskame kandidaty na extrémy:
(1,-1), (-1,1)

s hodnotami

Pottebujeme jesté zjistit, zda mnozina M je vubec omezend (uzavienost M plyne snadno z toho, ze
M = &~1({0}), neboli Ze je to vzor uzaviené mnoziny {0} pii spojitém zobrazen{ ).




Doplnénim na ¢tverec

) ) 5\% 11,
1=32"+bxy+3y" =3 :c+6y +12y

zjistime, Ze jde o omezenou mnozinu (konkrétné o (natocenou) elipsu). To lze zjistit i z toho, Ze kvadra-
ticka forma Q(x,y) = 322 + 5xy + 3y? je pozitivné definitni (napt. pomoci Sylvestrova kritéria).
Spojita funkce f tak na uzaviené a omezené mnoziné M skuteéné nabyva svého maxima a minima
v bodech (1,—1) a (—1,1).
(ii) Doplnénim na ¢tverec snadno zjistime, ze vazba predstavuje kruznici

M: (z-12%+2y+1)?=3
tedy omezenou uzavienou mnozinu. Pouzijeme metodu Langrangeovych multiplikdtoru pro
O(z,y) = (z—1)* +2(y+1)* - 3.

Protoze
¥(z,y) = (20— 1).40y+ 1))

tak ®(x,y) neni regularni (tj. v tomto pifpadé ®'(x,y) = 0) pravé kdyz (z,y) = (1,—1). Nemuze se
tedy stat, aby ®(z,y) = 0 a ®'(z,y) = 0. Takze v kazdém bodé mnoziny M je ®'(z,y) regularni. Pro
extrém a = (x,y) na M tak existuje A € R, ze

(22, 4y) = f'(a) = X+ @'(a) = A+ (202 = 1), 4y + 1))

(x—1)*+2(y+1)*=3.

Vyjadiime = = ﬁ ay= = /\ pomoci A (zfejmé A # 1 jinak by rovnice nemély feseni) a dosadime do
vazby. Dostaneme (A — 1) =1 s Fesenim A € {0,2} a kandiddty na extrémy:

(2,-2), (0,0)

s hodnotami

Mnozina M je uzaviend a omezend a spojita funkce f tak v téchto kandidatech skutec¢né nabyva svého
maxima a minima.

7.2 (vézané extrémy na uzaviené mnoziné s vnitikem)
Kruhovy talif o rovnici 2 + y? < 1 je zahiaty na teplotu T'(x,y) = 22 + 2y* — z. Najdéte nejteplejsi a
nejstudenéjsi bod na taliti.

ReSeni:
Vysetieni extrému 7 na uzaviené a omezené mnoziné A = {(z,y) € R? | 22 + y? < 1} rozdélime na
piipad (volného) extrému na oteviené mnoziné

A 24P <

a piipad vazaného extrému na
0A: 22+¢4%=1.
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Jestlize a = (z,y) € A° je extrém T na A, pak je i extrémem T na A°. Takze musi platit, ze
T'(a) = (22 — 1,4y) =0

tedy a = (1,0) a skutecné je pak a € A°.
Jestlize a = (z,y) € A je extrém T na A, pak je i (vdzanym) extrémem T na

0A: O(z,y)=0
kde ®(x,y) = 22 + y* — 1. Musi tedy existovat A € R, ze

2z — 1,4y) = T'(a) = A\®'(a) = A\(2x,2y)

22+ = 1.

3

o

Dostdvame a = £(1,0) nebo a = (—3,+

jsou body
@0) (1,0), (~1,0), (‘é?) 0 (‘é—\f)

Protoze T nabyvé na (uzaviené a omezené) mnoziné A extrému, porovnanim funkénich hodnot

T(é,o):_i, T(1,0)=0, T(=1,0)=2, T(—é,?):i:T(—;,—\f)

zjistime, ze T nabyva minima v (%, 0) a maxima v (—%, + )

). Ted vime, Ze jedinymi moZnymi kandiddty na extrémy

7.3 Najdéte nejmensi a nejvétsi hodnoty funkee f(z,y) = 3zy na mnoziné
M: 22+ y2 < 2.

Nacrtnéte tuto mnozinu.

Reseni:
Mnozina M je kruh o poloméru 2. Piiklad rozdélime na vysetien{ (volného) extrému na oteviené mnoziné

M°: x?494%<2

a vazaného extrému na hranici
OM: 2*+y*=2.

Extrém na M°:

f" = (3y, 3z) = (0,0)
nastdva préave kdyz (x,y) = (0,0). Mame tak podeziely bod (z,y) = (0,0) s hodnotou f(0,0) = 0.

Extrém na OM:
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Pouzijeme metodu Langrangeovych multiplikdtori. Pro extrém a = (x,y) na kruznici dané vazbovou
funkei

O(z,y) = 2" +y* 2
existuje A € R, ze
(3y, 3z) = f'(a) = A®'(a) = X~ (23@, 2y)

2?4+ 2 =2.

Ani jedna z proménnych nemuze byt nulovd, takze mame % =X = £, tedy 22 = y2. Dosazenim do
rovnice kruznice dostaneme kandidaty na extrémy:

+(1,-1), =+(1,1),
s odpovidajicimi hodnotami
f(=1,1)=F(1,-1)=-3, f(1,1)=f(—-1,-1)=3.

Mnozina M je uzaviend a omezend mnozina a spojita funkce tak na M nabyva svého maxima a minima.
Porovndnim hodnot podeztelych bodu dostdvame, ze funkce nabyva svého maxima v bodech =+ (1,1)
a minima v bodech + (1, —1).

7.4 (extrémy pro po astech diferencovatelny okraj)
Naleznéte nejvétsi a nejmensf hodnotu funkce f(z,y) = 2?y(4 —  — y) na mnoziné

M: 220 & y>0 & z+4+y<6.

Reseni:
Mnozina M je trojihelnik s vrcholy (0,0), (6,0) a (0,6) a je zfejmé omezend i uzaviend (je prunikem
uzavienych polorovin).

Piiklad opét rozdélime na vysetien{ (volného) extrému na oteviené mnoziné

M°: x>0 & y>0 & z4+y<6
a vazaného extrému na hranici

(y=0 & 0<x<6) V
oM (=0 & 0<y<6) Vv
(t4+y=6 & 0<z<6)

kterou ale nejde vyjadfit pomoci jediné diferencovatelné vazby. Vazbami jsou tii oteviené usecky
(hrany trojihelniky) a t¥i body (vrcholy trojihelniku).

Extrém na M°:

f'= (8zy — 32%y — 2zy?, 42 — 2* — 22%y) = (0,0)

nastava (vzhledem k tomu, ze x,y > 0) pravé kdyz je splnéna soustava

8=3x+2y
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4d=x+2y.
Tedy podezielym bodem je Feseni a = (2,1) € M° s hodnotou f(2,1) = 4.

Extrém na OM:

Na obou odvésnach trojuhelniku je funkce f identicky nulova, takze vSechny tyto body prosté
zafadime do podezielych bodu. Zbyva vysettit otevienou tsecku, kterda predstavuje tieti stranu. Ten-
tokrat ji prosté zparametrizujeme pomoci

@(t) = (t,6 —t) pro t € (0,6)
a vySetiime tak (lokdlni) extrémy funkce
g(t) == (fop)(t) = —2t3(6 — t) = 2t> — 1242

pro t € (0,6). Mame
g'(t) :=6t> — 24t = 6t(t —4) =0
prave kdyz t = 4 € (0,6). Tedy podeztely bod je a = (4,2) s hodnotou f(4,2) = —64.
Porovnanim hodnot podezielych bodu dostavame, ze funkce tedy evidentné nabyva svého maxima
v bodé (2,1) a minimum v bode (4, 2).

7.5 (extrémy pro po ¢astech diferencovatelny okraj)
Naleznéte nejvétsi a nejmensi hodnotu funkce f(z,y) = 223 + 422 + y? — 22y na mnoziné

M x2§y§4.

Reseni:
Mnozina M je ¢éast lezic! nad parabolou a pod piimkou a je zfejmé omezend i uzaviend (je prunikem
uzavienych mnozin).

Piiklad opét rozdélime na vysetieni (volného) extrému na oteviené mnoziné

M°: z?<y<d4
a vazaného extrému na hranici

(y=2* & —-2<z<2)V

OM: (4 & —2<2<2)

kterou ale nejde vyjadfit pomoci jediné diferencovatelné vazby. Vazbami jsou dvé kiivky (Cdst para-
boly a tsecka) a dva body (kde se obé kiivky protinajf).

Extrém na M°:

f' = (62% + 8z — 2y, 2y — 2z) = (0,0)

nastava (vzhledem k z,y > 0) pravé kdyz je splnéna soustava

y =322 + 4z
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Yy=2z.

Jeding feSeni této soustavy (0,0) a (—1,—1) ale nepatif do M°, takze zddné podezielé body zatim
nedostavame.

Extrém na OM:

Na obou kfivkach je nejvhodnéjsi zavést néjakou parametrizaci a vysetiit lokdlni extrémy zizenych
funket:
e na Casti hyperboly vySetiujeme funkci

g1(x) = f(z,2%) = 42> +2* pro x€(-2,2).

Méme g (z) = 8z + 42 = 0 pravé kdyz = 0. Podezfelym bodem tak je (0,0) € M s hodnotou
£(0,0) = 0.

e na usecce vysetiujeme funkci
ga(z) == f(2,4) = 22% + 42 — 82+ 16 pro =€ (-2,2).

Rovnice gj(z) = 622 + 8z — 8 = 2(3z — 2)(z + 2) = 0 m4 FeSeni pro z =
tak je (%,4) € OM s hodnotou f (%,4) = %

e zbyvaji uz jen dva pruseciky kiivek (—2,4) a (2,4) s hodnotami f(—2,4) = f(2,4) = 32, které taky
zahrneme mezi podezielé body.

Porovnanim hodnot podezielych bodu dostdvdme, ze funkce evidentné nabyva svého maxima v
bodech (—2,4) a (2,4) a minimum v bodé (0, 0).

2 € (—2,2). Podezielym bodem

7.6 (vdzané extrémy - vzdalenost)
2
Na elipse M : % + % = 1 naleznéte body, které maji nejvétsi a nejmensi vzdalenost od piimky
p: 3x+y—9=0.

Reseni:
Piiklad muzeme fesit nékolika zpusoby:

(1) Pouzijeme explicitni tvar funkce vyjadiujici vzdalenost bodu (x,y) € R? od pifmky dané rovnic{

/ / _ : _ |az+By+
ar’' + By +~v =0, asice f(z,y) = ﬁ

Odvozeni vzorce: Udélame to rovnou pro vzdalenost bodii od roviny v R? (pro R? je analogické odvozeni tiplné
stejné). Nechf rovina p v R3 m4 rovnici az’ + By’ + vz’ +§ = 0. Jeji normélovy vektor je tedy n = (o, 8,7) a rovnici
pro bod a’ = (z/,y,2') € R® pak miizeme napsat pomoci skaldrniho souéinu jako n - a’ = —§. Zvolme si nyni néjaky bod
b € R3 v roviné p. Vzdélenost bodu a = (z,y,2) € R3 od roviny p je nyni ddna jako velikost kolmého primétu vektoru
a — b do sméru normélového vektoru n, tedy pomoci vztahu

(a—b)~”%”‘.

Protoze bod b je v roviné p, plati n - b = —§. Muzeme tedy psat

(a—b) n|_la-n=b-n| la-n+d| |oxz+By+yz+7
il Il (Il Va2 + 2 +42

Budeme tedy hledat maximum a minimum funkce

Bz 4y—9|

Iey) = =
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e 2 2 ~ ’ ~ . 7 O ~ . . ~
za podminky %- 4 %- = 1. Protoze f neni vSude diferencovatelnd, mizeme si pomoci bud’ tak, 7e

e si vezmeme misto toho ekvivalentni zadani, kde hleddme minimum a maximum funkce

2
gla,y) =10 (fla,y)) = Gaty - 9)°
(snazime se o co nejjednodussi tvar, bez zbytetnych konstant) nebo
e si vSimneme, ze M nemd prunik s pfimkou p, coz znamena, ze lez{ v jedné z otevienych polorovin
urcenych piimkou p (protoze M je souvisld mnozina - je totiz obloukové souvisld). V tom pifpadé

je vyraz 3z +y — 9 na vsech bodech z M vidy bud jen kladny nebo jen zdporny. Hled4ni extrému
funkce f pak ekvivalentné odpovida hledani extrému funkce

h(z,y) =3x+y—09.
Zvolime si druhou variantu (i kdyz ani prvn{ neni{ o nic tézsi).

Pro body na elipse M dané vazbou ®(x,y) := 2—2 + % — 1(= 0) je ziejmé grad(®) = (%, 2y) # 0.
Pro bod a = (z,y) € M absolutniho extrému h na elipse M existuje A € R, zZe

(3, 1) = grad(h)j, = A - grad(®),, = A (”” 2y>

29
& 2 2
¢y
— 4+ ==1.
4 * 9
Z prvnich dvou rovnic dostaneme
T 2y
A= =3 A=
2 9’

tedy A = 0 nebo y = %m.

Pokud A = 0, pak plati 3z + y — 9 = 0 a tudiz hleddme prinik elipsy s piimkou p, ktery je ale
prazdny.

Takze zbyva piipad y = %x, ktery po dosazeni do rovnice elipsy davé rovnici:

2, Go)° 5o,

tedy body (z,y) = + (\%, \%) V téch funkce f vzdalenosti od piimky nabyva hodnot 97%/5 a 9%5.

(2) Pouzijeme “intuitivni” nédhled, ktery je ale vlastné pouze jinou verz{ prvniho postupu (diky
némuz je také korektnost druhého postupu zarucena):

Tvrzeni: Pokud je mnozina M (dand vazbou)
e uzavrend,

e omezend a

e md tecny ve vsech suvijch bodech,

pak body z M, které jsou od ptimky p nejdal nebo nejblize, musi mit svou tetnu rovnobéznou s touto
ptrimkou.
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Pro nés konkrétni piipad je elipsa M vrstevnic{ (vazbové) funkce ®(z,y) := 954—24—% —1, takze norméla
kolm4 na teénu v bodé a = (z,y) € M je gradientem funkce ®. Hleddme tedy body a = (z,y) € M, ve
kterych je normdla k M nasobkem normdly piimky p. Pak tedy existuje A € R, ze

2 2
x Y
—+==1
4 9
Neni prekvapenim, ze z prvni podminky opét dostdvame rovnici y = %x a tedy i stejné feseni jako v

prvnim postupu.

Poznamka: Predstavme si, co by mohlo stat, pokud bychom neméli zaruceny vSechny vyse zminéné predpoklady
mnoziny M, pro kterou zjistujeme vzdalenosti bodu od piimky p metodou tecen:

e M mé teény ve viech svych bodech a je omezend, ale NENI uzaviend: za M staéi vazit napf. nasf elipsu, ze které
jsme odstranili pravé tyto extrémni body (extrémy prosté v mnoziné obsazené nejsou, piestoze bychom je formalné
z postupu ziskali).

e M ma3 teCny ve viech svych bodech a je uzaviend, ale NENT omezend: za M staéf vait napf. hyperbolu s asymptotou
p (zde z4dné extrémni body ani existovat nemohou).

e M je omezend a uzaviena, ale NEMA tecny ve wvsech svych bodech: za M staci vzit napf. vhodné natoceny
trojihelnik) (extrémy sice budou existovat, ale pouze pomoci tecen je nenajdeme).

(3) Pouzijeme postup, ktery se d4 aplikovat pro vzdélenost obecnych ttvaru v roviné (pifpadné v
prostoru). To, co je na ném obecné tézsi, je najit nakonec resenf vyslednych rovnic. V nasem piipadé ale
problémy nebudou.

Uvazujme funkei (kvadrat) vzdélenosti dvou bodu (z,y) a (u,v) jako

h(z,y,u,v) = (x —u)? + (y — v)?

a budeme hledat jeji extrémy za podminek % + % =1a3u+v—9=0. Protoze ale jedna z podminek
davéa neomezenou mnozinu (konkrétné je to piimka p), tak maximum funkce nebude existovat a postup
je pouzitelny jen na hleddni minima (a to jesté budeme muset spravné oduvodnit).

Mame tedy dvé vazby

332

yQ
(I)l(xayauvv) = Z—"_?_l

Dy (x,y,u,v) =3u+v—9

s gradienty
d(® =(=,=
gra ( 1)|a (27 970a0>
grad(q)2)|a = (07 0,3, 1)
kde a = (z,y, u,v). Oznacme si
K ={a€R*| ®(a) =0 & Py(a) = 0}.

Pro body a € K jsou gradienty evidentné linedrné nezavislé a pro body extrému funkce f na K pak

existuji A\, u € R, Ze

(2(;10 —u),2(y —v),2(u—x),2(v — y)) = grad(h)j, = A~ (920’ 29?},070> +u-(0,0,3,1)
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2 2
THE=1 a Butv—9=0

(neboli méme 6 rovnic o 6-ti nezndmych!). Nastésti jsou rovnice pomérné jednoduché. Postupné dosta-

neme 2
)\5 =2(x —u)=—-3u

2y
Y~
tedy opét rovnici A (% — %y) = 0, kde piipad A = 0 opét nema teseni. Zbytek pak opét dava

= (2%

a pomoci rovnice  — u = 3(y — v) dopocitdme odpovidajici body na piimce

(uy, 1) = 27v5 -9 9v5 +27
ST T 10v5

( - 27V5+9 9v5 — 27
I\ T 0B )

Pro funkéni hodnoty (neboli hodnoty extrémnich vzdélenosti) bodu a; = (z;, yi, us, v;) plati

h(al) < h(ag).

A 2y —v)=—p

Mnozina dans vazbami K je ted sice uzavien, ale NENI omezens. Na druhou stranu proa € K a
|la|]] = oo jdou hodnoty h(a) také do nekonecéna (protoze elipsa je omezend). Nynf si staci vzit dostatecné
velkou uzavienou kouli B tak, aby na mnoziné KN(R*\ B) byly hodnoty funkce h vétsi nez napt. h(az)+1.
A déle:

e Na uzaviené a nyni uz omezené mnoziné K N B bude spojitd funkce h nabyvat svého maxima i
minima.

e Na mnoziné K N 9B budou hodnoty funkce h vétsi nebo rovny hodnoté h(as) + 1 (diky spojitosti
h a diky jejim hodnotdm na K N (R*\ B)).

e Na mnoziné K N B° (diky otevfenosti mnoziny B°) pak muzeme (a vlastné jsme to uz udélali)
pouzit obvykly zpusob vysetieni vdzanych extrému pomoci Langrangeovych multiplikatoru. Vy-
sledkem jsou podezielé body a; a ag (které se evidentné musi{ nachdzet v. K N B° diky svym
funkénim hodnotdmh(a;) < h(az) < h(az) + 1).

e Absolutni minimum funkce h na mnoziné K N B se tedy NEMUZE nachézet na “okraji” K NoB
protoze tam je funkce “moc velkd” a muze to tedy byt jediné bod a;. Soucasné i na mnoziné
K N (R*\ B) je funkce “moc velkd,” a bod a; je tak opravdu absolutni minimum funkce h na
puvodni mnoziné K.

Takto tedy vypada korektni zdivodnéni, Zze ndmi nalezeny bod je minimum v pfipadé, ze mnozina dana
vazbou sice nebyla omezend, ale na druhou stranu zase funkce “v nekoneénu roste do nekone¢na.”

A co bod as? Abychom zjistili, jak to vypadd zde, bylo by potieba dalstho rozboru pomoci vyssich
derivaci. Intuitivné se zd4d, Ze v ném nejspis bude sedlo (z hlediska nasi volby mnoziny K a funkce h).
To uz by ale byl pomérné naroény postup a, jak je vidét, tfeti ptistup se hodi opravdu jen k urceni
vzdalenosti mnozin (tj. minima funkce h).
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7.7 (vézané extrémy - vzdalenost)
Najdéte vzdalenost paraboly M : y = 2 od pifmky p: y =z — 2.

Reseni:
Muzeme pouzit néktery z predchozich postupt, ale musime si uvédomit, ze parabola neni omezend
mnozina (i kdyz je uzaviend a ma teény ve vSech svych bodech). Nastést{ ale funkce vzddlenosti bodu
paraboly M od piimky p i zde “v nekone¢nu roste do nekoneéna.” Minimum vzdalenosti tedy musi byt
nabyto v néjakém bodé M a v ném musi byt tecna rovnobézna s piimkou p.

Smérnici a € R teény v bodé a € M, ktery je grafem funkce g(z) = 2%, mtizeme ziskat také prave

pomoci derivace této funkce jedné proménné, tj. o = %(mz) = 2x. Smérnice piimky p je ziejmé 1. Takze
zQx:lplynexz%atedyy: 2:%,

Vzdalenost p bodu (z,y) = (%, i) € M od piimky p: 2’ —y —2 = 0 je tedy podle obecného vzorce

_le—y-2 l5-3-2 V2
V12 + 12 V2 8

7.8 (extrémy pro dvé vazby)
Urcete nejvétsi a nejmensi hodnoty funkce f(z,y,z) = xyz na mnoziné M dané podminkami

(i) z+y+2z=5 a xy +yz + zx = 8.
i) z4+y+2=0 a 2 +y? + 22 =1
(ii) z+y y

Reseni:
(i) Tentokrat méme vazby dvé a budeme tedy potiebovat ovérit jejich nezdvislost (v bodech mnoziny
M), tj. linedrni nezdvislost gradientu vazeb v piislusnych bodech.

Polozme
q)l(xayaz) :Ji+y+2—5

Dy(z,y,2) =2y + yz + zx — 8.
Pak je M = {a € R | ®1(a) =0 & ®5(a) = 0}.
uzavienost M:

Mnoziny {a € R? | ®;(a) = 0} je vzorem jednobodové (a tedy uzavené) mnoziny {0} pti spojitych
zobrazenich ®; a jsou tudiz uzaviené. Mnozina M je jejich prunikem a proto je také uzaviena.

omezenost M:
Bud si vyjadifme jednu proménnou z prvni rovnice (napt. z = 5 — x — y), dosadime do druhé a tu
prepiseme doplnénim na ¢tverec:
xy+(x+y)b—xz—y)=38

22 +y? +xy —br — 5y =—8

AN N A |
2 2 1\Y"3) 73

nebo pouzijeme jednodussi a elegantnéjsi postup, ktery vyuzije konkrétniho tvaru rovnic:

=(r+y+2)l =2+ +22+2ay+yz+z22) =2 +9°+22+2-8
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2+ + 22 =5%-2-8(=9)

V kazdém pripadé vidime, ze proménné jsou omezené a tedy i mnozina M je omezena.
nezdvislost vazeb:
Pottebujeme ukdzat, ze pro a = (z,y, z) plati:

Di(a) =0 & P3(a)=0 =  ®)(a) a P4(a) jsou linedrné nezavislé.

Méame

®1(a) = (1,1,1)
®h(a) = (y+ 2,z +x,2+y).

Tyto vektory jsou linedrné zavislé praveé kdyz y + z = z + x = x + y neboli kdyz ¢ = y = z. Pokud
by pfitom mélo platit ®(a) = 0 a P2(a) = 0, pak dostdvame, ze 3z = 5 a 322 = 8, coz nelze splnit. Pro
body z M tak mame opravdu nezavislost vazeb.

Ted koneéné muzeme (korektnd!) pouzit vétu o Lagrangeovych multiplikdtorech:
Pro bod a = (z,y, 2) € M absolutniho (a tedy i lokdlnfho) extrému f na M ted existuji A, 4 € R, 7Ze

(yz, zz,wy) = f'(a) = X- @i (a) + p- Py(a) = AM(1,1,1) + puly + 2,2 + z,2 4+ y)

r+y+2=5 a xy+yz+zr=_8.

Kdyz ted od sebe napi. odeéteme prvni dvé rovnice
yz = A+ pu(y + z)

zx = A+ u(z +x)

dostaneme z(y — x) = u(y — x), coz davd podminku bud x = y nebo z = u. Symetricky dostaneme
dalsf podminku y = 2z nebo z = p. Odsud snadno plyne, Ze vidy je bud z = y nebo y = z nebo
x = p = z, tedy ze dvé soutadnice jsou vzdy stejné. Staci tedy vyfesit jednu z verzi a dalsi uz dostaneme
permutacemi soufadnic.

Napi. z podminky x = y dostdvdme dosazenim do vazeb feseni (x,y,z) = (2,2,1) nebo (x,y,2) =

(3,3, %). Hodnoty parametru A ani 11 uz zjisfovat nemusime, podezrelé body ted mohou byt uz jen tyto:

a=(221),(1,22),(2,1,2) kde f(a)=4

4 47 4 7 4 744 112
=(=,=,= - =, = - =, = kd =—.
“ (3’3’3)’(3’3’3)’(3’3’3) ¢ Jla)=%
Protoze funkce f je spojitd a mnozina M je omezena a uzaviend, nabyva f v prvnich bodech minimum

. . S 112
a v druhych maximum (protoze 5= > 4).

(ii) Budeme postupovat podobné jako v (i). Polozme
(I)l(l'vyaz) =Tr+y+=z
Bo(x,y,2) =22 + 9% + 2% — 1.

M : @1(&):0 & <I>2(a):0

uzavrrenost M: stejné zduvodneéni jako v (i).
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omezenost M: Jedna z vazeb predstavuje sféru, takze i M je omezena.

nezavislost vazeb:
Potfebujeme ukézat, ze pro a = (z,y, z) plati:

®1(a) =0 & P3(a)=0 =  P)(a) a Py(a) jsou linedrné nezavislé.
Mame
Pl (a) =(1,1,1)
B (a) = (22,2y,22).

Tyto vektory jsou linedrné z&vislé pravé kdyz x = y = z. Pokud by piitom mélo platit ®;(a) = 0
a ®3(a) = 0, pak dostavame, ze 3z = 0 a 322 = 1, co nelze splnit. Pro body z M tak mame opravdu
nezavislost vazeb.

Ted koneéné muzeme korektné pouZit vétu o Lagrangeovych multiplikdtorech:
Pro bod a = (z,¥,2) € M absolutnfho (a tedy i lokdlnfho) extrému f na M ted existuji A, u € R, Ze

(yz, 2z, wy) = f'(a) = X ®)(a) + p- P5(a) = N(1,1,1) + u(2z, 2y, 22)

z4+y+2=0 a 224 yt4+2=1.

Kdyz opét od sebe ode¢teme prvni dvé rovnice
yz = A+ 2uzx

2x = A+ 2uy

dostaneme z(y — x) = 2u(z — y), coz dava podminku bud z = y nebo 2 = 2u. Symetricky dostaneme
dalsf podminku ¥ = 2 nebo = 2u. Odsud snadno plyne, ze vidy je bud = = y nebo y = z nebo
r = 2u = z, tedy ze dvé souradnice jsou vzdy stejné. Staci tedy vyfreSit jednu z verzi a dalsi uz
dostaneme permutacemi souradnic.

Napf. z podminky = = y dostdvdme dosazenim do vazeb feseni (z,y,2) = j:%(l, 1,—2). Hodnoty
parametru X ani p uz zjisfovat nemusime, podezielé body ted mohou byt uz jen tyto:

1 1 1 V6

a_—%(1,17—2)7 —%(1,—2,1)7 —%(—27171) kde  f(a) = 12
a

a=— (1,1,-2), L(1,72,1), L(f2,1,1) kde f(a) = ve

V6 V6 V6 ECh

Protoze funkce f je spojitd a mnozina M je omezend a uzaviend, nabyvéa f v prvnich bodech maxi-
mum a v druhych minimum.
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