Vzorovy 1. zapoctovy test

1. Urcete nejvétsi a nejmensi hodnotu funkce
fla,y) =a® + 22y — 4y +1

na mnoziné
M: 0<z<1 & 0<y<(z-—1)7.

Situaci nacrtnéte.

Resent:
Mnozina M je ¢ést lezici pod parabolou a v prvnim kvadrantu (je to takovy prohnuty trojihelnik).
Zfejmé je omezend i uzaviend (je prunikem uzavienych mnozin).

Piiklad rozdélime (podle obrézku) na vySetfeni (volného) extrému na oteviené mnoziné

M°: O0<z<l & O<y<(z—1)>

a vazaného extrému na hranici

(y=0 & 0<z<1) Vv
OM: (z=0& 0<y<1) vV
(y=(r—-1)2 & 0<x<1)

kterou ale nejde vyjadfit pomoci jediné diferencovatelné vazby. Vazbami jsou tii kiivky (¢dst
paraboly a usecky) a tii body (kde se kiivky protinajf).

Extrém na M°:

f= (2m—|—2y,2x —4) = (0,0)

nastava prave kdyz (z,y) = (2, —2). Tento bod ale nelez{ v M°, takze zddné podezielé body zatim
nedostavame.

Extrém na OM:

Na danych kfivkach je nejvhodnéjsi zavést néjakou parametrizaci a vysetfit lokalni extrémy
zuzenych funkei:
e na Casti paraboly vySetiujeme funkci

gi(z) = f(z,(x—1)?) =22° =72 + 10z =3 pro z€(0,1).

Protoze rovnice ¢} (z) = 2(3z% — 7z +5) = 0 nemd feseni, opét zadné podezielé body nedostavame.
e na prvni usecce vySetiujeme funkci

go(x) := f(x,0) =2>+1 pro z€(0,1).

Ani nemusime hledat derivaci, aby bylo jasné, Ze na intervalu (0,1) je funkce g ostfe rostouci,
takze nema zadné lokalni extrémy. Opét zadné podezielé body nedostavame.
e na druhé tsecce vysetiujeme funkci

93(y) := f(0,y) = =4y +1 pro ye(0,1).

Opét nemusime hledat derivaci, aby bylo jasné, Ze na intervalu (0, 1) je funkce g3 ostie klesajici,
takze nemd zadné lokalni extrémy. Opét zadné podezielé body nedostavame.

e zbyvaji tedy uz jen tii pruseciky krivek (0,0), (0,1) a (1,0) s hodnotami f(0,0) = 1, f(0,1) =
=3 a f(1,0) = 2, které predstavuji jediné podezielé body.

Porovnanim hodnot podezielych bodu dostavame, Ze funkce nabyva svého maxima v bodé
(1,0) a minima v bodé (0, 1).




2. Urcete polomér konvergence a se¢téte mocninnou fadu
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na vnitiku oboru konvergence.

(Alternativni pfiklad: Naleznéte Fourierovu fadu pro periodické rozsireni funkce

() = {sint, t€[0,m),

0, te€[m2m).

a urcete jeji soucet.)

Reseni:
Polomér konvergence: Mame

%:@, pro k = 2n + 1 > 3 liché,
a =
y 0, jinak.

takZze nemuzeme piimo pouzit podilové kritérium. Staci ale fadu trochu prepsat, tj.
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polomér konvergence roven 1, tj. konverguje pro |y| < 1 a diverguje pro |y| > 1. Pro y = 22 tak
dostavame, ze pro |z2| < 1 to konverguje a pro |2%| > 1 to diverguje. Neboli polomér konvergence

puvodni fady je rovnéz R = 1. Mohli jsme ovSem také na zacatku vyuzit i lim /a, =--- = 1.
n—oo

Soucet: Vyuzijeme toho, co uz mame, tj. pro |y| < 1 plati
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pro |z| < 1.
(Zjistovani konvergence na krajich nebylo pozadovéno, ale snadno je vidét, Ze fada na krajich
diverguje).

Alternativni priklad:
Perioda nasi funkce je T' = 27, frekvence je w = 2% =1la % = % Funkce f neni ani lichd ani
suda. Spocitame koeficienty Fourierovy fady funkce f:
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Takze dostavame

f~e Z [ak cos(kt) + by, sin(kt)] =
k=1

11, o 2 1
= ;4‘ 581111572; . mcos2nt
n=1
(ar, = 0 pro lichd k a pro sudd jsme to pfepsali pomoci k = 2n)
Periodické rozsiteni funkce f je vsude spojité a podle Jordanova kritéria konverguje vsude k
puvodni funkci, tj.
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pro vsechna t € R.

Poznamka: Pouzili jsme vzorce
sin(x 4+ y) = sinx cosy + coszsiny

sin(x — y) = sinz cosy — coszsiny

a tedy
. 1/ .
sinzcosy = 5 (sm(a: +y) + sin(x — y)) .
A podobné
cos(z +y) = coszcosy — sinzsiny
cos(z —y) = cosxzcosy + sinzsiny
a tedy

1
sinzsiny = 5 (cos(:c —y) — cos(z + y)) .




