
Vzorový 2. zápočtový test

1. Vhodným zp̊usobem integrace spoč́ıtejte integrál∫∫
E

y2x

x2 + y2
dS,

kde
E : 1 ≤ x2 + y2 ≤ 4 & x ≤ 0

Oblast E načrtněte.

Řešeńı:
Oblast E je polovina mezikruž́ı. Použijeme proto polárńı souřadnice

Φ : x = r cosϕ, y = r sinϕ

a oblast parametrizujeme množinou

U : 1 ≤ r ≤ 2 &
π

2
≤ ϕ ≤ 3

2
π .

Pak máme

∫∫
E=Φ(U)

x2y dS =

∫∫
U

1

r2
(r2 sin2 ϕ) · (r cosϕ) · r dr dϕ =

3π
2∫

π
2

2∫
1

r2 sin2 ϕ cosϕ dr dϕ =

=

 2∫
1

r2 dr

 ·


3π
2∫

π
2

sin2 ϕ cosϕ dϕ

 =
23 − 13

3
·
[ sin3 ϕ

3

]ϕ= 3π
2

ϕ= π
2

=
7

3
·
(
−2

3

)
= −14

9
.

2. Vhodným zp̊usobem integrace spoč́ıtejte integrál∫∫∫
E

√
x2 + y2 + z2 dV,

kde
E : x2 + y2 + z2 ≤ 2z

Oblast E načrtněte.

Řešeńı:
Oblast E je koule o poloměru 1 se středem v (0, 0, 1). Použijeme sférické souřadnice

Φ : x = r sinϑ cosϕ, y = r sinϑ sinϕ, z = r cosϑ

a po dosazeńı do podmı́nky pro E dostáváme

r2 ≤ 2r cosϑ .



Specialně tedy plat́ı, že r ≤ 2 cosϑ pro r > 0 a cosϑ ≥ 0. Oblast E tak parametrizujeme množinou

U : 0 ≤ ϑ ≤ π

2
& 0 ≤ ϕ ≤ 2π & 0 ≤ r ≤ 2 cosϑ .

Pak máme

∫∫∫
E=Φ(U)

√
x2 + y2 + z2 dV =

∫∫∫
U

r · |r2 sinϑ| dr dϑ dϕ =

2π∫
0

π
2∫

0

2 cosϑ∫
0

r3 sinϑ dr dϑ dϕ =

=

2π∫
0

π
2∫

0

[r4

4

]r=2 cosϑ

r=0
sinϑ dϑ dϕ =

2π∫
0

π
2∫

0

4 cos4 ϑ sinϑ dϑ dϕ =

=

 2π∫
0

4 dϕ

 ·


π
2∫

0

cos4 ϑ sinϑ dϑ

 = 8π ·
[
− cos5 ϕ

5

]ϕ= π
2

ϕ=0
=

8

5
π .


