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1.-5. ř́ıjna 2018

1.1 Najděte a načrtněte definičńı obory následuj́ıćıch funkćı:

(a) f(x, y) =
√

1− x2 − y2 ,

(b) f(x, y) = arccos x
x+y ,

(c) f(x, y) =
√

x2+y2−x
2x−x2−y2 ,

Řešeńı:

(a) D(f) : x2 + y2 ≤ 1

(b) D(f) : (x, y) 6= (0, 0) ∧
[
(y ≤ 0 ∧ y ≤ −2x) ∨ (y ≥ 0 ∧ y ≥ −2x)

]
(c) D(f) : (x− 1

2 )2 + y2 ≥ ( 1
2 )2 ∨ (x− 1)2 + y2 < 1

1.2 Vyjádřete funkci f(x, y), jestliže plat́ı f(x + y, y
x ) = x2 − y2 pro všechna x, y ∈ R taková, že x 6= 0.

Řešeńı:
Položme a = x + y a b = y

x . Hledáme tedy vyjádřeńı hodnoty f(a, b) jako funkci (a, b). Dostaneme, že

a = x + bx = (1 + b)x, tedy x = a
b+1 a y = ab

b+1 pokud b 6= −1. Protože (z definice) muśı být, x 6= 0, tak
také muśı být a 6= 0.

Pro (a, b) ∈ R2 taková, že a 6= 0 a b 6= −1 dostáváme

f(a, b) = f
(
x + y,

y

x

)
= x2 − y2 =

(
a

b + 1

)2

−
(

ab

b + 1

)2

= a2 · 1− b2

(b + 1)2
= a2 · 1− b

1 + b
.

Nakonec se pod́ıváme, co nastane, pokud je a = 0 nebo b = −1. Zřejmě pro x 6= 0 je

0 = a = x + y ⇔ x = −y ⇔ −1 = b =
y

x

Jediný daľśı bod, kde máme ze zadáńı určenou hodnotu je tedy (a, b) = (0,−1) a to např. pomoćı
bodu (x, y) = (1,−1) jako

f(0,−1) = f
(
x + y,

y

x

)
= 12 − (−1)2 = 0 .

1.3 Pro následuj́ıćı funkce f vždy načrtněte graf této funkce a popǐste vrstevnice této funkce (vrstevnice na
hladině c ∈ R je množina tvaru {(x, y) ∈ Df | f(x, y) = c}):

(a) f(x, y) = x2 + 2y2 (eliptický paraboloid),

(b) f(x, y) = xy (hyperbolický paraboloid),



(c) f(x, y) =
√

4 + x2 + y2 (jedna z část́ı dvoud́ılného rotačńıho hyperboloidu),

(d) f(x, y) =
√

4 + x2 − y2 (horńı polovina jednod́ılného rotačńıho hyperboloidu).

Řešeńı:
Vrstevnice jsou

(a) soustředné elipsy,
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(b) hyperboly a jejich asymptoty,
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(c) soustředné kružnice,
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(d) hyperboly a jejich asymptoty.
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Okoĺım Uε(a0) (tzv. otevřenou kouĺı) s poloměrem ε > 0 a středem v bodě a0 ∈ Rn označujeme množinu

Uε(a0)
def
= {a ∈ Rn | ||a− a0|| < ε}

kde ||a− a0|| je eukleidovská vzdálenost bodu a a a0, tj. pro

a0 = (x1, . . . , xn)

a
a = (y1, . . . , yn)

je

||a− a0|| =

√√√√ n∑
i=1

(xi − yi)2 .

Připomeňme si, že pro množinu A ⊆ Rn si

• vnitřek A◦ množiny A definujeme jako množinu všech bod̊u a ∈ A, které jsou v A i s nějakým okoĺım:

a ∈ A◦
def⇐⇒ (∃ ε > 0) Uε(a) ⊆ A

• hranice ∂A množiny A je množina všech bod̊u a ∈ Rn, jejichž libovolná okoĺı zasahuj́ı jak do samotné
množiny A, tak do jej́ıho doplňku Rn \A:

a ∈ ∂A
def⇐⇒ (∀ ε > 0) Uε(a) ∩A 6= ∅ ∧ Uε(a) ∩ (Rn \A) 6= ∅

• uzávěr A množiny A si definujeme jako množinu

A
def
= A ∪ ∂A

neboli (jak se dá snadno ověřit) jako množinu všech bod̊u a ∈ Rn, jejichž libovolná okoĺı zasahuj́ı do
množiny A:

a ∈ A ⇐⇒ (∀ ε > 0) Uε(a) ∩A 6= ∅

Kromě toho ještě plat́ı, že ∂A = A \A◦ = A ∩ Rn \A.

1.4 Určete vnitřek, hranici a uzávěr definičńıch obor̊u následuj́ıćıch funkćı. Množiny načrtněte.

(a) f(x, y) = ln (x ln(y − x));

(b) f(x, y) = arcsin(4− x2 − y2) + arcsin(2xy);

(c) f(x, y) =
√

x2+2x+y2

x2−2x+y2 .

Řešeńı:
Př́ıklad je určený pro “intuitivńı” řešeńı pomoćı náčrtu.

(a) D(f) : (x > 0 ∧ y − x > 1) ∨ (x < 0 ∧ 0 < y − x < 1)

(b) D(f) : 3 ≤ x2 + y2 ≤ 5 ∧ − 1
2 ≤ xy ≤ 1

2

(c) D(f) : (x2 + 2x + y2 ≥ 0 ∧ x2 − 2x + y2 > 0) ∨ (x2 + 2x + y2 ≤ 0 ∧ x2 − 2x + y2 < 0)

1.5 Určete vnitřek, hranici, vněǰsek a uzávěr množiny Q2 ⊆ R2, kde Q je množina všech racionálńıch č́ısel.
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Řešeńı:
Uvědomı́me si, že v libovolném okoĺı (na reálné př́ımce) libovolného r ∈ R lež́ı jak nějaké racionálńı
č́ıslo, tak také nějaké iracionálńı č́ıslo. Dále pokud máme |ri−si| < ε pro i = 1, 2 (kde ri, si ∈ R a ε > 0)
pak ||(r1, r2)− (s1, s2)|| ≤

√
2 · ε. Speciálně tedy v libovolném okoĺı bodu a ∈ R2 lež́ı jak nějaký prvek z

Q2, tak nějaký prvek z R2 \Q2. Proto můžeme ihned napsat, že

Q2 = R2, (Q2)◦ = ∅ a ∂Q2 = Q2 \ (Q2)◦ = R2.

1.6 Určete izolované a hromadné body množiny M = {
(
1
n ,

1
m

)
∈ R2 | n,m ∈ N}.

Řešeńı:
Nejdř́ıve ukážeme, že všechny body množiny M jsou izolované:

Izolovaný bod a ∈M množiny M je takový, že

(∃ε > 0) Uε(a) ∩M = {a} .

Označme si pro jednoduchost D = { 1n | n ∈ N} ⊆ R. Takže máme, že M = D ×D ⊆ R2. Pro bod
1
n ∈ D je nejbližš́ım bodem z D bod 1

n+1 .

Pro bod a =
(
1
n ,

1
m

)
∈ M si ted’ stač́ı zvolit ε = min{ 1n −

1
n+1 ,

1
m −

1
m+1} a ihned máme, že

Uε(a) ∩M = {a}, tedy bod a je izolovaný bod množiny M .
Hromadný bod a ∈ R2 množiny M je takový, že

(∀ε > 0) Pε(a) ∩M 6= ∅

neboli v každém prstencovém okoĺı bodu a je nějaký bod množiny M .
Nejdř́ıve ukážeme, že hromadné body jsou určitě body (0, 0) a body (0, 1

n ), ( 1
n , 0) pro n ∈ N. Pro

ε > 0 si stač́ı zvolit k ∈ N tak, že 1
k <

√
2

k < ε. Pak je

||
(
0, 1

n

)
−
(
1
k ,

1
n

)
|| =

√
(0− 1

k )2 + ( 1
n −

1
n )2 = 1

k < ε

||
(
1
n , 0
)
−
(
1
n ,

1
k

)
|| =

√
( 1
n −

1
n )2 + (0− 1

k )2 = 1
k < ε

|| (0, 0)−
(
1
k ,

1
k

)
|| =

√
(0− 1

k )2 + (0− 1
k )2 =

√
2

k < ε

Takže uvedené body jsou skutečně hromadné.
A nakonec ukážeme, že jiné hromadné body už nejsou. Všechny dosud uvažované body (tj. izolované

a nalezené hromadné) dohromady tvoř́ı množinu N = ({0}∪D)×({0}∪D). Všimněme si, že jej́ı doplněk
do R2 tj. množina R2 \N se dá napsat jako sjednoceńı následuj́ıćıch otevřených interval̊u

(−∞, 0)× R, (1,+∞)× R a ( 1
n+1 ,

1
n )× R

R× (−∞, 0), R× (1,+∞) a R× ( 1
n+1 ,

1
n )

pro n ∈ N.
Tedy každý bod z R2 \ N je v R2 \ N i s nějakým svým okoĺım, protože všechny intervaly jsou

otevřené. Takový bod tedy nemůže být hromadným bodem množiny M (protože M ⊆ N).
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