
11. cvičeńı z Matematické analýzy 2

10. - 14. prosince 2018

11.1 (cylindrické souřadnice)
Zapǐste integrály pomoćı cylindrických souřadnic a pak je spoč́ıtejte:

(a)
2∫
−2

√
4−x2∫

−
√

4−x2

2∫
√
x2+y2

(x2 + y2) dz dy dx.

(b)
1∫
−1

√
1−x2∫

−
√

1−x2

2−x2−y2∫
x2+y2

(x2 + y2)
3
2 dz dy dx .

Řešeńı:
Cylindrické souřadnice jsou tvaru:

Φ : 〈0,+∞)× 〈0, 2π〉 × R→ R3, kde Φ :
x = r cosϕ
y = r sinϕ
z = z

tj.

Φ′ =

 cosϕ −r sinϕ 0
sinϕ r cosϕ 0

0 0 1

 a det Φ′ = r .

(a) Oblast integrace je

E : |x| ≤ 2 & |y| ≤
√

4− x2 &
√
x2 + y2 ≤ z ≤ 2

neboli
E : x2 ≤ 4 & x2 + y2 ≤ 4 &

√
x2 + y2 ≤ z ≤ 2

a tedy

E :
√
x2 + y2 ≤ z ≤ 2,

což je kužel s výškou 2 a poloměrem podstavy také 2, který stoj́ı na svém vrcholu v počátku. Jako
parametrizaci E si vezmeme

U : 0 ≤ r ≤ z ≤ 2 & 0 ≤ ϕ ≤ 2π .

Můžeme tedy psát

2∫
−2

√
4−x2∫

−
√

4−x2

2∫
√
x2+y2

(x2 + y2) dz dy dx =

∫∫∫
E=Φ(U)

(x2 + y2) dV =



=

∫∫∫
U

r2 · r dV =

2∫
0

z∫
0

2π∫
0

r3 dϕ dr dz = 2π

2∫
0

z∫
0

r3 dr dz =

=
π

2

2∫
0

z4 dz =
π

10
· 25 =

16

5
π.

(b) Oblast E je popsána jako

E : −1 ≤ x ≤ 1 & −
√

1− x2 ≤ y ≤
√

1− x2 & x2 + y2 ≤ z ≤ 2− x2 − y2

neboli
E : |x| ≤ 1 & |y| ≤

√
1− x2 & x2 + y2 ≤ z ≤ 2− x2 − y2

a ekvivalentně
E : x2 + y2 ≤ 1 & x2 + y2 ≤ z ≤ 2− x2 − y2

což je prostě oblast lež́ıćı nad kruhem o poloměru 1 v rovině xy a je sevřena mezi grafy dvou funkćı
(celkově vypadá jako “čočka”). Ještě si pro pořádek ověř́ıme, že pr̊umět oblasti do roviny xy je skutečně
kruh o pr̊uměru 1 (jinak by totiž zadáńı nemělo smysl). Zřejmě ale je

x2 + y2 ≤ 2− x2 − y2 ⇔ x2 + y2 ≤ 1

takže je to v pořádku.
V cylindrických souřadnićıch Φ je parametrizaćı E = Φ(U) množina
Pak můžeme psát

1∫
−1

√
1−x2∫

−
√

1−x2

2−x2−y2∫
x2+y2

(x2 + y2)
3
2 dz dy dx =

∫∫∫
E=Φ(U)

(x2 + y2)
3
2 dV =

=

∫∫∫
U

r3 · r dϕ dz dr =

1∫
0

2−r2∫
r2

2π∫
0

r3 dϕ dz dr = 2π

1∫
0

2−r2∫
r2

r3 dz dr =

= 4π

1∫
0

r3(1− r2) dr = 4π

(
1

4
− 1

6

)
=
π

3
.

11.2 (sférické souřadnice)
Zapǐste integrál pomoćı sférických souřadnic a pak ho spoč́ıtejte:

3∫
−3

√
9−x2∫

−
√

9−x2

√
9−x2−y2∫

0

z
√
x2 + y2 + z2 dzdydx,

Řešeńı:
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Oblast E je popsána jako

E : −3 ≤ x ≤ 3 & −
√

9− x2 ≤ y ≤
√

9− x2 & 0 ≤ z ≤
√

9− x2 − y2

neboli
E : |x| ≤ 3 & |y| ≤

√
9− x2 & 0 ≤ z ≤

√
9− x2 − y2

což je prostě jen

E : x2 ≤ 9 & y2 + x2 ≤ 9 & z2 + x2 + y2 ≤ 9 & 0 ≤ z

a ekvivalentně
E : x2 + y2 + z2 ≤ 9 & 0 ≤ z

což je horńı polokoule s poloměrem 3 a středem v počátku souřadnic.
Ve sférických souřadnićıch

Ψ :
x = (r sinϑ) cosϕ
y = (r sinϑ) sinϕ
z = r cosϑ

je parametrizaćı E = Ψ(U) množina

U : 0 ≤ r ≤ 3 & 0 ≤ ϕ ≤ 2π & 0 ≤ ϑ ≤ π
2

Pak můžeme psát

3∫
−3

√
9−x2∫

−
√

9−x2

√
9−x2−y2∫

0

z
√
x2 + y2 + z2 dzdydx =

∫∫∫
E=Ψ(U)

z
√
x2 + y2 + z2 dV =

=

∫∫∫
U

r cosϑ · r · r2 sinϑ dϕ dϑ dr =

3∫
0

π
2∫

0

2π∫
0

r4 cosϑ sinϑ dϕ dϑ dr =

=

 3∫
0

r4 dr

 ·


π
2∫

0

cosϑ sinϑ︸ ︷︷ ︸
sin 2ϑ

2

dϑ

 ·
 2π∫

0

1 dϕ

 =
35

5
· 2π

[
−cos 2ϑ

4

]π
2

0

=
81

5
π.

11.3 (sférické souřadnice)
Vypočtěte těžǐstě tělesa

E : x2 + y2 + z2 ≤ R2 & z · tan(α0) ≥
√
x2 + y2,

s hustotou σ = 1, kde R > 0 a α0 ∈ (0, π2 ) jsou parametry.

Řešeńı:
Těleso E je pr̊unikem koule o poloměru R a kužele s vrcholovým úhlem 2α0, jehož špička je ve středu
koule. Výhodné tedy bude použ́ıt opět sférické souřadnice

Ψ :
x = (r sinϑ) cosϕ
y = (r sinϑ) sinϕ
z = r cosϑ
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Parametrizace E = Ψ(U) pak bude

U : 0 ≤ r ≤ R & 0 ≤ ϕ ≤ 2π & 0 ≤ ϑ ≤ α0

Pro těžǐstě muśıme nejdř́ıve spoč́ıtat hmotnost:

m =

∫∫∫
E=Ψ(U)

1 dV =

∫∫∫
U

r2 sinϑ dV =

R∫
0

α0∫
0

2π∫
0

r2 sinϑ dϕ dϑ dr =

= 2π

R∫
0

α0∫
0

r2 sinϑ dϑ dr = 2π(1− cosα0)

R∫
0

r2 dr =
2

3
πR3(1− cosα0).

Protože těleso E je rotačně symetrické podle osy z, budou x-ová i y-ová souřadnice těžǐstě obě nulové.
Zbývá tedy spoč́ıtat z-ovou souřadnici těžǐstě:

T3 =
1

m

∫∫∫
E=Ψ(U)

z dV =
1

m

∫∫∫
U

r3 cosϑ sinϑ dϕ dϑ dr =
1

m

R∫
0

α0∫
0

2π∫
0

r3 sin 2ϑ

2
dϕ dϑ dr =

=
π

m

 R∫
0

r3 dr

 ·
 α0∫

0

sin 2ϑ dϑ

 =
πR4

8m
(1− cos 2α0) =

3R

16
· 1− cos 2α0

1− cosα0
=

3R

8
(1 + cosα0).

11.4 (křivkový integrál z funkce)

Integrujte funkci f(x, y) = x+y2√
1+x2

podél křivky Γ: y = x2

2 od bodu A = (1, 1
2 ) do bodu B = (0, 0).

Řešeńı:
Integrál spoč́ıtáme podle vztahu ∫

Γ

f ds =

b∫
a

f(ϕ(t)) · ||ϕ′(t)|| dt,

kde ϕ je vhodná parametrizace křivky Γ, tj. zobrazeńı ϕ : 〈a, b〉 → Rn, které je

• spojité a po částech spojitě diferencovatelné na intervalu 〈a, b〉 (to abychom mohli křivky navazovat na sebe),

• ϕ je prosté na 〈a, b〉 až na konečně mnoho vyj́ımek t1, . . . , tn ∈ 〈a, b〉 (křivka může prot́ınat sama sebe),

• ϕ(〈a, b〉) = Γ.

Jako parametrizaci si zvoĺıme ϕ(t) =
(

1 − t, (1−t)2
2

)
pro t ∈ 〈0, 1〉, které zřejmě splňuje všechny

uvedené podmı́nky. Pak je

ϕ′(t) = (−1, t− 1) a ||ϕ′(t)|| =
√

1 + (t− 1)2.

Takže ∫
Γ

f ds =

1∫
0

1− t+ (1−t)4
4√

1 + (1− t)2
·
√

1 + (t− 1)2 dt =

1∫
0

1− t+
(1− t)4

4
dt =

[
u=1−t
du=−dt

]
=

= −
0∫

1

u+
u4

4
du =

1

2
+

1

20
=

11

20
.

Page 4



11.5 (délka křivky)

Částice se pohybuje tak, že poloha v čase t je určena jako ϕ(t) =
(

cos t, sin t, t2

2

)
. Určete délku dráhy,

kterou uraźı v časovém intervalu 〈0, 1〉.

Řešeńı:
Křivka lež́ı v plášti válce x2 + y2 = 1 a je to postupně se roztahuj́ıćı šroubovice. Délka křivky Γ se pak
vypoč́ıtá jako integrál z konstantńı funkce f = 1 podél dané křivky

`(Γ) =

∫
Γ

1 ds =

b∫
a

||ϕ′(t)|| dt .

Máme tedy
ϕ′(t) =

(
− sin t, cos t, t

)
a

||ϕ′(t)|| =
√

sin2 t+ cos2 t+ t2 =
√

1 + t2,

takže dostáváme

`(Γ) =

∫
Γ

1 ds =

1∫
0

√
1 + t2 dt =

[
t=sinh(α)

dt=cosh(α)dα

]
=

arcsinh(1)∫
0

√
1 + sinh2(α) · cosh(α) dα =

=

arcsinh(1) = ln(1+
√

1+12)∫
0

cosh2(α) dα =

ln(1+
√

2)∫
0

(
eα + e−α

2

)2

dα =
1

4

ln(1+
√

2)∫
0

2 + e2α + e−2α dα =

=
1

2
ln(1 +

√
2) +

1

8

[
e2α − e−2α

]α=ln(1+
√

2)

α=0
=

1

2
ln(1 +

√
2) +

1

8

(
(1 +

√
2)2 − 1

(1 +
√

2)2

)
=

=
1

2
ln(1 +

√
2) +

1

8

(
3 + 2

√
2− 1

3 + 2
√

2
· 3− 2

√
2

3− 2
√

2

)
=

√
2

2
+

1

2
ln(1 +

√
2) .

Poznámka k substituci: Protože graf funkce u =
√

1 + t2 je část́ı hyperboly (u2−t2 = 1), je vhodné použ́ıt substituci
pomoćı hyperbolických funkćı

cosh(α) =
eα + e−α

2
a sinh(α) =

eα − e−α

2
.

Jde o rozklad funkce eα na sudou a lichou funkci, tj. eα = cosh(α) + sinh(α). Podobně se pro parametrizaci kružnice
u =
√

1− t2 zase použ́ıvaj́ı goniometrické funkce sin(α) a cos(α). Také vztahy vypadaj́ı v něčem podobně:

cosh2(α)− sinh2(α) = 1, sinh′(α) = cosh(α)

cosh2(α) + sinh2(α) = cosh(2α), cosh′(α) = sinh(α)

Vyřešeńım kvadratické rovnice dostaneme vyjádřeńı inverzńı funkce pro t = sinh(α):

arcsinh(α) = ln
(
t+
√

1 + t2
)
.

(Dostaneme ji z kvadratické rovnice et − 2α− 1
et

= 0 v proměnné et.)

11.6 (křivkový integrál z vektorového pole)
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Najděte práci śıly ~F = (y + z, z + x, x + y) vykonané na částici podél křivky Γ s parametrizaćı ϕ(t) =
(t, t2, t4), t ∈ 〈0, 1〉. Jej́ı orientace je dána touto parametrizaćı.

Řešeńı:
Integrál spoč́ıtáme podle vztahu

∫
Γ

~F · d~s =

b∫
a

~F (ϕ(t)) · ϕ′(t) dt.

Máme
ϕ′(t) = (1, 2t, 4t3)

a tedy

∫
Γ

~F · d~s =

1∫
0

(t2 + t4, t4 + t, t+ t2) ·

 1
2t
4t3

 dt =

1∫
0

3t2 + 5t4 + 6t5 dt =
[
t3 + t5 + t6

]1
0

= 3.
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