
8. cvičeńı z Matematické analýzy 2

19. - 23. listopadu 2018

8.1 Určete poloměr konvergence a sečtěte mocninnou řadu

∞∑

n=0

x2n+1

2n+ 1

na vnitřku oboru konvergence.

Řešeńı:

Poloměr konvergence: Můžeme využ́ıt pod́ılové kritérium pro obecnou řadu (ne nutně mocninnou):
V našem př́ıpadě tedy je

lim
n→∞

∣
∣
∣
x2n+3

2n+3

∣
∣
∣

∣
∣
∣
x2n+1

2n+1

∣
∣
∣

= lim
n→∞

2n+ 1

2n+ 3
|x2| = |x2|

Tedy řada konverguje pro |x2| < 1 a diverguje pro |x2| > 1, tud́ıž poloměr konvergence je nutně
R = 1.

Součet: Pro |x| < 1 plat́ı, že

(
∞∑

n=1

x2n+1

2n+ 1

)′

=

∞∑

n=1

(
x2n+1

2n+ 1

)′

=

∞∑

n=1

x2n .

Vzniklou řadu sečteme jako geometrickou:
∞∑

n=1
yn = 1

1−y − 1, kde y := x2. Pak už snadno máme:

(
∞∑

n=1

x2n+1

2n+ 1

)′

=

∞∑

n=1

x2n =
1

1− x2
− 1 =

1

2

(
1

1− x
+

1

1 + x

)

− 1

a tedy

∞∑

n=1

x2n+1

2n+ 1
=

∫
1

2

(
1

1− x
+

1

1 + x

)

− 1 dx =
1

2

(
− ln(1− x) + ln(1 + x)

)
+ x+ C .

Po dosazeńı x = 0 dostaneme 0 = 1
2

(
− ln(1) + ln(1)

)
+ 0+ C, tedy C = 0. Takže

∞∑

n=1

x2n+1

2n+ 1
= x+

1

2
ln

(
1 + x

1− x

)

pro |x| < 1.
(Zjǐst’ováńı konvergence na kraj́ıch nebylo požadováno, ale snadno je vidět, že řada na kraj́ıch diver-

guje).



8.2 Určete poloměr konvergence a sečtěte mocninnou řadu

∞∑

n=0

(2n + (−1)n)nxn

na vnitřku oboru konvergence.

Řešeńı:

Poloměr konvergence: Využijeme třeba pod́ılové kritérium:

lim
n→∞

∣
∣
∣(2n+1 + (−1)n+1)(n+ 1)

∣
∣
∣
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∣
∣
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n→∞

2 · n+ 1
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∣
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− 1

2

)n+1
∣
∣
∣
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∣
∣1 +

(
− 1

2

)n
∣
∣
∣

= 2

Poloměr konvergence je tedy R = 1
2 .

Součet: Řadu rozeṕı̌seme pomoćı součtu dvou řad. To můžeme udělat na společném oboru konver-
gence těchto řad. Pro |x| < 1

2 plat́ı, že

∞∑

n=0

(2n + (−1)n)nxn =
∞∑

n=0

n(2x)n +
∞∑

n=0

n(−x)n = 2x
∞∑

n=0

n( 2x
︸︷︷︸

y1

)n−1 + (−x)
∞∑

n=0

n(−x
︸︷︷︸

y2

)n−1

protože poloměr konvergence řad na pravé straně je postupně R1 = 1
2 a R2 = 1. Pro sečteńı využijeme

toto:
∞∑

n=0

nyn−1 =

(
∞∑

n=0

yn

)′

=

(
1

1− y

)′

=
1

(1− y)2
.

Takže po dosazeni y1 = 2x a y2 = −x dostaneme

∞∑

n=0

(2n + (−1)n)nxn =
2x

(1− 2x)2
− x

(1 + x)2

pro |x| < 1
2 .

(Zjǐst’ováńı konvergence na kraj́ıch nebylo požadováno, ale snadno je vidět, že řada na kraj́ıch diver-
guje).

8.3 Určete poloměr konvergence a sečtěte mocninnou řadu

∞∑

n=1

3n + (−2)n

n
(x+ 1)n

na vnitřku oboru konvergence.

Řešeńı:

Střed řady je x0 = −1.
Poloměr konvergence: Využijeme třeba pod́ılové kritérium:

lim
n→∞

∣
∣
∣
3n+1+(−2)n+1

n+1

∣
∣
∣

∣
∣
∣
3n+(−2)n

n

∣
∣
∣

= lim
n→∞

3 · n

n+ 1

∣
∣
∣1 +

(
− 2

3

)n+1
∣
∣
∣

∣
∣
∣1 +

(
− 2

3

)n
∣
∣
∣

= 3
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Poloměr konvergence je tedy R = 1
3 .

Součet: Řadu rozeṕı̌seme pomoćı součtu dvou řad. To můžeme udělat na společném oboru konver-
gence těchto řad. Pro |x+ 1| < 1

3 plat́ı, že

∞∑

n=1

3n + (−2)n

n
(x+ 1)n =

∞∑

n=1

(

y1

︷ ︸︸ ︷

3(x+ 1)
)n

n
+

∞∑

n=1

(

y2

︷ ︸︸ ︷

−2(x+ 1)
)n

n

protože poloměr konvergence řad na právě straně je postupně R1 = 1
3 a R2 = 1

2 . Pro sečteńı využijeme
toto:

(
∞∑

n=1

yn

n

)′

=

∞∑

n=1

(
yn

n

)′

=

∞∑

n=1

yn−1 =
1

1− y
⇒

∞∑

n=1

yn

n
=

∫
1

1− y
dy = − ln(1− y) + C .

Pro y = 0 dostaneme, že 0 = − ln(1) + C, tedy C = 0.
Takže po dosazeni y1 = 3(x+ 1) a y2 = −2(x+ 1) dostaneme

∞∑

n=1

3n + (−2)n

n
(x+ 1)n = − ln

(
1− 3(x+ 1)

)
− ln

(
1 + 2(x+ 1)

)
=

= − ln
(
− 2− 3x

)
− ln

(
3 + 2x

)

pro |x+ 1| < 1
3 , tj. pro x ∈

(
− 4

3 ,− 2
3

)
.

(Zjǐst’ováńı konvergence na kraj́ıch nebylo požadováno, ale snadno je vidět, že řada na kraj́ıch diver-
guje).

8.4 Určete poloměr konvergence a sečtěte mocninnou řadu

∞∑

n=0

nx2n+1

na vnitřku oboru konvergence.

Řešeńı:

Poloměr konvergence: Máme

ak =

{

n = k−1
2 , pro k = 2n+ 1 ≥ 3 liché,

0, jinak.

takže nemůžeme př́ımo použ́ıt pod́ılové kritérium. Stač́ı ale řadu trochu přepsat, tj.

∞∑

n=1

n x2n+1 = x

∞∑

n=1

n (x2)n

a zjistit poloměr konvergence řady
∞∑

n=1
n yn, která má podle pod́ılového kritéria lim

n→∞

n+1
n = 1 poloměr

konvergence roven 1, tj. konverguje pro |y| < 1 a diverguje pro |y| > 1. Pro y = x2 tak dostáváme, že
pro |x2| < 1 to konverguje a pro |x2| > 1 to diverguje. Neboli poloměr konvergence p̊uvodńı řady je
rovněž R = 1. Mohli jsme ovšem také na začátku využ́ıt i lim

n→∞

n
√

|an| = · · · = 1.
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Součet: Využijeme toho, co už máme, tj. pro |y| < 1 plat́ı

∞∑

n=1

n yn = y

∞∑

n=1

n yn−1 = y

(
∞∑

n=1

yn

)′

= y

(
1

1− y
− 1

)′

=
y

(1− y)2
.

Takže
∞∑

n=1

n x2n+1 = x

∞∑

n=1

n (x2)n =
x · x2

(1− x2)2
=

x3

(1− x2)2

pro |x| < 1.
(Zjǐst’ováńı konvergence na kraj́ıch nebylo požadováno, ale snadno je vidět, že řada na kraj́ıch diver-

guje).

8.5 Nalezněte Fourierovu řadu pro periodické rozš́ı̌reńı funkce

f(t) = sin t, t ∈ [−π
2 ,

π
2 )

(tj. s periodou T = π) a určete jej́ı součet.

1

−1

π−π

t

f(t)

Řešeńı:

Pro Fourierovu řadu funkce f máme: T = π, ω = 2π
T = 2 a 2

T = 2
π . Z lichosti f plyne, že všechny

koeficienty ak jsou nulové. Pro koeficienty bk (opět z lichosti) máme

bk = 2 · 2
π

π
2∫

0

sin t · sin(2kt) dt = 2

π

π
2∫

0

(

cos(2k − 1)t− cos(2k + 1)t
)

dt =

=
2

π

[

sin(2k − 1)t

2k − 1
− sin(2k + 1)t

2k + 1

]t=
π
2

t=0

=
2

π

(

(−1)k+1

2k − 1
− (−1)k

2k + 1

)

=
8k(−1)k+1

π(4k2 − 1)

protože

sin
(

(2k + 1)π2

)

= (−1)k pro k ∈ Z .

Dostáváme tak

f ∼
∞∑

k=1

8k(−1)k+1

π(4k2 − 1)
sin 2kt, t ∈ R.

Periodické rozš́ı̌reńı funkce f neńı spojité v bodech t = π
2 + kπ, k ∈ Z. V těchto bodech konverguje

Fourierova řada k hodnotě 1
2 [f(t

−) + f(t+)] = 0. Ve všech ostatńıch bodech konverguje Fourierova řada
k periodickému rozš́ı̌reńı funkce f a jej́ı graf je:
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1

−1

π−π

t

F.̌r. pro f

Poznámka: Použili jsme vzorce
cos(x+ y) = cos x cos y − sinx sin y

cos(x− y) = cos x cos y + sinx sin y

a tedy

sinx sin y =
1

2

(

cos(x− y)− cos(x+ y)
)

.

8.6 Nalezněte Fourierovu řadu pro periodické rozš́ı̌reńı funkce

f(t) =

{
1 , t ∈ [0, 1),
−2 , t ∈ [1, 2).

(tj. s periodou T = 2) a určete jej́ı součet.

1

−1

−2

1 2−1−2
t

f(t)

Řešeńı:

Pro Fourierovu řadu funkce f máme: T = 2, ω = 2π
T = π a 2

T = 1. Funkce neńı ani sudá ani lichá, ale
vhodným posunut́ım źıskáme funkci g, která (téměř) lichá je (alespoň z hlediska integrálu), a sice:

g(t) := f(t) +
1

2
=

{ 3
2 , t ∈ [0, 1),

− 3
2 , t ∈ [−1, 0).
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1

2

−1

−2

1 2−1−2
t

g(t)

Najdeme ted’ Fourierovu řadu pro funkci g (s periodou T = 2 a frekvenci ω = 2π
T = π). Z lichosti g

dostáváme ai = 0 pro i = 0, 1, . . . a pro zbylé koeficienty máme

bk = 4
T

T/2∫

0

g(t) sin(kωt) dt = 2

1∫

0

3
2 sin(kπt) dt = −3

[
cos(kπt)

kπ

]t=1

t=0
=

= 3 · 1−(−1)k

kπ =

{

0 , k sudé
6

π(2n−1) , k = 2n− 1, n ∈ N

pro k ∈ N.
Takže

f + 1
2 = g ∼

∞∑

k=1

3 · 1−(−1)k

kπ sin(kπt) =

∞∑

n=1

6
π(2n−1) sin

(
(2n− 1)πt

)

a podle Jordanova kritéria je

∞∑

n=1

6
π(2n−1) sin

(
(2n− 1)πt

)
=

{

0 , t ∈ Z

g(t) , t ∈ R \ Z .

Úpravou pak źıskáme:

f ∼ − 1
2 +

∞∑

n=1

6
π(2n−1) sin

(
(2n− 1)πt

)
=

{

− 1
2 , t ∈ Z

f(t) , t ∈ R \ Z .

kde součet Fourierovy řady pro f má graf

1

−1

−2

1 2−1−2
t

F.̌r. pro f

To, že jsme takto źıskali skutečně Fourierovu řadu pro f , plyne z jej́ı jednoznačnosti (nebo snadno z
linearity výpočtu koeficient̊u).
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8.7 Nalezněte Fourierovu řadu pro periodické rozš́ı̌reńı funkce

f(t) =







cos t , t ∈ 〈−π
2 ,

π
2 )

0 , t ∈ 〈−π
2 ,

3π
2 )

(neboli funkci max{cos t, 0} s periodou T = 2π) a určete jej́ı součet.

1

π−π

t

f(t)

Řešeńı:

Perioda naš́ı funkce je T = 2π, frekvence je ω = 2π
T = 1 a 2

T = 1
π . Funkce f je sudá. Proto bk = 0

pro k = 1, 2, . . . a dále ze sudosti f máme pro zbyle koeficienty Fourierovy řady funkce f , ze:

a0 = 2 · 1
π

π∫

0

f(t) dt = 2 · 1
π

π/2∫

0

cos t dt =
2

π

[

sin t
]t=π/2

t=0
=

2

π
.

ak = 2 · 1
π

π∫

0

f(t) cos(kt) dt = 2 · 1
π

π/2∫

0

cos t cos(kt) dt =
1

π

π/2∫

0

(
cos(k + 1)t+ cos(k − 1)t

)
dt =

= {dále plat́ı pro k ≥ 2} =
1

π

[

sin(k + 1)t

k + 1
+

sin(k − 1)t

k − 1

]t=π/2

t=0

=

=

{

0 , k liché
1
π

(
(−1)n

2n+1 + (−1)n−1

2n−1

)

= − 2(−1)n

π(4n2−1) , k = 2n, n ∈ N

protože

sin
(

(2n+ 1)π2

)

= (−1)n pro n ∈ Z .

Pro k = 1 máme

a1 = · · · = 1

π

π/2∫

0

(
cos 2t+ 1

)
dt =

1

π

[
sin 2t

2
+ t

]t=π/2

t=0

=
1

2
.

Takže dostáváme

f ∼ a0

2 +

∞∑

k=1

[
ak cos(kt) + bk sin(kt)

]
=

=
1

π
+

1

2
cos t+

∞∑

n=1

2

π
· (−1)n+1

4n2 − 1
cos 2nt

(ak = 0 pro lichá k a pro sudá jsme to přepsali pomoćı k = 2n)
Periodické rozš́ı̌reńı funkce f je všude spojité a podle Jordanova kritéria konverguje všude k p̊uvodńı

funkci, tj.
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f(t) =
1

π
+

1

2
cos t+

∞∑

n=1

2

π
· (−1)n+1

4n2 − 1
cos 2nt

pro všechna t ∈ R.

Poznámka: Použili jsme vzorce
cos(x+ y) = cos x cos y − sinx sin y

cos(x− y) = cos x cos y + sinx sin y

a tedy

cos x cos y =
1

2

(

cos(x+ y) + cos(x− y)
)

.

8.8 Nalezněte Fourierovu řadu pro periodické rozš́ı̌reńı funkce

f(t) =

{
t , t ∈ [0, 1),
0 , t ∈ [1, 2).

(tj. funkci s periodou T = 2) a určete jej́ı součet.

1

1 2−1−2
t

f(t)

Řešeńı:

Pro Fourierovu řadu funkce f máme: T = 2, ω = 2π
T = π a 2

T = 1.

a0 = 2
2

2∫

0

f(t) dt =

1∫

0

t dt =
1

2

ak = 2
2

1∫

0

t cos(kπt) dt =
[

t · sin(kπt)
kπ

]t=1

t=0
︸ ︷︷ ︸

=0

−
1∫

0

sin(kπt)
kπ dt =

[
cos(kπt)
(kπ)2

]t=1

t=0
= (−1)k−1

(kπ)2

bk = 2
2

1∫

0

t sin(kπt) dt = −
[

t · cos(kπt)
kπ

]t=1

t=0
+

1∫

0

cos(kπt)
kπ dt = (−1)k+1

kπ +
[
sin(kπt)
(kπ)2

]t=1

t=0
︸ ︷︷ ︸

=0

= (−1)k+1

kπ

Takže

f ∼ 1
4 +

∞∑

k=1

(−1)k−1
(kπ)2 cos(kπt) + (−1)k+1

kπ sin(kπt)
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a podle Jordanova kritéria je

1
4 +

∞∑

k=1

(−1)k−1
(kπ)2 cos(kπt) + (−1)k+1

kπ sin(kπt) =

{
1
2 , t ∈ 2Z+ 1

f(t) , t ∈ R \ (2Z+ 1) .

s grafem

1

1 2−1−2
t

F.̌r. pro f

8.9 (dvojný integrál - Fubiniho věta)
Změňte pořad́ı integrace následuj́ıćıch integrál̊u:

(a)
π∫

0

sin x∫

0

f(x, y) dy dx.

(b)
1∫

0

x∫

0

f(x, y) dy dx+
2∫

1

2−x∫

0

f(x, y) dy dx.

(c)
1∫

0

√
y
∫

0

f(x, y) dx dy.

Řešeńı:

Fubiniho věta: Necht’

• E ⊆ R2 je oblast integrace (tj. množina, na které má v̊ubec smysl se o integrál nějaké funkce zaj́ımat, např. určená
grafy nějakých spojitých funkćı),

• f : E → R je funkce spojitá na vniťrku E◦ oblasti E a

• dvojný integrál z absolutńı hodnoty funkce f je konečný, tj.
∫∫

E

|f | dS < ∞ (např. pokud funkce je omezená a E je

také omezená).

Pak existuje dvojný integrál
∫∫

E

f dS a plat́ı

∫∫

E

f dS =

∫

π2(E)

(

∫

(vodorovný) řez množinou E

pomoćı př́ımky R× {y}

f(x, y) dx

)

dy

∫∫

E

f dS =

∫

π1(E)

(

∫

(svislý) řez množinou E

pomoćı př́ımky {x} × R

f(x, y) dy

)

dx,

kde π1, π2 : R2 → R jsou projekce na jednotlivé osy, tedy π1(x, y) = x a π2(x, y) = y.
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Poznámka: Předpoklad konečnosti integrálu z absolutńı hodnoty funkce je podstatný! Např. pro funkci

f(x, y) =
x2 − y2

(x2 + y2)2

na E = 〈0, 1〉 × 〈0, 1〉 \ {(0, 0)} je
∫ 1

0

(∫ 1

0

x2 − y2

(x2 + y2)2
dy

)

dx =

∫ 1

0

[

y

x2 + y2

]y=1

y=0

dx =

∫ 1

0

1

x2 + 1
dx =

[

arctan(x)
]x=1

x=0
=

π

4

zat́ımco
∫ 1

0

(∫ 1

0

x2 − y2

(x2 + y2)2
dx

)

dy =

∫ 1

0

[ −x

x2 + y2

]x=1

x=0

dy =

∫ 1

0

−1

y2 + 1
dy =

[

− arctan(y)
]y=1

y=0
= −π

4

což mimo jiné ukazuje na to, že
∫ 1

0

∫ 1

0

∣

∣

∣

∣

x2 − y2

(x2 + y2)2

∣

∣

∣

∣

dx dy = ∞.

Obrácená Fubiniova věta (verze použitelná i pro neomezené funkce nebo množiny):
Necht’

• E ⊆ R
2 je oblast integrace

• f : E → R je nezáporná funkce spojitá na E◦

• jeden z integrál̊u vzniklých postupnou integraćı podle proměnných je konečný.

Pak i integrál v opačném pořad́ı integrace je konečný, oba se rovnaj́ı a funkce má dvojný integrál
∫∫

E

f dS (rovný této

společné hodnotě).

V těchto př́ıkladech procvičujeme jen záměnu integrace, takže předpokládáme, že funkce f předpoklady
Fubiniho věty splňuje.

(a) Základńı oblast integrace je

E : 0 ≤ x ≤ π & 0 ≤ y ≤ sinx.

Máme
π1(E) = 〈0, π〉

a
({x} × R) ∩E = {x} × 〈0, sinx〉.

1

π
x

y

(arcsin(y), y) (π − arcsin(y), y)

(x, sin(x))

(x, 0)

E

0

Po výměně pořad́ı integrace máme
π2(E) = 〈0, 1〉

a pro řezy ve směru osy x z nerovnosti y ≤ sinx odvod́ıme:

arcsin y ≤ arcsin(sinx) =

{
x , x ∈ 〈0, π

2 )
π − x , x ∈ 〈π2 , π〉
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Pozor! arcsin a sin jsou v̊uči sobě inverzńı jen pro úhly v intervalu 〈−π
2
, π
2
〉. Využijeme tud́ıž sinx = sin(π− x) a pro

x ∈ 〈π
2
, π〉 už je π − x ∈ 〈−π

2
, 0〉, takže

arcsin(sinx) = arcsin(sin(π − x)) = π − x.

Takže dostáváme arcsin y ≤ x ≤ π − arcsin y, tud́ıž

(R× {y}) ∩E = 〈arcsin y, π − arcsiny〉 × {y}.

Záměna integrace pak vyjde jako:

π∫

0

sin x∫

0

f(x, y) dy dx =

1∫

0

π−arcsin y∫

arcsin y

f(x, y) dx dy.

(b) Základńı oblasti integrace jsou

E1 : 0 ≤ x ≤ 1 & 0 ≤ y ≤ x

E2 : 1 ≤ x ≤ 2 & 0 ≤ y ≤ 2− x.

Množiny E1 a E2 se překrývaj́ı pouze v úsečce {1}×〈0, 1〉, která na hodnotu integrálu nemá vliv. Funkci
f tak můžeme prostě integrovat na sjednoceńı obou oblast́ı E = E1 ∪ E2.

1

1 2

x

y

(y, y) (2− y, y)

(x, 2− x)

(x, 0)

(x′, x′)

(x′, 0)

E1 E2

y = 2− x y = x

0

Pozor! Toto sjednoceńı neńı samozřejmá věc! Pokud by se totiž oblasti překrývaly na nějaké “podstatněǰśı” množině,
bylo pak na tomto pr̊uniku poťreba integrovat funkci dvakrát (př́ıspěvek z každé oblasti Di). Přesněji, plat́ı

∫∫

E1

f dS +

∫∫

E2

f dS =

∫∫

E1\E2

f dS + 2 ·
∫∫

E1∩E2

f dS +

∫∫

E2\E1

f dS






=

∫∫

E1∪E2

f dS +

∫∫

E1∩E2

f dS







Takže π2(E) = 〈0, 1〉 a (R× {y}) ∩ E = 〈y, 2− y〉 × {y}. Záměna integrace pak vyjde jako:

1∫

0

x∫

0

f(x, y) dy dx+

2∫

1

2−x∫

0

f(x, y) dy dx =

1∫

0

2−y∫

y

f(x, y) dx dy.

(c) Základńı oblast integrace je

E : 0 ≤ y ≤ 1 & 0 ≤ x ≤ √
y.
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1

1 2

x

y

(0, y) (
√
y, y)

(x, 1)

(x, x2)

E

y = 1

x =
√
y

0

Po rozřezáńı oblasti E ve směru osy y máme

E : 0 ≤ x ≤ 1 & x2 ≤ y ≤ 1.

Záměna integrace pak vyjde jako:

1∫

0

√
y

∫

0

f(x, y) dx dy =

1∫

0

1∫

x2

f(x, y) dy dx.

8.10 (dvojný integrál - Fubiniho věta)
Vypoč́ıtejte hodnotu integrálu ∫∫

E

sinx

x
dxdy

kde E je trojúhelńık s vrcholy (0, 0), (1, 0), (1, 1).

Řešeńı:

Oblast integrace je
E : 0 ≤ x ≤ 1 & 0 ≤ y ≤ x .

1

1

x

y

(x, x)

(x, 0)

E

y = x

0

Máme
∫∫

E

sinx

x
dxdy =

1∫

0

x∫

0

sinx

x
dy dx =

1∫

0

sinx dx = 1− cos(1).
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8.11 (dvojný integrál - Fubiniho věta)
Načrtněte oblast integrace a vyč́ıslete integrál

2∫

0

4−x2
∫

0

xe2y

4− y
dy dx

Řešeńı:

Pro výpočet integrálu bude výhodněǰśı vyměnit pořad́ı integrace. Máme

E : 0 ≤ x ≤ 2 & 0 ≤ y ≤ 4− x2 & y 6= 4.

Funkce f(x, y) = xe2y

4−y na množině E sice neńı omezená (v okoĺı bodu (0, 4)), ale je nezáporná, takže
Fubiniovu větu použ́ıt můžeme.

Proč funkce neńı omezená: Množina E je ohraničená parabolou y = 4 − x2. Klidně si ale můžeme dovolit vźıt i
jinou parabolu, která už bude ležet ve vniťrku E, tedy vhodné λ > 0 tak, aby (x, 4− λx2) ∈ D. Pak budeme mı́t

lim
(x,y)→(0,0)

y=4−λx2, x>0

f(x, y) = lim
x→0+

xe2(4−λx2)

λx2
= +∞.

Poznámka: Připomeňme si ještě, jak je definován integrál
∫∫

E

f dS, pokud je funkce f nebo oblast E integrace

neomezená. Pak je takový integrál určen (jako konečná) hodnota, pouze pokud je tzv. absolutně konvergentńı, tj. pokud

lim
n→∞

∫∫

En

|f | dS =:

∫∫

E

|f | dS < ∞

pro nějakou posloupnost omezených oblast́ı E1 ⊆ E2 ⊆ · · · ⊆ En ⊆ En+1 ⊆ · · · takovou, že f na En je omezená a
E = ∪nEn. V tom př́ıpadě pro integrál plat́ı Fubiniho věta (v analogické podobě jako pro omezenou funkci na omezené
množině).

Po záměně řez̊u dostaneme vztahy

E : 0 ≤ y < 4 & 0 ≤ x ≤
√

4− y

1

2

3

4

1 2

x

y

(0, y) (
√

4− y, y)

E

0

y = 4− x2

takže dostáváme

2∫

0

4−x2
∫

0

xe2y

4− y
dy dx =

4∫

0

(

√
4−y∫

0

xe2y

4− y
dx
)

dy =

4∫

0

[ x2e2y

2(4− y)

]x=
√
4−y

x=0
dy =

=

4∫

0

e2y

2
dy =

[e2y

4

]y=4

y=0
=

e8 − 1

4
.
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