
9. cvičeńı z Matematické analýzy 2

18. - 22. listopadu 2019

Př́ıklad 8.9.

9.1 (dvojný integrál - Fubiniho věta)
Změňte pořad́ı integrace následuj́ıćıch integrál̊u:

(a)
1∫

0

1∫

√
y

f(x, y) dx dy.

(b)
1∫

0

x∫

0

f(x, y) dy dx+
2∫

1

2−x∫

0

f(x, y) dy dx.

Řešeńı:

V těchto př́ıkladech procvičujeme jen záměnu integrace, takže předpokládáme, že funkce f předpoklady
Fubiniho věty splňuje.

(a) Základńı oblast integrace je

E : 0 ≤ y ≤ 1 &
√
y ≤ x ≤ 1.

1

1 2

x

y

(1, y)(
√
y, y)

(x, 0)

(x, x2)

E

x = 1 x =
√
y

0

Po rozřezáńı oblasti E ve směru osy y máme

E : 0 ≤ x ≤ 1 & 0 ≤ y ≤ x2.

Záměna integrace pak vyjde jako:

1∫

0

1∫

√
y

f(x, y) dx dy =

1∫

0

x2
∫

0

f(x, y) dy dx.

(b) Základńı oblasti integrace jsou

E1 : 0 ≤ x ≤ 1 & 0 ≤ y ≤ x

E2 : 1 ≤ x ≤ 2 & 0 ≤ y ≤ 2− x.

Množiny E1 a E2 se překrývaj́ı pouze v úsečce {1}×〈0, 1〉, která na hodnotu integrálu nemá vliv. Funkci
f tak můžeme prostě integrovat na sjednoceńı obou oblast́ı E = E1 ∪ E2.



1

1 2

x

y

(y, y) (2− y, y)

(x, 2− x)

(x, 0)

(x′, x′)

(x′, 0)

E1 E2

y = 2− x y = x

0

Pozor! Toto sjednoceńı neńı samozřejmá věc! Pokud by se totiž oblasti překrývaly na nějaké “podstatněǰśı” množině,
bylo pak na tomto pr̊uniku poťreba integrovat funkci dvakrát (př́ıspěvek z každé oblasti Di). Přesněji, plat́ı

∫∫

E1

f dS +

∫∫

E2

f dS =

∫∫

E1\E2

f dS + 2 ·
∫∫

E1∩E2

f dS +

∫∫

E2\E1

f dS


=

∫∫

E1∪E2

f dS +

∫∫

E1∩E2

f dS




Takže π2(E) = 〈0, 1〉 a (R× {y}) ∩ E = 〈y, 2− y〉 × {y}. Záměna integrace pak vyjde jako:

1∫

0

x∫

0

f(x, y) dy dx+

2∫

1

2−x∫

0

f(x, y) dy dx =

1∫

0

2−y∫

y

f(x, y) dx dy.

9.2 (dvojný integrál - Fubiniho věta)
Vypoč́ıtejte hodnotu integrálu:

(a)
∫∫

E

sinx

x
dxdy

kde E je trojúhelńık s vrcholy (0, 0), (1, 0), (1, 1).

(b)
∫∫

E

ey
3
√

xy − y2 dS,

kde oblast E je omezená př́ımkami y = x, x = 10y a y = 1.

(c)
∫∫

E

e
x

y dS,

kde E je oblast v prvńım kvadrantu omezena křivkami x = y2, x = 0 a y = 1.

Řešeńı:

(a) Oblast integrace je
E : 0 ≤ x ≤ 1 & 0 ≤ y ≤ x .
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1

1

x

y

(x, x)

(x, 0)

E

y = x

0

Máme
∫∫

E

sinx

x
dxdy =

1∫

0

x∫

0

sinx

x
dy dx =

1∫

0

sinx dx = 1− cos(1).

(b) Oblast E je trojúhelńık s vrcholy (0, 0), (1, 1) a (10, 1) a pro výraz pod odmocninou tak máme
xy − y2 = y(x− y) ≥ 0. Na prvńı pohled je jednodušš́ı zkusit integrovat nejdř́ıve podle x.

E : 0 ≤ y ≤ 1 & y ≤ x ≤ 10y

∫∫

E

ey
3
√

xy − y2 dS =

1∫

0

10y∫

y

ey
3
√

xy − y2 dx dy =

1∫

0

[

ey
3 2

3
· (xy − y2)3/2

y

]x=10y

x=y

dy =

=

1∫

0

ey
3 2

3
· (9y

2)3/2

y
dy = 6

1∫

0

3y2ey
3

dy = 6
[

ey
3
]y=1

y=0
= 6(e− 1) .

(c) Oblast integrace
E : 0 ≤ x ≤ y2 & 0 < y ≤ 1

je omezená, ale u funkce f(x, y) = e
x

y zúžené na E to neńı jasné - problémový je bod (0, 0). Přesto ale
můžeme použ́ıt Fubiniovu větu, protože funkce je nezáporná. Konkrétně:

Máme tedy

∫∫

E

e
x

y dS =

1∫

0

y2

∫

0

e
x

y dx dy =

1∫

0

[

ye
x

y

]x=y2

x=0
dy =

1∫

0

yey − y dy =

[

(y − 1)ey − y2

2

]y=1

y=0

=
1

2
.

Poznámka: Vyšeťŕıme si ještě pro pořádek chováńı f na E v bodě (0, 0). Protože pro (x, y) ∈ E máme 0 ≤ x ≤ y2 a
0 < y, tak 0 ≤ x

y
≤ y a tedy

1 ≤ e
x

y ≤ ey → 1 pro (x, y) → (0, 0)

a proto lim
(x,y)→(0,0)

(x,y)∈E

e
x

y = 1. Funkce f je proto na E omezená a spojitá a integrál tedy existuje a je konečný.

9.3 (dvojný integrál - Fubiniho věta)
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Načrtněte oblast integrace a vyč́ıslete integrál:

(a)
8∫

0

2∫

3
√
x

1

y4 + 1
dy dx

(b)
∫∫

E

emax{x2,y2} dx dy ,

kde E = 〈0, 1〉2 ⊆ R
2.

(c)
∫∫

E

e
x

y dS,

kde oblast E je omezená př́ımkami y = x, x = 10y a y = 1.

Řešeńı:

(a) Opět bude výhodněǰśı vyměnit pořad́ı integrace. Máme

D : 0 ≤ x ≤ 8 & 3
√
x ≤ y ≤ 2,

takže
D : 0 ≤ y ≤ 2 & 0 ≤ x ≤ y3,

a dostáváme tak
8∫

0

2∫

3
√
x

1

y4 + 1
dy dx =

2∫

0

(
y3

∫

0

1

y4 + 1
dx
)

dy =

2∫

0

y3

y4 + 1
dy =

=
[ ln(y4 + 1)

4

]y=2

y=0
=

ln 17

4
.

(b) Zjist́ıme si hodnoty funkce na množině E:

emax{x2,y2} =

{

ex
2

pro 0 ≤ y ≤ x ≤ 1,

ey
2

pro 0 ≤ x ≤ y ≤ 1.

Množinu E si tedy rozděĺıme na př́ıslušné dvě části (trojúhelńıky)

E1 : 0 ≤ y ≤ x ≤ 1

E2 : 0 ≤ x ≤ y ≤ 1

a pak máme ∫∫

E

emax{x2,y2} dx dy =

∫∫

E1

ex
2

dx dy +

∫∫

E2

ey
2

dx dy =

=

1∫

0

x∫

0

ex
2

dy dx+

1∫

0

y∫

0

ey
2

dx dy =

1∫

0

xex
2

dx+

1∫

0

yey
2

dy =
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=

[

ex
2

2

]x=1

x=0

+

[

ey
2

2

]y=1

y=0

= e− 1 .

(c) Oblast E je trojúhelńık s vrcholy (0, 0), (1, 1) a (10, 1). Na prvńı pohled je jednodušš́ı zkusit
integrovat nejdř́ıve podle x.

E : 0 ≤ y ≤ 1 & y ≤ x ≤ 10y

∫∫

E

e
x

y dS =

1∫

0

10y∫

y

e
x

y dx dy =

1∫

0

[

ye
x

y

]x=10y

x=y
dy =

1∫

0

y
(
e10 − e

)
dy =

1

2

(
e10 − e

)
.

Poznámka: Vyšeťŕıme si ještě pro pořádek chováńı f na E v bodě (0, 0). Protože pro (x, y) ∈ E máme y ≤ x ≤ 10y

a 0 < y, tak 1 ≤ x
y
≤ 10 a tedy e1 ≤ e

x

y ≤ e10. Funkce f je proto na E \ {(0, 0)} omezená, kladná a spojitá a integrál na

celé E tedy existuje a je konečný.

Poznámka: Připomeňme si ještě, jak je definován integrál
∫∫
E

f dS, pokud je funkce f nebo oblast E integrace neomezená.

Pak je takový integrál určen (jako konečná) hodnota, pouze pokud je tzv. absolutně konvergentńı, tj. pokud

lim
n→∞

∫∫

En

|f | dS =:

∫∫

E

|f | dS < ∞

pro nějakou posloupnost omezených oblast́ı E1 ⊆ E2 ⊆ · · · ⊆ En ⊆ En+1 ⊆ · · · takovou, že f na En je omezená a E = ∪nEn.
V tom př́ıpadě pro integrál plat́ı Fubiniho věta (v analogické podobě jako pro omezenou funkci na omezené množině).

9.4 Vypoč́ıtejte integrál ∫∫

E

xe−y sin y

y
dS

pro neomezenou množinu E = {(x, y) ∈ R
2 | 0 ≤ x ≤ y

2}.

Řešeńı:

Integrál si nejdř́ıve spoč́ıtáme (za předpokladu, že je konečný) a na konci si korektnost tohoto postupu
dodatečně ověř́ıme.

∫∫

E

xe−y sin y

y
dS =

∞∫

0

y

2∫

0

xe−y sin y

y
dx dy =

1

8

∞∫

0

ye−y sin y dy

Výpočet integrálu:

A :=

∞∫

0

(ye−y) sin y dy = {per partes} =
[
ye−y(− cos y)

]∞
0

︸ ︷︷ ︸

=0

+

∞∫

0

(e−y − ye−y) cos y dy =

=

∞∫

0

e−y cos y dy −
∞∫

0

(ye−y) cos y dy = {per partes} =

=

∞∫

0

e−y cos y dy −
[
ye−y sin y

]∞
0

︸ ︷︷ ︸

=0

+

∞∫

0

(e−y − ye−y) sin y dy =
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=

∞∫

0

e−y cos y dy +

∞∫

0

e−y sin y dy −
∞∫

0

ye−y sin y dy =

∞∫

0

e−y cos y + e−y sin y dy −A

Z této rovnosti vypočteme A jako

∞∫

0

ye−y sin y dy = A = 1
2

∞∫

0

e−y cos y + e−y sin y dy = 1
2

[

− e−y cos y
]∞

0
= 1

2

Celkem tedy máme ∫∫

E

xe−y sin y

y
dS = · · · = 1

8 · 1
2 = 1

16 .

Ted’ tedy ještě ověřit konečnost zadaného integrálu, tj. absolutńı konvergenci, neboli, že to celé bylo
v pořádku. Na E máme

∣
∣
∣xe−y sin y

y

∣
∣
∣ ≤ xe−y.

Pro tuto nezápornou funkci (tzv. majorantu) můžeme tedy použ́ıt obrácenou Fubiniho větu (tj. pokud
nám při postupné integraci nakonec vyjde konečná hodnota, je konečný i integrál z majoranty):

∫∫

E

xe−y dS =

∞∫

0

y

2∫

0

xe−y dx dy =

∞∫

0

y2

8
e−y dy =

∞∫

0

(
y2

8
e−

y

2

)

e−
y

2 dy ≤
∞∫

0

K · e− y

2 dy < ∞

kde jsme použili to, že |y2

8 e−
y

2 | ≤ K pro vhodnou konstantu K > 0 (nebot’ funkce y2

8 e−
y

2 je spojitá na
〈0,+∞) a jde k nule v nekonečnu).

Celkově tedy postupná integrace z xe−y dává konečnou hodnotu a tedy (podle obrácené Fubiniho
věty) je integrál

∫∫

E

xe−y dS také konečný. Tud́ıž z odhadu i integrál

∫∫

E

∣
∣
∣xe

−y sin y

y

∣
∣
∣ dS ≤

∫∫

E

xe−y dS < ∞

je konečný, což jsme potřebovali pro korektnost úvodńıho výpočtu.

Poznámka: Můžeme použ́ıt i následuj́ıćı postup využ́ıvaj́ıćı funkce komplexńı proměnné (jednodušš́ı než opakovaná
metoda per partes):

e−y sin y = Im
(
e−y(cos y + i sin y)

)
= Im

(
e−yeiy

)
= Im

(
e(i−1)y

)

Odsud tedy plyne, že
∞∫

0

ye−y sin y dy =

∞∫

0

y · Im
(
e(i−1)y

)
dy =

∞∫

0

Im
(
ye(i−1)y

)
dy = Im

( ∞∫

0

ye(i−1)y dy
)

a dále
∞∫

0

ye(i−1)y dy =

[
y
e(i−1)y

i− 1

]∞

0

−
∞∫

0

e(i−1)y

i− 1
dy =

[
ye−y eiy

i− 1︸ ︷︷ ︸
omezene

]∞

0

︸ ︷︷ ︸
=0

−
[
e(i−1)y

(i− 1)2

]∞

0

=

= −
[
e−y eiy

(i− 1)2
︸ ︷︷ ︸
omezene

]∞

0

=
1

(i− 1)2
=

1

i2 − 2i+ 1
= − 1

2i
=

i

2

Tedy
∞∫

0

ye−y sin y dy = · · · = Im
( ∞∫

0

ye(i−1)y dy
)
= · · · = Im

(1

2
i

)
=

1

2
.
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Plat́ı: Pro všechna a, b ∈ R je
b∫

a

sgn(x) · xndx =

[
sgn(x) · x

n+1

n+ 1

]b

a

9.5 Určete těžǐstě

(a) trojúhelńıku s vrcholy (0, 0), (1, 1), (4, 0), jehož plošná hustota je ̺(x, y) = x.

(b) útvaru omezeného křivkami x = y2 a y = x− 2, jehož plošná hustota je ̺(x, y) = |y| = sgn(y) · y.

(c) útvaru omezeného křivkami xy = 1 a x+ y = 5
2 , jehož plošná hustota je ̺(x, y) = 1.

Řešeńı:

Oblast E je ve všech př́ıpadech konvexńı, takže těžǐstě bude ležet v E. Je dobré si vždy u výsledk̊u tuto
vlastnost zkontrolovat (je to ovšem pochopitelné jen nutná podmı́nka).

(a) Oblast integrace je
E : 0 ≤ y ≤ 1, y ≤ x ≤ 4− 3y.

Jednotlivé integrály tedy jsou
hmotnost:

m =

∫∫

E

̺ dS =

1∫

0

(
4−3y∫

y

x dx
)

dy =

1∫

0

[x2

2

]x=4−3y

x=y
dy =

=
1

2

1∫

0

(3y − 4)2 − y2 dy =
1

2

[ (3y − 4)3

9
− y3

3

]1

0
=

10

3

x-ová souřadnice těžǐstě:

T1 =
1

m

∫∫

E

x̺(x, y) dS =
3

10

1∫

0

(
4−3y∫

y

x2 dx
)

dy =
1

10

1∫

0

[

x3
]x=4−3y

x=y
dy =

=
1

10

1∫

0

(4 − 3y)3 − y3 dy =
[

− (4− 3y)4

120
− y4

40

]1

0
=

21

10

y-ová souřadnice těžǐstě:

T2 =
1

m

∫∫

E

y̺(x, y) dS =
3

10

1∫

0

(
4−3y∫

y

xy dx
)

dy =
3

20

1∫

0

[

x2y
]x=4−3y

x=y
dy =

=
3

20

1∫

0

y(4− 3y)2 − y3 dy =
12

5

1∫

0

y3 − 3y2 + 2y dy =
12

5

[y4

4
− y3 + y2

]1

0
=

3

5
.

(b) Oblast je vnitřńı část paraboly y2 = x (obrácené v směru osy x), která je oř́ıznutá šikmo př́ımkou
y = x− 2.

Zintegrujeme postupně nejdř́ıve podle x (tj. rozřežemeE vodorovně) a pak podle y. K tomu potřebujeme
zjistit rozsah proměnné y (tj. pr̊umět oblasti E na osu y), neboli pr̊uniky hyperboly s př́ımkou:
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y2 = x ∧ y = x− 2

y2 = y + 2

0 = y2 − y − 2 = (y + 1)(y − 2)

Množinu E tedy zaṕı̌seme jako

E : −1 ≤ y ≤ 2 & y2 ≤ x ≤ y + 2

Takže máme
hmotnost:

m =

∫∫

E

̺ dS =

2∫

−1

y+2∫

y2

sgn(y) · y dx dy =

2∫

−1

sgn(y) ·
(
y2 + 2y − y3

)
dy =

=
[

sgn(y) ·
(
y3

3
+ y2 − y4

4

)]2

−1
=

8

3
+ 4− 4− 1

3
+ 1− 1

4
=

37

12
.

x-ová souřadnice těžǐstě:

T1 =
1

m

∫∫

E

x̺(x, y) dS =
12

37

2∫

−1

y+2∫

y2

sgn(y) · xy dx dy =
6

37

2∫

−1

sgn(y) · y
[

x2
]x=y+2

x=y2
dy =

=
6

37

2∫

−1

sgn(y) ·
(

4y + 4y2 + y3 − y5
)

dy =
6

37

[

sgn(y) ·
(

2y2 +
4y3

3
+

y4

4
− y6

6

)]2

−1
=

=
6

37

(

8 +
32

3
+ 4− 32

3
+ 2− 4

3
+

1

4
− 1

6

)

=
153

74

.
= 2.07

y-ová souřadnice těžǐstě:

T2 =
1

m

∫∫

E

y̺(x, y) dS =
12

37

2∫

−1

y+2∫

y2

sgn(y) · y2 dx dy =
12

37

2∫

−1

sgn(y) ·
(
y3 + 2y2 − y4

)
dy =

=
12

37

[

sgn(y) ·
(
y4

4
+

2y3

3
− y5

5

)]2

−1
=

12

37

(

4 +
16

3
− 32

5
+

1

4
− 2

3
+

1

5

)

=
163

370

.
= 0.44 .

(c) Oblast E je vnitřńı část hyperboly xy = 1 která je oř́ıznutá př́ımkou x + y = 5
2 . Potřebujeme

zjistit rozsah proměnných neboli pr̊uniky hyperboly s př́ımkou:

(

xy = 1 ∧ x+ y =
5

2

)

⇔
(

(x, y) =
(
1
2 , 2
)

∨ (x, y) =
(
2, 1

2

)

)

Množinu E tedy zaṕı̌seme jako

E : 1
2 ≤ x ≤ 2 & 1

x ≤ y ≤ 5
2 − x

Vzhledem k symetrii E budeme mı́t T1 = T2.
hmotnost:

m =

∫∫

E

̺ dS =

2∫

1
2

(

5
2
−x
∫

1
x

1 dy
)

dx =

2∫

1
2

5

2
− x− 1

x
dx =

15

4
−
[x2

2
+ lnx

]2

1
2

=
15

8
− 2 ln 2
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T1 = T2 =
1

m

∫∫

E

x̺(x, y) dS =
1

m

2∫

1
2

(

5
2
−x
∫

1
x

x dy
)

dx =
1

m

2∫

1
2

5

2
x− x2 − 1 dx =

=
1

m

[5x2

2
− x3

3
+ x
]2

1
2

=
1

m

9

16
=

9

30− 32 ln 2

.
= 1.151 .

Věta o substituci: Necht’ U ⊆ R
2 je oblast integrace a Φ : U → R

2 je zobrazeńı (nazývané parametrizace). Necht’ dále
plat́ı, že

• Φ je spojité na U ,

• Φ je prosté a spojitě diferencovatelné na U◦ (tj. na vniťrku U)

• detΦ′ 6= 0 všude na U◦ a

• množina ∂U se skládá ze spojitě diferencovatelných křivek, př́ıpadně bod̊u (tj. jej́ı př́ıspěvek k hodnotě jakéhokoliv
integrálu je nulový)

Necht’ f je integrabilńı funkce na Φ(U). Pak
∫∫

Φ(U)

f dS =

∫∫

U

(f ◦ Φ) · |det Φ′| dS̃.

kde pro odlǐseńı znač́ıme integraci podle jiných proměnných jako dS̃.

9.6 (vyjádřeńı oblasti v polárńıch souřadnićıch)
Vyjádřete integrál ∫∫

E

f(x, y) dx dy

v polárńıch souřadnićıch v pořad́ı d̺ dϕ pro oblast E, která je plochou trojúhelńıka s vrcholy (1, 0), (2, 0) a
(1, 1).

Řešeńı:

Oblast E je trojúhelńık ohraničený př́ımkami x = 1, y = 0 a x+ y = 2 a dá se popsat také jako

E : 1 ≤ x ≤ 2 & 0 ≤ y ≤ 2− x

Pro parametrizaci oblasti E v polárńıch souřadnićıch v pořad́ı d̺ dϕ urč́ıme nejdř́ıve rozsah proměnné
ϕ, což je 0 ≤ ϕ ≤ π

4 . Pro pevně zvolené ϕ ted’ urč́ıme rozsah proměnné ̺. Ten je ze zdola určený př́ımkou
x = 1 a shora př́ımkou x+ y = 2. Po dosazeńı x = ̺ cosϕ a y = ̺ sinϕ do těchto rovnic pak dostaneme
oblast U ve tvaru

U : 0 ≤ ϕ ≤ π

4
&

1

cosϕ
≤ ̺ ≤ 2

cosϕ+ sinϕ

takže přepis integrálu je následuj́ıćı

∫∫

E

f(x, y) dx dy =

π/4∫

0

2
cos ϕ+sinϕ∫

1
cosϕ

̺ · f(̺ cosϕ, ̺ sinϕ) d̺ dϕ .

9.7 (polárńı souřadnice)
Použit́ım polárńıch souřadnic spoč́ıtejte integrály
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(a)
2∫

−2

√
4−x2
∫

0

x2 − y2
√

x2 + y2
dy dx,

(b)
1∫

0

√
2−x2
∫

x

x
√

x2 + y2
dy dx

(c)
√
2∫

0

√
4−y2

∫

y

1

1 + x2 + y2
dx dy.

Řešeńı:

Polárńı souřadnice je vhodné použ́ıvat vzhledem když množina a/nebo funkce vykazuj́ı rotačńı sy-
metrii. Je to transformace s předpisem

Φ :
x = r cosϕ
y = r sinϕ

jej́ıž jakobián je detΦ′ = r.

(a) Oblast integrace je

E : −2 ≤ x ≤ 2 & 0 ≤ y ≤
√

4− x2

což je p̊ulkruh o poloměru 2 v horńı polorovině a se středem v počátku, jehož parametrizace E = Φ(U)
pomoćı polárńıch souřadnic Φ je tvaru

U : 0 ≤ ϕ ≤ π & 0 ≤ r ≤ 2 .

takže máme

2∫

−2

√
4−x2
∫

0

x2 − y2
√

x2 + y2
dy dx =

∫∫

E=Φ(U)

x2 − y2
√

x2 + y2
dS =

∫∫

U

r2(cos2 ϕ− sin2 ϕ
︸ ︷︷ ︸

=cos 2ϕ

) dr dϕ =

=





2∫

0

r2 dr



 ·





π∫

0

cos 2ϕ dϕ





︸ ︷︷ ︸

=0

= 0 .

(b) Oblast integrace je

E : 0 ≤ x ≤ 1 & x ≤ y ≤
√

2− x2

což je kruhová výseč, jej́ıž parametrizace E = Ψ(U) ve sférických souřadnićıch je tvaru

U : 0 ≤ r ≤
√
2 &

π

4
≤ ϕ ≤ π

2
.
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Takže máme

1∫

0

√
2−x2
∫

x

x
√

x2 + y2
dy dx =

∫∫

E=Ψ(U)

x
√

x2 + y2
dS =

∫∫

U

r cosϕ dr dϕ =

=

π

2∫

π

4

√
2∫

0

r cosϕ dr dϕ =






√
2∫

0

r dr




 ·






π

2∫

π

4

cosϕ dϕ




 = 1 ·

(

1−
√
2

2

)

= 1−
√
2

2
.

Poznámka: Použili jsme vztah
∫∫

X×Y

f(x)g(y) dV =
(∫

X

f(x) dx
)
·
(∫

Y

g(y) dy
)

pro integrabilńı funkce f : X → R a g : Y → R.

(c) Oblast integrace je

E : 0 ≤ y ≤
√
2 & y ≤ x ≤

√

4− y2

což je kruhová výseč, jej́ıž parametrizace E = Φ(U) pomoćı polárńıch souřadnic Φ je tvaru

U : 0 ≤ r ≤ 2 & 0 ≤ ϕ ≤ π

4
.

takže máme

√
2∫

0

√
4−y2

∫

y

1

1 + x2 + y2
dx dy =

∫∫

E=Φ(U)

1

1 + x2 + y2
dS =

∫∫

U

r

1 + r2
dr dϕ =

=





2∫

0

r

1 + r2
dr



 ·






π

4∫

0

1 dϕ




 =

[
ln(1 + r2)

2

]r=2

r=0

· π
4
=

π

4
ln 5 .

9.8 (plocha zadaná v polárńıch souřadnićıch)
Vypoč́ıtejte integrál ∫∫

D

√

x2 + y2 dS

použit́ım polárńıch souřadnic, kde D je ohraničeno křivkou r = 1 + cosϕ.

Řešeńı:

V polárńıch souřadnićıch (viz předchoźı př́ıklad) je oblast dána jako

U : 0 ≤ ϕ ≤ 2π & 0 ≤ r ≤ 1 + cosϕ

polož́ıme tedy D := Φ(U) (což je mimochodem v kartézských souřadnićıch plocha ohraničená křivkou
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nazývanou kardioida). Použit́ım věty o substituci dostaneme

∫∫

D=Φ(U)

√

x2 + y2 dS =

∫∫

U

r · r dS =

=

2π∫

0

(
1+cosϕ∫

0

r2 dr
)

dϕ =

2π∫

0

[r3

3

]r=1+cosϕ

r=0
dϕ =

1

3

2π∫

0

(1 + cosϕ)3 dϕ =

=
1

3

2π∫

0

(cos3 ϕ+ 3 cos2 ϕ+ 3 cosϕ+ 1) dϕ = π +
2

3
π =

5

3
π.

Poznámka: Z periodicity a lichosti funkćı plyne, že
2π∫
0

cos2n+1 ϕ dϕ = 0 pro n ≥ 0.
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