
5. cvičeńı z Matematické analýzy 2

19. - 23. ř́ıjna 2020

5.1 Pro funkci f(x, y) = (xy)
√
x2+y2 najděte parciálńı derivace ∂f

∂x a ∂f
∂y a obory jejich existence.

Řešeńı:
Funkci si vhodně přeṕı̌seme jako f(x, y) = (xy)

√
x2+y2 = eln(xy)

√
x2+y2 . Definičńı obor D(f) : xy > 0

je opět otevřená množina. Protože funkce je symetrická v proměnných x a y, stač́ı spoč́ıtat jen jednu z
derivaci a druhou pak př́ıslušně přepsat:

∂f

∂x
= eln(xy)

√
x2+y2 ·

[
1

x

√
x2 + y2 + ln(xy)

x√
x2 + y2

]
= eln(xy)

√
x2+y2 · y

2 + x2(1 + ln(xy))

x
√
x2 + y2

∂f

∂y
= eln(xy)

√
x2+y2 · x

2 + y2(1 + ln(xy))

y
√
x2 + y2

Obě parciálńı derivace opět existuj́ı na D(f).

Připomenut́ı: Derivace (totálńı diferenciál) funkce f z Rn do R ve vnitřńım bodě a0 ∈ D(f) definičńıho oboru D(f) ⊆ Rn
je takové lineárńı zobrazeńı (označené jako f ′(a0) : Rn → R), které je nejlepš́ı aproximaćı funkce f v bodě a0 v tomto smyslu:

Rozd́ıl hodnot funkćı f(a) a
g(a) := f(a0) + f ′(a0)[a− a0]

klesá v okoĺı bodu a0 rychleji než ‖a− a0‖, tj.

lim
a→a0

f(a)−g(a)
‖a−a0‖

= lim
a→a0

f(a)−f(a0)−f ′(a0)[a−a0]
‖a−a0‖

= 0 .

Funkce g se nazývá linearizaćı funkce f v bodě a0.

Také to můžeme ř́ıct tak, že existuje ε > 0 a funkce ω definovaná na ε-okoĺı počátku souřadnic ~0 taková, že

lim
~u→~0

ω(~u) = 0

a plat́ı, že
f(a0 + ~h) = f(a0) + f ′(a0)[~h] + ‖~h‖ · ω(~h)

pro každý vektor ~h ∈ Rn takový, že ‖~h‖ < ε.

Poznámka:

• Pokud existuje derivace f ′(a0), pak také existuj́ı derivace ∂f
∂~u

(a0) podle vektoru pro každý vektor ~u ∈ Rn a plat́ı, že

∂f

∂~u
(a0) = f ′(a0)[~u] .

Speciálně, existuj́ı pak všechny parciálńı derivace ∂f
∂x1

(a0), . . . , ∂f
∂xn

(a0) a matice zobrazeni f ′(a0) ve standardńı bázi má
tvar (

∂f

∂x1
(a0) , . . . ,

∂f

∂xn
(a0)

)
.

(Pro jednoduchost zápisu, budeme ztotožňovat zobrazeńı a jeho matici ve standardńı bázi.)

POZOR: Pouhá existence parciálńıch derivaćı ještě nezaručuje existenci (úplné) derivace! Ta je mnohem komplikovaněǰśı
objekt. Máme ale tuto postačuj́ıćı podmı́nku:



• Necht’ všechny parciálńı derivace ∂f
∂x1

, . . . , ∂f
∂xn

existuj́ı a jsou spojité na otevřené množině G ⊆ Rn. Pak derivace f ′(a)

existuje v každém bodě a ∈ G.

Definice: Necht’ existuje f ′(a0). Gradient funkce f v bode a0 je takový vektor gradf(a0) ∈ Rn, že pro každé ~h ∈ Rn je

f ′(a0)[~h] = gradf(a0) · ~h
(kde · je standardńı skalárńı součin). Tedy ve standardńı bázi máme

gradf(a0) =

(
∂f

∂x1
, . . . ,

∂f

∂xn

)
a proto gradient i derivaci budeme ztotožňovat.

Vektor ~v ∈ Rn je směrem nulového r̊ustu funkce f v bodě a0 právě když ∂f
∂~v

(a0) = 0 (a vektor ~v je směr, tj. ‖~v‖ = 1.)

5.2 Pro funkci f(x, y) = arctg(xy2) v bodě a0 = (1, 1) určete

(a) totálńı diferenciál a derivaci ve směru ~u =
(√

2
2 ,
√
2
2

)
,

(b) směry největš́ıho a nejmenš́ıho r̊ustu a směry nulového r̊ustu,

(c) tečnou rovinu,

(d) úhel, který tečná rovina sv́ırá se základnou.

Řešeńı:
Podle předchoźı poznámky ze spojitosti parciálńıch derivaćı (které vzápět́ı spoč́ıtáme) zjist́ıme, že deri-
vace v bodě a0 = (1, 1) skutečně existuje.

(a) Pro a0 = (1, 1) tedy máme

f ′(a0) =

(
∂f

∂x
(a0),

∂f

∂y
(a0)

)
=

(
y2

1 + xy2
,

2xy

1 + xy2

)
(a0) =

(
1
2 , 1
)
.

Dále je

∂f

∂~u
(a0) = f ′(a0)[~u] =

(
1
2 , 1

)
·

 √
2
2
√
2
2

 = 3
√
2

2 .

(b) Jestliže má funkce f v daném bodě a0 nenulový gradient, což je vektor

gradf(a0) :=
(
∂f
∂x (a0), ∂f∂y (a0)

)
pak směr tohoto vektoru je směrem největš́ıho r̊ustu funkce f v daném bodě (konkrétńı směr je tedy

znormovaný vektor gradf(a0)
‖gradf(a0)‖ ).

Pro vektor ~h takový, že ‖~h‖ = 1 je největš́ı hodnotou, jaké může nabýt výraz ∂f

∂~h
(a0) = f ′(a0)[~h], hodnota ‖gradf(a0)‖.

To je okamžitý d̊usledek Cauchy-Schwartzovy nerovnosti, která ř́ıká, že pro každé dva vektory ~v, ~w ∈ Rn plat́ı

|~v · ~w| ≤ ‖~v‖ · ‖~w‖

a rovnost zde nastává pouze pokud jsou vektory ~v a ~w lineárně závislé.
Tedy skutečně dostáváme, že pokud ‖~h‖ = 1, pak∣∣∣ ∂f

∂~h
(a0)

∣∣∣ =
∣∣∣gradf(a0) · ~h

∣∣∣ ≤ ‖gradf(a0)‖ · ‖~h‖ = ‖gradf(a0)‖ .

V našem př́ıpadě je tedy

‖gradf(a0)‖ =
√

( 1
2 )2 + 12 =

√
5

2
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a

~v =
gradf(a0)

‖gradf(a0)‖
= 2√

5
·
(
1
2 , 1
)

=
(

1√
5
, 2√

5

)
je směrem největš́ıho r̊ustu.

Směr nejmenš́ıho r̊ustu ~w (neboli největš́ıho poklesu) je směr opačný ke gradientu tedy ~w = −~v =(
− 1√

5
,− 2√

5

)
.

Směr nulového r̊ustu ~w je takový, že

0 = ∂f
∂ ~w (a0) = gradf(a0) · ~w .

Tedy jde o směry kolmé ke gradientu (tud́ıž kolmé k vektoru ~v =
(

1√
5
, 2√

5

)
) neboli dva navzájem opačné

vektory
~w1 =

(
− 2√

5
, 1√

5

)
a ~w2 =

(
2√
5
,− 1√

5

)
.

(c) Tečná rovina je graf linearizace funkce f v daném bodě a0 = (x0, y0). Má tedy rovnici:

z = f(a0) + f ′(a0)[a− a0]

neboli

z = f(a0) +
(
∂f
∂x (a0), ∂f∂y (a0)

)(
x−x0

y−y0

)
= π

4 +
(
1
2 , 1

) ( x−1
y−1

)
= π

4 + 1
2 (x− 1) + y − 1

1
2x+ y − z = 3

2 −
π
4

(d) Úhel α ∈ 〈0, π2 〉 mezi tečnou rovinou a základnou je ten, který odpov́ıdá největš́ı z možných
směrnic př́ımek, které lež́ı v tečné rovině dané linearizaci g, tedy:

tg(α) = max

{
|g(a0 + ~h)− g(a0)|

‖~h‖

∣∣∣ 0 6= ~h ∈ R2

}
a úpravou (z Cauchy-Schwartzovy nerovnosti) máme

|g(a0 + ~h)− g(a0)|
‖~h‖

=
|f ′(a0)[~h]|
‖~h‖

=
|gradf(a0) · ~h|

‖~h‖
≤ ‖gradf(a0)‖

přičemž posledńı nerovnost je nabyta pro ~h = gradf(a0). Odsud tedy máme, že

tg(α) = ‖gradf(a0)‖

což je analogie toho, když pro funkci ϕ(t) jedné proměnné v bodě t0 je úhel tečné př́ımky daný jako
tg(α) = |ϕ′(t0)|.

V našem př́ıpadě tud́ıž dostaneme:

tg(α) = ‖
(
1
2 , 1

)
‖ =

√
( 1
2 )2 + 12 =

√
5

2

tedy

α = arctg

(√
5

2

)
.
= 48, 19◦ .

5.3 Pro funkci f(x, y) = xy + sin(x− y) v bodě a0 = (2, 2) určete

(a) derivaci a tečnou rovinu,
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(b) ve kterém ze směr̊u ~u1 = (0, 1) a ~u2 =
(√

2
2 ,−

√
2
2

)
má funkce větš́ı r̊ust,

(c) směr největš́ıho a směry nulového r̊ustu,

(d) úhel, který tečná rovina sv́ırá se základnou.

Řešeńı:
Ze spojitosti parciálńıch derivaćı (které vzápět́ı spoč́ıtáme) zjist́ıme, že derivace v bodě a0 = (2, 2)

skutečně existuje. Dále budeme postupovat podobně jako v př́ıkladu 4.7.
(a) Pro a0 = (2, 2) tedy máme

f ′(a0) =

(
∂f

∂x
(a0),

∂f

∂y
(a0)

)
=
(
y + cos(x− y), x− cos(x− y)

)
(a0) = (3, 1) .

Tečná rovina má rovnici:

z = f(a0) + f ′(a0)[a− a0] = f(a0) + ∂f
∂x (a0) · (x− x0) + ∂f

∂y (a0) · (y − y0) =

= 4 + 3(x− 2) + y − 2

neboli
3x+ y − z = 4

(b) Máme

∂f

∂~u1
(a0) = f ′(a0)[~u1] = (3, 1) ·

(
0

1

)
= 1

a

∂f

∂~u2
(a0) = f ′(a0)[~u2] = (3, 1) ·

 √
2
2

−
√
2
2

 =
√

2

takže větš́ı r̊ust je v ~u2.
(c) Směrem největš́ıho r̊ustu ~v je směr gradientu (pokud je nenulový), tj. je to směr daný vektorem

gradf(a0) = (3, 1) (konkrétně jde o směr ~v = gradf(a0)
‖gradf(a0)‖ = 1√

10
(3, 1)).

Směry nulového r̊ustu ~w jsou kolmé ke gradientu, tj. jde o směry určené vektory (1,−3) a (−1, 3),
konkretńı směry (tj. znormované vektory) tedy jsou

~w1 =
(

1√
10
,− 3√

10

)
a ~w2 =

(
− 1√

10
, 3√

10

)
.

(d) Úhel α ∈ 〈0, π2 〉 tečné roviny se základnou je

tg(α) = ‖gradf(a0)‖ = ‖ (3, 1) ‖ =
√

32 + 12 =
√

10

tedy

α = arctg
(√

10
)
.
= 72.46◦ .

5.4 Pro funkci f(x, y) = arctg
(
x
y

)
v bodě a0 = (1, 1) určete

(a) totálńı diferenciál a derivaci ve směru ~u =
(√

2
2 ,−

√
2
2

)
,

(b) směry největš́ıho a nejmenš́ıho r̊ustu a směry nulového r̊ustu,
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(c) tečnou rovinu,

(d) úhel, který tečná rovina sv́ırá se základnou.

Řešeńı:
Definičńı obor je D(f) : y 6= 0, což je otevřená množina a protože zde všechny parciálńıch derivace

existuj́ı a jsou spojité (jak se ihned přesvědč́ıme), tak derivace v bodě a0 skutečně existuje. Dále budeme
postupovat podobně jako v př́ıkladu 4.7.

(a) Pro a0 = (1, 1) je

f ′(a0) =

(
∂f

∂x
(a0),

∂f

∂y
(a0)

)
=

(
1

y(1 + (xy )2)
,− x

y2(1 + (xy )2)

)
(a0) =

(
1
2 ,−

1
2

)
.

Máme

∂f

∂~u2
(a0) = f ′(a0)[~u2] =

(
1
2 ,−

1
2

)
·

 √
2
2

−
√
2
2

 =
√

2.

(b) Směrem největš́ıho r̊ustu ~v je směr gradientu (pokud je nenulový), tj. je to směr daný vektorem

gradf(a0) =
(
1
2 ,−

1
2

)
(konkrétně jde o směr ~v = gradf(a0)

‖gradf(a0)‖ =
(√

2
2 ,−

√
2
2

)
).

Směrem nejmenš́ıho r̊ustu je směr opačný ke gradientu (pokud je nenulový), tj. je to směr
(
−
√
2
2 ,
√
2
2

)
.

Směry nulového r̊ustu ~w jsou kolmé ke gradientu, tj. jde o směry určené vektory (1, 1) a (−1,−1),
konkrétńı směry (tj. znormované vektory) tedy jsou

~w1 =
(√

2
2 ,
√
2
2

)
a ~w2 =

(
−
√
2
2 ,−

√
2
2

)
.

(c) Tečná rovina má rovnici:

z = f(a0) + f ′(a0)[a− a0] = f(a0) + ∂f
∂x (a0) · (x− x0) + ∂f

∂y (a0) · (y − y0) =

= π
4 + 1

2 (x− 1)− 1
2 (y − 1)

neboli
x− y − 2z = −π2

(d) Úhel α ∈ 〈0, π2 〉 tečné roviny se základnou je

tg(α) = ‖gradf(a0)‖ = ‖
(
1
2 ,−

1
2

)
‖ =

√
( 1
2 )2 + (− 1

2 )2 =
√
2
2

tedy

α = arctg
(√

2
2

)
.
= 35.26◦ .

Poznámka: Necht’ pro funkci f(x, y) existuje gradf(a0) ∈ R3 v bodě a0 = (x0, y0) ∈ R2. Pak vektor ~U ∈ R3 lež́ı ve
vektorovém prostoru př́ıslušnému tečné rovině v bodě a0 právě když je

(gradf(a0),−1) · ~U = 0 ,

kde (gradf(a0),−1) =
(
∂f
∂x

(a0), ∂f
∂y

(a0),−1
)

Je to proto, ze rovnice tečné roviny má tvar z = f(a0) + gradf(a0)[a− a0] neboli

(gradf(a0),−1) ·


x− x0

y − y0

z − f(a0)

 = 0 .
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Neboli (gradf(a0),−1) je normálový vektor tečné roviny (a jej́ıho přidruženého vektorového prostoru).

Necht’ je nyńı ~U = (α, β, γ) ∈ R3. Necht’ ~u = (α, β) ∈ R2 představuje vektor z jeho prvńıch dvou souřadnic (neboli ~u je

projekce ~U do základny). Pak ~U lež́ı v tečné rovině právě když

0 = (gradf(a0),−1) · ~U = α · ∂f
∂x

(a0) + β · ∂f
∂y

(a0) + γ · (−1) = f ′(a0)[~u]− γ = ∂f
∂~u

(a0)− γ

neboli když
γ = ∂f

∂~u
(a0), pro ~u = (α, β)

tud́ıž vektor ~U je prostě tvaru
~U =

(
~u, ∂f

∂~u
(a0)

)
.

Současně si všimněme, že úhel ϕ ∈
(
−π

2
,−π

2

)
, který sv́ırá vektor ~U = (α, β, γ) =

(
~u, ∂f

∂~u
(a0)

)
se základnou je dán podobně

jako předt́ım úhel tečné roviny (jen s t́ım rozd́ılem, že rozlǐsujeme směr nad a pod rovinou). Pro ~u 6= (0, 0) je to tedy

tg(ϕ) =
γ√

α2 + β2
=

1

‖~u‖
·
∂f

∂~u
(a0) =

f ′(a0)[~u]

‖~u‖
.

5.5 Pro funkci f(x, y) = ex cos y + 2y v bodě a0 = (0, 0) určete

(a) totálńı diferenciál a tečnou rovinu,

(b) směry největš́ıho a nejmenš́ıho r̊ustu a směry nulového r̊ustu,

(c) vektory ~U1 = (0, 1, ?) a ~U2 = (2, 1, ?) tak, aby ležely ve vektorovém prostoru odpov́ıdaj́ıćımu tečné
rovině. Který z vektoru ukazuje směrem větš́ıho stoupáńı v tečné rovině?

(d) úhel, který tečná rovina sv́ırá se základnou.

Řešeńı:
Definičńı obor D(f) = R2 je cela rovina, což je otevřená množina a protože zde všechny parciálńıch
derivace existuj́ı a jsou spojité (jak se přesvědč́ıme dále), tak derivace v bodě a0 skutečně existuje. Dále
budeme postupovat podobně jako v př́ıkladu 4.7.

(a) Pro a0 = (x0, y0) = (0, 0) máme

f ′(a0) = (ex cos y,−ex sin y + 2)|a0 = (1, 2)

Tečná rovina má rovnici:

z = f(a0) + f ′(a0)[a− a0] = f(a0) + ∂f
∂x (a0) · (x− x0) + ∂f

∂y (a0) · (y − y0) =

= 1 + (x− 0) + 2(y − 0)

neboli
x+ 2y − z = −1 .

(b) Směrem největš́ıho r̊ustu ~v je směr gradientu (pokud je nenulový), tj. je to směr daný vektorem

gradf(a0) = (1, 2) (konkrétně jde o směr ~v = gradf(a0)
‖gradf(a0)‖ = 1√

5
(1, 2)).

Směr nejmenš́ıho r̊ustu ~w (neboli největš́ıho poklesu) je směr opačný ke gradientu tedy ~w = −~v =(
− 1√

5
,− 2√

5

)
.

Směry nulového r̊ustu ~w jsou kolmé ke gradientu, tj. jde o směry určené vektory (2,−1) a (−2, 1),
konkrétńı směry (tj. znormované vektory) tedy jsou

~w1 =
(

2√
5
,− 1√

5

)
a ~w2 =

(
− 2√

5
, 1√

5

)
.

(c) Podle poznámky výše potřebujeme zjistit jen derivace podle vektor̊u ~u1 = (0, 1) a ~u2 = (2, 1):

∂f

∂~u1
(a0) = f ′(a0)[~u1] = (1, 2) ·

(
0

1

)
= 2
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a
∂f

∂~u2
(a0) = f ′(a0)[~u2] = (1, 2) ·

(
2

1

)
= 4

Jde tedy o vektory ~U1 = (0, 1, 2) a ~U2 = (2, 1, 4), které sv́ıraj́ı se základnou postupně úhly

tg(ϕ1) =
1

‖~u1‖
· ∂f
∂~u1

(a0) =
2

1
= 2

tg(ϕ2) =
1

‖~u2‖
· ∂f
∂~u2

(a0) =
4√
5

(< 2)

takže větš́ı stoupáńı v tečné rovině ukazuje vektor v ~U1.
(d) Úhel α ∈ 〈0, π2 〉 tečné roviny se základnou je

tg(α) = ‖gradf(a0)‖ = ‖ (1, 2) ‖ =
√

12 + 22 =
√

5

tedy

α = arctg
(√

5
)
.
= 65.91◦ .

5.6 Pomoćı diferenciálu (vhodné funkce ve vhodném bodě) spočtěte přibližnou hodnotu výrazu

1.032

3
√

0.98 · 4
√

1.053
.

Řešeńı:
Budeme uvažovat funkci

f(x, y, z) =
x2

3

√
y · 4
√
z3

= x2y−
1
3 z−

1
4

(pro jednoduchost s definičńım oborem x, y, z > 0) a najdeme jej́ı linearizaci g v bodě a0 = (1, 1, 1),
tedy funkci

g(a) := f(a0) + f ′(a0)[a− a0] .

Hodnotu v bodě a1 = (1.03, 0.98, 1.05) pak vyjádř́ıme přibližně jako

f(a1)
.
= g(a1) = f(a0) + f ′(a0)[~h]

kde ~h = a1 − a0 = (0.03,−0.02, 0.05).

Máme tedy

f ′(a0) =
(

2xy−
1
3 z−

1
4 ,− 1

3x
2y−

4
3 z−

1
4 ,− 1

4x
2y−

1
3 z−

5
4

)
(a0) =

(
2,− 1

3 ,−
1
4

)
takže

f(a1)
.
= g(a1) = f(a0) + f ′(a0)[~h] = 1 +

(
2,− 1

3 ,−
1
4

) 0.03
−0.02

0.05

 =

= 1 + 0.06 + 0.02
3 −

0.05
4 = 1 + 0.65

12

.
= 1.05417

(Pro srovnáńı: přesná hodnota zaokrouhlená na 5 desetinných mı́st je f(a1)
.
= 1.05512.)
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Věta: Necht’ U je otevřená množina v R3, Φ : U → R je spojitě diferencovatelná na G. Označme

M = {a ∈ U | Φ(a) = 0}
což je zřejmě vrstevnice funkce Φ.

Jestliže pro každé a ∈M plat́ı, že gradΦ(a) 6= ~0, pak M implicitně definovaná (regulárńı) plocha. Tečná rovina k M v bodě
a0 = (x0, y0, z0) ∈M má rovnici

gradΦ(a0) ·

 x− x0
y − y0
z − z0

 = 0.

Poznámka: Každý graf spojitě diferencovatelné funkce f : G→ R, kde G ⊆ R2 je otevřená v R2, můžeme přirozeně chápat
jako implicitně definovanou (regulárńı) plochu pomoćı funkce Φ : G× R→ R

Φ(x, y, z) := f(x, y)− z
protože

GRAF (f) = {(x, y, z) ∈ G× R | z = f(x, y) } = {(x, y, z) ∈ G× R | Φ(x, y, z) = 0 }
Současně vid́ıme, že normálový vektor tečné roviny ke grafu funkce f v bodě A0 =

(
a0, f(a0)

)
pro a0 ∈ G je

gradΦ(A0) =

(
∂Φ

∂x
(A0),

∂Φ

∂y
(A0),

∂Φ

∂z
(A0)

)
=

(
∂f

∂x
(a0),

∂f

∂y
(a0),−1

)
6= ~0

tedy je nenulový.

5.7 (úhly graf̊u funkćı)
Nalezněte úhel, který sv́ıraj́ı

• graf funkce f(x, y) = ln(
√
x2 + y2)

• a plocha M : (x− 1)2 + (y + 1)2 + (z + 1)2 = 2

v bodě (1, 0, ?).

Řešeńı:
Úhel, který sv́ıraj́ı implicitně dané plochy M1 a M2, je dán jako úhel mezi jednotlivými tečnými rovinami
a ten je zase určen jejich normálovými vektory n1 a n2, tj. gradienty funkćı Φ1 a Φ2. Z možných dvou
(navzájem doplňkových) úhl̊u mezi tečnými rovinami si voĺıme ten menš́ı. Tento úhel α ∈ 〈0, π2 〉 má tedy
nezáporný kosinus a je tud́ıž jednoznačně určen jako

cosα =
|~n1 · ~n2|
||~n1|| · ||~n2||

.

Třet́ı souřadnice bodu A = (1, 0, ?), který je na grafu funkce f , je dána hodnotou f(1, 0) = ln(1) = 0.
Tedy jde o bod A = (1, 0, 0). Je dobře ještě ověřit, že takto určený bod skutečně lež́ı v M .

Graf funkce f si zadejme implicitně pomoćı funkce

Φ1(x, y, z) = f(x, y)− z =
1

2
ln(x2 + y2)− z .

Plocha M je zadaná implicitně funkćı

Φ2(x, y, z) = (x− 1)2 + (y + 1)2 + (z + 1)2 − 2 .

Normálové vektory tečných rovin v A = (1, 0, 0) jsou

~n1 = grad Φ1(A) =
( x

x2 + y2
,

y

x2 + y2
, −1

)
|A

= (1, 0,−1)

~n2 = grad Φ2(A) =
(

2(x− 1), 2(y + 1), 2(z + 1)
)
|A

= (0, 2, 2)

Úhel α ∈ 〈0, π2 〉 je dán jako cosα = |~n1·~n2|
||~n1||·||~n2|| = 2√

2
√
8

= 1
2 , tedy α = π

3 .
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