
8. cvičeńı z Matematické analýzy 2

9. - 13. listopadu 2020

8.1 (vázané extrémy)

Na elipse M : x2

4 + y2

9 = 1 nalezněte body, které maj́ı největš́ı a nejmenš́ı vzdálenost od př́ımky
p : 3x+ y − 9 = 0.

Řešeńı:
Př́ıklad můžeme řešit dvěma zp̊usoby:

(1) Funkce vyjadřuj́ıćı vzdálenost bodu (x, y) ∈ R
2 od př́ımky dané rovnićı αx′+βy′+γ = 0 je dána

hodnotou |αx+βy+γ|√
α2+β2

(je to tvar analogický k př́ıkladu 1.2.)

Budeme tedy hledat globálńı extrémy funkce

f(x, y) =
|3x+ y + 9|√

10

Protože absolutńı hodnota neńı diferencovatelná v nule, muśıme úlohu rozdělit na takové př́ıpady,
abychom mohli využ́ıt známé věty k vyšetřováńı extrémů.

Úlohu tedy rozděĺıme na vyšetřeńı funkce f na množině

M1 :
x2

4 + y2

9 = 1 & 3x+ y − 9 6= 0

která je tud́ıž zadaná jako
M1 = {(x, y) ∈ U | g(x, y) = 0}

kde g(x, y) = x2

4 + y2

9 − 1 je vazbová funkce a U : 3x+ y − 9 6= 0 je otevřená množina v R
2 (je to totiž

doplněk uzavřené množiny dané př́ıslušnou rovnost́ı),
a dále na množině

M2 :
x2

4 + y2

9 = 1 & 3x+ y − 9 = 0 .

Vyšetřeńı na M1:
Pro bod a ∈ M1 globálńıho extrému f muśı podle Langrangeovy věty platit, že ex. λ ∈ R takové, že

grad f(a) = λ · grad g(a) .

To je ekvivalentńı vztahu

grad f̃(a) = λ̃ · grad g(a)

pro nějaké λ̃ ∈ R, kde f̃(x, y) = 3x + y − 9 a do nového parametru λ̃ jsme ”schovali”znaménko, co
vznikne při derivaci absolutńı hodnoty, a koeficient 1√

10
.

Řeš́ıme tedy rovnice

(3, 1) = grad f̃(a) = λ̃ · grad g(a) = λ̃

(
x

2
,
2y

9

)

a
x2

4
+

y2

9
= 1 & (x, y) ∈ U



Protože muśı být λ̃ 6= 0 (nebot’ je 3 = λ̃x
2 ), dostaneme vyděleńım rovnosti z vektorové rovnice ihned

3

1
=

λ̃x
2

λ̃ 2y
9

neboli vztah y = 3
4x, který po dosazeńı do rovnice elipsy dává rovnici:

1 =
x2

4
+

(34x)
2

9
=

5

16
x2

tedy body (x, y) = ±
(

4√
5
, 3√

5

)
∈ U . V těch funkce f vzdálenosti od př́ımky nabývá hodnot 9−3

√
5√

10
a

9+3
√
5√

10
.

Vyšetřeńı na M2:
Dosazeńım y = 9− 3x do rovnice elipsy máme

x2

4
+

(9− 3x)2

9
= 1 ⇔ 5

4
x2 − 2x+ 8 = 0

s diskriminantem D = 4−5 ·8 < 0 a tedy množina M2 je prázdná. (Úloha bývá obvykle takto zadána
- tj. aby př́ımka neměla pr̊unik s elipsou).

Jediné podezřelé body jsou tak body z M1 a v nich (d́ıky uzavřenosti a omezenosti M) funkce f

nabývá své nejmenš́ı a nejmenš́ı hodnoty.

(2) Jestliže př́ımka nebude prot́ınat elipsu (což zde skutečně nastává), můžeme použ́ıt ”intuitivńı”náhled,
který je ale vlastně pouze jinou verźı prvńıho postupu (d́ıky němuž je také korektnost druhého postupu
zaručena).

Elipsa M je vrstevnićı (vazbové) funkce g(x, y) = x2

4 + y2

9 − 1, takže normála kolmá na tečnu v bodě
a = (x, y) ∈ M je gradientem funkce g. Hledáme tedy body a = (x, y) ∈ M , ve kterých je normála k M

násobkem normály př́ımky p. Pak tedy existuje λ ∈ R, že

(
x

2
,
2y

9

)
= grad g(a) = λ · (3, 1) a

x2

4
+

y2

9
= 1.

Neńı překvapeńım, že z prvńı podmı́nky opět dostáváme rovnici y = 3
4x a tedy i stejné řešeńı jako v

prvńım postupu.

8.2 (vázané extrémy na uzavřené množině s vnitřkem a hladkým okrajem)
Najděte nejmenš́ı a největš́ı hodnoty funkce f(x, y) = 3xy na množině

M : x2 + y2 ≤ 2.

Načrtněte tuto množinu.

Řešeńı:
MnožinaM je kruh o poloměru 2. Př́ıklad rozděĺıme na vyšetřeńı (volného) extrému na otevřené množině

M◦ : x2 + y2 < 2
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a vázaného extrému na hranici
∂M : x2 + y2 = 2 .

Extrém na M◦: Absolutńı extrém na M◦ muśı být lokálńı a tedy muśı platit

f ′(x, y) =
(
3y, 3x

)
= (0, 0)

což nastává právě když (x, y) = (0, 0). Máme tak podezřelý bod (x, y) = (0, 0) s hodnotou f(0, 0) = 0.

Extrém na ∂M :

Použijeme metodu Langrangeových multiplikátor̊u. Pro extrém a = (x, y) na kružnici dané vazbovou
funkćı

Φ(x, y) = x2 + y2 − 2

existuje λ ∈ R, že (
3y, 3x

)
= f ′(a) = λΦ′(a) = λ ·

(
2x, 2y

)

a
x2 + y2 = 2.

Ani jedna z proměnných nemůže být nulová, takže máme x
y
= 2

3λ = y
x
, tedy x2 = y2. Dosazeńım do

rovnice kružnice dostaneme kandidáty na extrémy:

± (1,−1) , ± (1, 1) ,

s odpov́ıdaj́ıćımi hodnotami

f
(
− 1, 1

)
= f

(
1,−1

)
= −3, f

(
1, 1

)
= f

(
− 1,−1

)
= 3.

Množina M je uzavřená a omezená množina a spojitá funkce tak na M nabývá svého maxima a minima.
Porovnáńım hodnot podezřelých bod̊u dostáváme, že funkce nabývá svého maxima v bodech ± (1, 1)

a minima v bodech ± (1,−1).

8.3 (vázané extrémy na uzavřené množině s vnitřkem)
Kruhový taĺı̌r o rovnici x2 + y2 ≤ 1 je zahřátý na teplotu T (x, y) = x2 + 2y2 − x. Najděte nejtepleǰśı a

nejstudeněǰśı bod na taĺı̌ri.

Řešeńı:
Vyšetřeńı extrému T na uzavřené a omezené množině A = {(x, y) ∈ R

2 | x2 + y2 ≤ 1} rozděĺıme na
př́ıpad (volného) extrému na otevřené množině

A◦ : x2 + y2 < 1

a př́ıpad vázaného extrému na
∂A : x2 + y2 = 1.

Extrém na A◦:

Jestliže a = (x, y) ∈ A◦ je extrém T na A, pak je i lokálńım extrémem T na A◦. Takže muśı platit,
že

T ′(a) = (2x− 1, 4y) = 0

tedy a = (12 , 0) a tento bod skutečně patř́ı do A◦. Máme tedy prvńı podezřelý bod.
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Extrém na ∂A:

Jestliže a = (x, y) ∈ ∂A je extrém T na A, pak je i (vázaným) extrémem T na

∂A : Φ(x, y) = 0

kde Φ(x, y) = x2 + y2 − 1. Muśı tedy existovat λ ∈ R, že

(2x− 1, 4y) = T ′(a) = λΦ′(a) = λ(2x, 2y)

a
x2 + y2 = 1.

Takže máme

2x− 1 = λ2x
2y = λy

x2 + y2 = 1

(2−λ)y=0
=⇒

y = 0 : x2 = 1 ⇒ x = ±1

λ = 2 : 2x− 1 = 2 · 2x ⇒ x = − 1
2

y2=1−x2

=⇒ y = ±
√
3
2

Dostáváme a = ±(1, 0) nebo a = (− 1
2 ,±

√
3
2 ). Ted’ v́ıme, že jedinými možnými kandidáty na extrémy

jsou body (
1
2 , 0

)
, (1, 0), (−1, 0),

(
− 1

2 ,
√
3
2

)
a
(
− 1

2 ,−
√
3
2

)
.

Protože T nabývá na (uzavřené a omezené) množině A extrému, porovnáńım funkčńıch hodnot

T
(
1
2 , 0

)
= − 1

4 , T (1, 0) = 0, T (−1, 0) = 2, T
(
− 1

2 ,
√
3
2

)
= 9

4 = T
(
− 1

2 ,−
√
3
2

)

zjist́ıme, že T nabývá minima v
(
1
2 , 0

)
a maxima v

(
− 1

2 ,±
√
3
2

)
.

8.4 (extrémy pro po částech diferencovatelný okraj)
Nalezněte největš́ı a nejmenš́ı hodnotu funkce f(x, y) = 2x3 + 4x2 + y2 − 2xy na množině

M : x2 ≤ y ≤ 4 .

Řešeńı:
Množina M je část lež́ıćı nad parabolou a pod př́ımkou a je zřejmě omezená i uzavřená (je pr̊unikem
uzavřených množin).

Př́ıklad opět rozděĺıme na vyšetřeńı (volného) extrému na otevřené množině

M◦ : x2 < y < 4

a vázaného extrému na hranici

∂M :
(y = x2 & − 2 ≤ x ≤ 2) ∨
(y = 4 & − 2 ≤ x ≤ 2)

kterou ale nejde vyjádřit pomoćı jediné diferencovatelné vazby. Vazbami jsou dvě křivky (část para-
boly a úsečka). POZOR: tyto dvě vazby ale NEPLATÍ současně! Každá vyjadřuje JINOU část okraje!

Extrém na M◦:
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f ′ =
(
6x2 + 8x− 2y, 2y − 2x

)
= (0, 0)

nastává (vzhledem k x, y > 0) právě když je splněna soustava

y = 3x2 + 4x

y = x .

Jediná řešeńı této soustavy (0, 0) a (−1,−1) ale nepatř́ı do M◦, takže žádné podezřelé body zat́ım
nedostáváme.

Extrém na ∂M :

Na obou křivkách můžeme použ́ıt Lagrangeovu větu, ale nejvhodněǰśı bude zavést nějakou parame-
trizaci a vyšetřit lokálńı extrémy zúžených funkćı:

• část paraboly parametrizujeme přirozeně pomoćı

ϕ1 : (−2, 2) → R
2, ϕ1(t) = (t, t2) .

Pokud a = ϕ1(t0) je bodem extrému f na části paraboly, pak je t0 extrémem funkce f ◦ ϕ1 a tedy muśı
být (f ◦ ϕ1)

′(t0) = 0. Tuto úvahu ovšem můžeme udělat právě jen proto, že t0 je VNITŘNÍM bodem
intervalu (−2, 2). Z tohoto d̊uvodu MUSÍME při vyšetřováńı části paraboly vynechat jej́ı koncové body,
kde navazuje na úsečku (tyto koncové body automaticky zařad́ıme do podezřelých bod̊u).

Budeme tedy vyšetřovat funkci

g1(t) := f(ϕ1(t)) = f(t, t2) = 4t2 + t4 pro t ∈ (−2, 2) .

Máme g′1(t) = 8t + 4t3 = 0 právě když t = 0. Podezřelým bodem tak je (0, 0) ∈ ∂M s hodnotou
f(0, 0) = 0.

• podobně úsečku parametrizujeme přirozeně pomoćı OTEVŘENÉHO intervalu

ϕ2 : (−2, 2) → R
2, ϕ2(t) = (t, 4) .

Budeme tedy vyšetřovat funkci

g2(t) := f(ϕ2(t)) = f(t, 4) = 2t3 + 4t2 − 8t+ 16 pro t ∈ (−2, 2) .

Rovnice g′2(t) = 6t2 + 8t− 8 = 2(3t− 2)(t + 2) = 0 má řešeńı pro t = 2
3 ∈ (−2, 2). Podezřelým bodem

tak je (23 , 4) ∈ ∂M s hodnotou f
(
2
3 , 4

)
= 16·22

27 .
• zbývaj́ı už jen dva pr̊useč́ıky křivek (−2, 4) a (2, 4) s hodnotami f(−2, 4) = f(2, 4) = 32, které taky

zahrneme mezi podezřelé body.

Porovnáńım hodnot podezřelých bod̊u (tj. 32 > 16·22
27 > 0) dostáváme, že funkce evidentně nabývá

svého maxima v bodech (−2, 4) a (2, 4) a minima v bodě (0, 0).

8.5 (extrémy pro po částech diferencovatelný okraj)
Nalezněte největš́ı a nejmenš́ı hodnotu funkce f(x, y) = x2y(4− x− y) na množině

M : x ≥ 0 & y ≥ 0 & x+ y ≤ 6 .
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Řešeńı:
Množina M je trojúhelńık s vrcholy (0, 0), (6, 0) a (0, 6) a je zřejmě omezená i uzavřená (je pr̊unikem
uzavřených polorovin).

Př́ıklad opět rozděĺıme na vyšetřeńı (volného) extrému na otevřené množině

M◦ : x > 0 & y > 0 & x+ y < 6

a vázaného extrému na hranici

∂M :
(y = 0 & 0 ≤ x ≤ 6) ∨
(x = 0 & 0 ≤ y ≤ 6) ∨
(x+ y = 6 & 0 ≤ x ≤ 6)

kterou ale nejde vyjádřit pomoćı jediné diferencovatelné vazby. Vazbami jsou tři otevřené úsečky
(hraný trojúhelńıky) a tři body (vrcholy trojúhelńık̊u). Tyto vazby ale opět NEJSOU splněné SOUČASNĚ
(což je vidět i t́ım, že použ́ıváme logickou spojku “NEBO”, nikoliv “A”).

Extrém na M◦:

f ′ =
(
8xy − 3x2y − 2xy2, 4x2 − x3 − 2x2y

)
= (0, 0)

nastává (vzhledem k tomu, že x, y > 0) právě když je splněna soustava

8 = 3x+ 2y

4 = x+ 2y .

Tedy podezřelým bodem je řešeńı a = (2, 1) ∈ M◦ s hodnotou f(2, 1) = 4.

Extrém na ∂M :

Na obou odvěsnách trojúhelńıku je funkce f identicky nulová, takže všechny tyto body prostě
zařad́ıme do podezřelých bod̊u. Zbývá vyšetřit otevřenou úsečku, která představuje třet́ı stranu. Ten-
tokrát ji prostě zparametrizujeme pomoćı

ϕ(t) = (t, 6− t) pro t ∈ (0, 6)

a vyšetř́ıme tak (lokálńı) extrémy funkce

g(t) := (f ◦ ϕ)(t) = −2t2(6− t) = 2t3 − 12t2

pro t ∈ (0, 6). Máme
g′(t) := 6t2 − 24t = 6t(t− 4) = 0

právě když t = 4 ∈ (0, 6) (zd̊urazněme, že tento interval nutně muśı být OTEVŘENÝ - jinak nemůžeme
použ́ıt nutnou podmı́nku, tj. nulovost derivace). Tedy podezřelý bod je a = (4, 2) s hodnotou f(4, 2) =
−64.

Porovnáńım hodnot podezřelých bod̊u (zejména nezapomı́nejme na vrcholy trojúhelńıku jako samo-
statné vazby, které nelze zařadit do ostatńıch vazeb, protože ty muśı být definovány v rámci otevřených
množin - opět proto, abychom mohli derivovat) dostáváme, že funkce tedy evidentně nabývá svého
maxima v bodě (2, 1) a minima v bodě (4, 2).
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8.6 (vázané extrémy - aplikace)
Najděte tři pozitivńı č́ısla jejichž součin je maximálńı, a jejichž součet je roven 100.

Řešeńı:
Zadáńı př́ıkladu lze interpretovat také tak, že hledáme maximálńı objem kvádru, který se vejde do pra-
videlného trojbokého jehlanu, jehož jeden vrchol je společný s vrcholem kvádr̊u. Intuitivně lze očekávat,
že maximálńı takový objem bude odpov́ıdat krychli.

Budeme tedy hledat body maxima funkce

f(x, y, z) = xyz

na množině
M = {(x, y, z) ∈ U | Φ(x, y, z) = 0},

kde
U : x, y, z > 0

je otevřená množina a
Φ(x, y, z) = x+ y + z − 100

je vazbová funkce.
ProtožeU je OTEVŘENÁ (což je podstatné!) a Φ′(a) 6= (0, 0, 0) pro každé a ∈ M , tak můžeme použ́ıt

Langrangeovu podmı́nku pro extrém naM . Pro bod extrému a = (x, y, z) ∈ M pak muśı existovat λ ∈ R,
že

(yz, xz, xy) = f ′(a) = λΦ′(a) = λ(1, 1, 1)

a
x+ y + z = 100 .

Odsud máme např. že yz = λ = xz a protože z > 0, tak dostaneme x = y. Podobně odvod́ıme, že
x = y = z a tedy x + x + x = 100. Takže jediný podezřelý bod z extrému je a =

(
100
3 , 1003 , 100

3

)
s

hodnotou f
(
100
3 , 100

3 , 100
3

)
=

(
100
3

)3
.

Abychom mohli využ́ıt věty o nabyt́ı extrémů, potřebujeme ale uzavřenou množinu, což M neńı (je
to trojúhelńık, ale bez hran). Tak si M prostě uzavřeme, č́ımž dostaneme

M = {(x, y, z) ∈ R
3 | x, y, z ≥ 0 & Φ(x, y, z) = 0},

což je trojúhelńık i s hranami. Na těchto přidaných hranách je ale funkce f nulová (a tud́ıž snadno
uchopitelná), takže všechny hrany můžeme zařadit mezi podezřelé body z extrémů na M . Tı́m jsme
prošli všechny body M .

Množina M je ted’ už uzavřená a omezená, takže spojitá funkce f zde nabývá svých extrémů.
Porovnáńım funkčńıch hodnot v podezřelých bodech ted’ snadno dostáváme, že na hranách nabývá f

svého minima a v bodě
(
100
3 , 100

3 , 1003
)
svého (jediného) maxima (jak jsem očekávali).

8.7 (vázané extrémy - vzdálenost)
Najděte vzdálenost paraboly M : y = x2 od př́ımky p : y = x− 2.

Řešeńı:
Můžeme použ́ıt některý z postup̊u v řešeńı př́ıkladu 7.4, ale muśıme si uvědomit, že parabola NENÍ
omezená množina (i když je uzavřená a má tečny ve všech svých bodech). Naštěst́ı ale funkce vzdálenosti
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bod̊u paraboly M od př́ımky p i zde “v nekonečnu roste do nekonečna.” Minimum vzdálenosti tedy muśı
být nabyto v nějakém bodě M a v něm muśı být tečna rovnoběžná s př́ımkou p.

Tento argument nebudeme dále podrobněji rozeb́ırat a spokoj́ıme se zde s geometrickým náhledem.
Tj. hledáme bod na parabole M , kde tečná př́ımka je rovnoběžná s př́ımkou p:

Směrnici α ∈ R tečny v bodě a ∈ M , který je grafem funkce g(x) = x2, můžeme źıskat také právě
pomoćı derivace této funkce jedné proměnné, tj. α = d

dx
(x2) = 2x. Směrnice př́ımky p je zřejmě 1. Takže

z 2x = 1 plyne x = 1
2 a tedy y = x2 = 1

4 .
Vzdálenost ρ bodu (x, y) =

(
1
2 ,

1
4

)
∈ M od př́ımky p : x′ − y′ − 2 = 0 je tedy podle obecného vzorce

(viz 7.4)

̺ =
|x− y − 2|√
12 + (−1)2

=
| 12 − 1

4 − 2|√
2

=
7
√
2

8
.

8.8 (extrémy pro dvě vazby)
Určete největš́ı a nejmenš́ı hodnoty funkce f(x, y, z) = xyz na množině M dané podmı́nkami

(a) x+ y + z = 5 a xy + yz + zx = 8.

(b) x+ y + z = 0 a x2 + y2 + z2 = 1.

Řešeńı:
(i) Tentokrát máme vazby dvě a budeme tedy potřebovat ověřit jejich nezávislost (v bodech množiny
M), tj. lineárńı nezávislost gradient̊u vazeb v př́ıslušných bodech.

Položme
Φ1(x, y, z) = x+ y + z − 5

a
Φ2(x, y, z) = xy + yz + zx− 8.

Pak je M = {a ∈ R
3 | Φ1(a) = 0 & Φ2(a) = 0}.

uzavřenost M :
Množiny {a ∈ R

3 | Φi(a) = 0} je vzorem jednobodové (a tedy uzavřené) množiny {0} při spojitých
zobrazeńıch Φi a jsou tud́ıž uzavřené. Množina M je jejich pr̊unikem a proto je také uzavřená.

omezenost M :
Bud’ si vyjádř́ıme jednu proměnnou z prvńı rovnice (např. z = 5 − x − y), dosad́ıme do druhé a tu

přeṕı̌seme doplněńım na čtverec:
xy + (x+ y)(5− x− y) = 8

x2 + y2 + xy − 5x− 5y = −8
(
x+

y

2
− 5

2

)2

+
3

4

(
y − 5

3

)2

=
1

3

nebo použijeme jednodušš́ı a elegantněǰśı postup, který využije konkrétńıho tvaru rovnic:

52 = (x+ y + z)2 = x2 + y2 + z2 + 2(xy + yz + zx) = x2 + y2 + z2 + 2 · 8
x2 + y2 + z2 = 52 − 2 · 8(= 9)

V každém př́ıpadě vid́ıme, že proměnné jsou omezené a tedy i množina M je omezená.
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nezávislost vazeb:
Potřebujeme ukázat, že pro a = (x, y, z) plat́ı:

Φ1(a) = 0 & Φ2(a) = 0 =⇒ Φ′
1(a) a Φ′

2(a) jsou lineárně nezávislé.

Máme

Φ′
1(a) = (1, 1, 1)

Φ′
2(a) = (y + z, z + x, x + y).

Tyto vektory jsou lineárně závislé právě když y + z = z + x = x + y neboli když x = y = z. Pokud
by přitom mělo platit Φ1(a) = 0 a Φ2(a) = 0, pak dostáváme, že 3x = 5 a 3x2 = 8, což nelze splnit. Pro
body z M tak máme opravdu nezávislost vazeb.

Ted’ konečně můžeme (korektně!) použ́ıt větu o Lagrangeových multiplikátorech:
Pro bod a = (x, y, z) ∈ M absolutńıho (a tedy i lokálńıho) extrému f na M ted’ existuji λ, µ ∈ R, že

(yz, zx, xy) = f ′(a) = λ · Φ′
1(a) + µ · Φ′

2(a) = λ(1, 1, 1) + µ(y + z, z + x, x+ y)

a
x+ y + z = 5 a xy + yz + zx = 8.

Když ted’ od sebe např. odečteme prvńı dvě rovnice

yz = λ+ µ(y + z)

zx = λ+ µ(z + x)

dostaneme z(y − x) = µ(y − x), což dává podmı́nku bud’ x = y nebo z = µ. Symetricky dostaneme
daľśı podmı́nku y = z nebo x = µ. Odsud snadno plyne, že vždy je bud’ x = y nebo y = z nebo
x = µ = z, tedy že dvě souřadnice jsou vždy stejné. Stač́ı tedy vyřešit jednu z verźı a daľśı už dostaneme
permutacemi souřadnic.

Např. z podmı́nky x = y dostáváme dosazeńım do vazeb řešeńı (x, y, z) = (2, 2, 1) nebo (x, y, z) =(
4
3 ,

4
3 ,

7
3

)
. Hodnoty parametru λ ani µ už zjǐst’ovat nemuśıme, podezřelé body ted’ mohou být už jen tyto:

a = (2, 2, 1), (1, 2, 2), (2, 1, 2) kde f(a) = 4

a

a =

(
4

3
,
4

3
,
7

3

)
,

(
4

3
,
7

3
,
4

3

)
,

(
7

3
,
4

3
,
4

3

)
kde f(a) =

112

27
.

Protože funkce f je spojitá a množinaM je omezená a uzavřená, nabývá f v prvńıch bodech minimum
a v druhých maximum (protože 112

27 > 4).

(ii) Budeme postupovat podobně jako v (i). Položme

Φ1(x, y, z) = x+ y + z

Φ2(x, y, z) = x2 + y2 + z2 − 1.

M : Φ1(a) = 0 & Φ2(a) = 0 .

uzavřenost M : stejné zd̊uvodněńı jako v (i).

omezenost M : Jedna z vazeb představuje sféru, takže i M je omezená.

nezávislost vazeb:

Page 9



Potřebujeme ukázat, že pro a = (x, y, z) plat́ı:

Φ1(a) = 0 & Φ2(a) = 0 =⇒ Φ′
1(a) a Φ′

2(a) jsou lineárně nezávislé.

Máme

Φ′
1(a) = (1, 1, 1)

Φ′
2(a) = (2x, 2y, 2z).

Tyto vektory jsou lineárně závislé právě když x = y = z. Pokud by přitom mělo platit Φ1(a) = 0
a Φ2(a) = 0, pak dostáváme, že 3x = 0 a 3x2 = 1, což nelze splnit. Pro body z M tak máme opravdu
nezávislost vazeb.

Ted’ konečně můžeme korektně použ́ıt větu o Lagrangeových multiplikátorech:
Pro bod a = (x, y, z) ∈ M absolutńıho (a tedy i lokálńıho) extrému f na M ted’ existuji λ, µ ∈ R, že

(yz, zx, xy) = f ′(a) = λ · Φ′
1(a) + µ · Φ′

2(a) = λ(1, 1, 1) + µ(2x, 2y, 2z)

a
x+ y + z = 0 a x2 + y2 + z2 = 1.

Když opět od sebe odečteme prvńı dvě rovnice

yz = λ+ 2µx

zx = λ+ 2µy

dostaneme z(y − x) = 2µ(x − y), což dává podmı́nku bud’ x = y nebo z = 2µ. Symetricky dostaneme
daľśı podmı́nku y = z nebo x = 2µ. Odsud snadno plyne, že vždy je bud’ x = y nebo y = z nebo
x = 2µ = z, tedy že dvě souřadnice jsou vždy stejné. Stač́ı tedy vyřešit jednu z verźı a daľśı už
dostaneme permutacemi souřadnic.

Např. z podmı́nky x = y dostáváme dosazeńım do vazeb řešeńı (x, y, z) = ± 1√
6
(1, 1,−2). Hodnoty

parametru λ ani µ už zjǐst’ovat nemuśıme, podezřelé body ted’ mohou být už jen tyto:

a = − 1√
6
(1, 1,−2), − 1√

6
(1,−2, 1), − 1√

6
(−2, 1, 1) kde f(a) =

√
6

18

a

a =
1√
6
(1, 1,−2),

1√
6
(1,−2, 1),

1√
6
(−2, 1, 1) kde f(a) = −

√
6

18
.

Protože funkce f je spojitá a množina M je omezená a uzavřená, nabývá f v prvńıch bodech maxi-
mum a v druhých minimum.

Fubiniho věta: Necht’

• E ⊆ R
2 je oblast integrace (tj. množina, na které má v̊ubec smysl se o integrál nějaké funkce zaj́ımat, např. určená grafy

nějakých spojitých funkćı),

• f : E → R je funkce spojitá na vniťrku E◦ oblasti E a

• dvojný integrál z absolutńı hodnoty funkce f je konečný, tj.
∫∫

E

|f | dS < ∞ (např. pokud funkce je omezená a oblast E

je také omezená).

Pak existuje dvojný integrál
∫∫

E

f dS a plat́ı

∫∫

E

f dS =

∫

π2(E)

(

∫

(vodorovný) řez množinou E

pomoćı př́ımky R× {y}

f(x, y) dx

)

dy
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∫∫

E

f dS =

∫

π1(E)

(

∫

(svislý) řez množinou E

pomoćı př́ımky {x} × R

f(x, y) dy

)

dx,

kde π1, π2 : R2 → R jsou projekce na jednotlivé osy, tedy π1(x, y) = x a π2(x, y) = y.

Poznámka: Předpoklad konečnosti integrálu z absolutńı hodnoty funkce je podstatný! Např. pro funkci

f(x, y) =
x2 − y2

(x2 + y2)2

na E = 〈0, 1〉 × 〈0, 1〉 \ {(0, 0)} je

∫ 1

0

(
∫ 1

0

x2 − y2

(x2 + y2)2
dy

)

dx =

∫ 1

0

[

y

x2 + y2

]y=1

y=0

dx =

∫ 1

0

1

x2 + 1
dx =

[

arctan(x)
]x=1

x=0
=

π

4

zat́ımco
∫ 1

0

(
∫ 1

0

x2 − y2

(x2 + y2)2
dx

)

dy =

∫ 1

0

[ −x

x2 + y2

]x=1

x=0

dy =

∫ 1

0

−1

y2 + 1
dy =

[

− arctan(y)
]y=1

y=0
= −π

4

což mimo jiné ukazuje na to, že
∫ 1

0

∫ 1

0

∣

∣

∣

∣

x2 − y2

(x2 + y2)2

∣

∣

∣

∣

dx dy = ∞.

8.9 (dvojný integrál - Fubiniho věta)
Změňte pořad́ı integrace v integrálu

(a)
1∫
0

1∫
√
y

f(x, y) dx dy,

(b)
π∫
0

sin x∫
0

f(x, y) dy dx.

Řešeńı:
V těchto př́ıkladech procvičujeme jen záměnu integrace, takže předpokládáme, že funkce f předpoklady
Fubiniho věty splňuje.

(a) Základńı oblast integrace je

E : 0 ≤ y ≤ 1 &
√
y ≤ x ≤ 1.

1

1 2

x

y

(1, y)(
√
y, y)

(x, 0)

(x, x2)

E

x = 1 x =
√
y

0
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Po rozřezáńı oblasti E ve směru osy y máme

E : 0 ≤ x ≤ 1 & 0 ≤ y ≤ x2.

Záměna integrace pak vyjde jako:

1∫

0

1∫

√
y

f(x, y) dx dy =

1∫

0

x2∫

0

f(x, y) dy dx.

(b) Základńı oblast integrace je

E : 0 ≤ x ≤ π & 0 ≤ y ≤ sinx.

Máme
π1(E) = 〈0, π〉

a
({x} × R) ∩E = {x} × 〈0, sinx〉.

1

π
x

y

(arcsin(y), y) (π − arcsin(y), y)

(x, sin(x))

(x, 0)

E

0

Po výměně pořad́ı integrace máme
π2(E) = 〈0, 1〉

a pro řezy ve směru osy x vid́ıme, že pro y ∈ 〈0, 1〉 prot́ıná př́ımka R×{y} křivku y = sin(x) pro hodnoty
x1 = arcsin(y) (tj. x1 ∈ (0, π

2 )) a pro x2 = π − x1 = π − arcsin(y).
Záměna integrace pak vyjde jako:

π∫

0

sin x∫

0

f(x, y) dy dx =

1∫

0

π−arcsin y∫

arcsin y

f(x, y) dx dy.
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