
12. cvičeńı z Matematické analýzy 2

3. května 2021

Připomenut́ı: Integrál z funkce f : M → R je určený jako∫∫
M

f dS =

∫∫
U

f(Φ(u, v)) ·
∥∥∥∥∂Φ

∂u
×

∂Φ

∂v

∥∥∥∥ dS ,

kde Φ : U →M je vhodná parametrizace.

12.1 (plošný integrál z funkce)
Spoč́ıtejte

(i) ∫∫
M

z dS,

kde M je část́ı válce x2 + y2 = 2 vymezená rovinou z = 0 a plochou z = x2 + (y − 1)2.

(ii) ∫∫
M

x2z + y2z dS,

kde M je povrch polokoule x2 + y2 + z2 = 4, z ≥ 0.

Řešeńı:
(i) Plocha je určena jako

M : x2 + y2 = 1 & 0 ≤ z ≤ x2 + (y − 1)2.

Jej́ı parametrizaci vytvoř́ıme pomoćı cylindrických souřadnic

x = r cosϕ
y = r sinϕ
z = h



kde po dosazeńı z prvńı podmı́nky dostaneme r2 = 2 a po dosazeni r =
√

2 z druhé podmı́nky pak

0 ≤ h ≤ (
√

2 cosϕ)2 + (
√

2 sinϕ− 1)2 = 3− 2
√

2 sinϕ

T́ım dostaneme předpis
Φ(ϕ, h) = (

√
2 cosϕ,

√
2 sinϕ, h)

s definičńım oborem
U : 0 ≤ ϕ ≤ 2π & 0 ≤ h ≤ 3− 2

√
2 sinϕ.

Dále je
∂Φ
∂ϕ = (−

√
2 sinϕ,

√
2 cosϕ, 0)

∂Φ
∂h = ( 0, 0, 1)

∂Φ
∂ϕ ×

∂Φ
∂h = (

√
2 cosϕ,

√
2 sinϕ, 0)∥∥∥∥∂Φ

∂ϕ
× ∂Φ

∂h

∥∥∥∥ =
√

2.

Takže pro funkci f(x, y, z) = z máme

∫∫
M

f dS =

∫∫
U

z dS =

2π∫
0

3−2
√

2 sinϕ∫
0

h ·
√

2 dh dϕ =
√

2

2π∫
0

(3− 2
√

2 sinϕ)2

2
dϕ =

=
√

2

2π∫
0

(
9

2
− 6
√

2 sinϕ+ 4 sin2 ϕ

)
dϕ =

√
2(9π + 0 + 4π) = 13

√
2π.

- - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - -

(ii) Plocha M = {(x, y, z) ∈ R3 | x2 + y2 + z2 = 4 & z ≥ 0} je polovina sféry.

Zparametrizujeme ji pomoćı sférických souřadnic jako

Φ(ϕ, ϑ) = (2 sinϑ cosϕ, 2 sinϑ sinϕ, 2 cosϑ)
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s definičńım oborem
U : 0 ≤ ϕ ≤ 2π & 0 ≤ ϑ ≤ π

2
.

Dále máme

∂Φ

∂ϕ
= (−2 sinϑ sinϕ, 2 sinϑ cosϕ, 0 )

∂Φ

∂ϑ
= ( 2 cosϑ cosϕ, 2 cosϑ sinϕ, −2 sinϑ).

Výpočet normy vektorového součinu si zjednoduš́ıme t́ım, že si všimneme, že dané vektory jsou na sebe
kolmé, tj. ∂Φ

∂u ·
∂Φ
∂v = 0. Pak je ∥∥∥∥∂Φ

∂u
× ∂Φ

∂v

∥∥∥∥ =

∥∥∥∥∂Φ

∂u

∥∥∥∥ · ∥∥∥∥∂Φ

∂v

∥∥∥∥ = 4| sinϑ|.

Máme tedy

∫∫
M

x2z + y2z dS =

∫∫
U

(
8 sin2 ϑ cosϑ

)
· 4| sinϑ| dS =


π
2∫

0

32 sin3 ϑ cosϑ dϑ

 ·
 2π∫

0

1 dϕ

 =

= 2π
[
8 sin4 ϑ

]ϑ=π
2

ϑ=0
= 16π.

Připomenut́ı: Tok vektorového pole ~F : M → R3 orientovanou plochou M ⊆ R3 se spoč́ıtá jako∫∫
M

~F · d~S =

∫∫
U

~F
(
Φ(u, v)

)
·
(
∂Φ

∂u
×

∂Φ

∂v

)
dS ,

kde Φ : U → M je opět vhodná parametrizace, U ⊆ R2, a orientace daná vektorovým polem ∂Φ
∂u
× ∂Φ

∂v
souhlaśı se zadanou

parametrizaćı plochy M . (Pokud by orientace nesouhlasila, stač́ı jen změnit pořad́ı ve vektorovém součinu, tj. změnit znaménko

integrálu.)

12.2 (plošný integrál z vektorového pole - tok)
Spoč́ıtejte ∫∫

M

~F · d~S

kde

(i) ~F (x, y, z) = (0, x, −y) a M je část́ı sféry x2 + y2 + z2 = 1, 0 ≤ y, 0 ≤ z s horńı orientaćı.

(ii) ~F (x, y, z) = (x, y2, yz) a M je na plášti kuželu x2 + y2 = (z − 1)2 pro 0 ≤ z ≤ 1 s orientaćı danou
vektorovým polem směřuj́ıćım vzh̊uru.

Řešeńı:
(i)
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Plochu M zparametrizujeme pomoćı sférických souřadnic jako

Φ(ϕ, ϑ) = (sinϑ cosϕ, sinϑ sinϕ, cosϑ)

s definičńım oborem
U : 0 ≤ ϕ ≤ π & 0 ≤ ϑ ≤ π

2
.

Máme
∂Φ
∂ϕ =

(
− sinϑ sinϕ, sinϑ cosϕ, 0

)
∂Φ
∂ϑ =

(
cosϑ cosϕ, cosϑ sinϕ, − sinϑ

)
a odsud je

∂Φ

∂ϕ
× ∂Φ

∂ϑ
=
(
− sin2 ϑ cosϕ, − sin2 ϑ sinϕ, − sinϑ cosϑ

)
.

Třet́ı složka tohoto vektoru je záporná (na vnitřku definičńıho oboru), takže toto pole je orientované
opačně k zadáńı. Takže máme∫∫

S

~F · d~S = −
∫∫
U

~F
(
Φ(ϕ, ϑ)

)
·
(
∂Φ

∂ϕ
× ∂Φ

∂ϑ

)
dS =

= −
∫∫
U

(0, sinϑ cosϕ,− sinϑ sinϕ) ·

 − sin2 ϑ cosϕ
− sin2 ϑ sinϕ
− sinϑ cosϑ

 dS =

=

π
2∫

0

π∫
0

sin3 ϑ · (sinϕ cosϕ)− (sin2 ϑ cosϑ) · sinϕ dϑ dϕ =

=


π
2∫

0

(1− cos2 ϑ) sinϑ dϑ

 ·


π∫
0

sin(2ϕ)

2
dϕ

︸ ︷︷ ︸
=0

−


π
2∫

0

sin2 ϑ cosϑ dϑ

 ·
 π∫

0

sinϕ dϕ

 =

= 0−
[ sin3 ϑ

3

]π
2

0
·
[
− cosϕ

]π
0

= −2

3
.
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- - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - -

(ii) Plochu M je část kužele a je zadaná také jako graf funkce z = 1−
√
x2 + y2 pro x2 + y2 ≤ 1.

Můžeme ji proto takto přirozeně zparametrizovat:

Φ(x, y) =
(
x, y, 1−

√
x2 + y2

)
s definičńım oborem

U : x2 + y2 ≤ 1.

Všimněme si, že v bodě (0, 0) nemá tato funkce derivaci (je to vrchol kužele). Ale protože jde jen o jeden
bod, nemá to vliv na integrál.

Dále máme
∂Φ
∂x =

(
1, 0, − x√

x2+y2

)
∂Φ
∂y =

(
0, 1, − y√

x2+y2

)
a

∂Φ

∂x
× ∂Φ

∂y
=
( x√

x2 + y2
,

y√
x2 + y2

, 1
)
.

Třet́ı složka tohoto vektoru je kladná, takže toto pole je orientované v souhlase se zadáńım. Takže
máme

∫∫
S

~F · d~S =

∫∫
U

~F
(
Φ(x, y)

)
·
(
∂Φ

∂x
× ∂Φ

∂y

)
dS =

∫∫
U

(
x, y2, y(1−

√
x2 + y2)

)
·


x√
x2+y2
y√
x2+y2

1

 dS =

=

∫∫
U

x2 + y3 − y(x2 + y2)√
x2 + y2

+ y dS =

∫∫
U

x2(1− y)√
x2 + y2

+ y dS =

=

[
x=r cosϕ
y=r sinϕ
0≤r≤1

0≤ϕ≤2π

]
=

2π∫
0

1∫
0

(
r cos2 ϕ(1− r sinϕ) + r sinϕ

)
r drdϕ =

Page 5



=

2π∫
0

1∫
0

r2 cos2 ϕ− r3 cos2 ϕ sinϕ+ r2 sinϕ drdϕ =

2π∫
0

cos2 ϕ+ sinϕ

3
− cos2 ϕ sinϕ

4
dϕ =

=
π

3
+

[
cos3 ϕ

12

]2π

0

=
π

3
.

Poznámka: Ke zjǐstěńı hodnoty integrálu můžeme použ́ıt i Gaussovu větu (viz třeba př́ıklad 14.12), protože tok pole
podstavou x2 + y2 ≤ 1, z = 0 je v tomto př́ıpadě nulový (nebot’ pole je rovnoběžné s podstavou).

Necht’ E ⊆ R2 je oblast integrace, která je omezená, a necht’ jej́ı hranice ∂E je tvořena uzavřenou křivkou C, co sama sebe
nikde neprot́ıná (tzv. jednoduchá uzavřená křivka). Necht’ orientace křivky C je taková, že při jej́ım procházeńı máme v daném
mı́stě oblast E vždy po levé straně.

Podle Greenovy věty pro pole ~F = (F1, F2) máme∫
C=∂E

~F · d~s =

∫∫
E

(
∂F2

∂x
−

∂F1

∂y

)
dS,

kde výraz na pravé straně si můžeme pamatovat jako ∂F2
∂x
− ∂F1

∂y
=
∣∣∣ ∂∂x ∂

∂y

F1 F2

∣∣∣. Je to analogie rotace pole (jakéhosi ”v́ıru”v daném

bodě) ve třech dimenźıch. Interpretaćı Greenovy věty je to, že ”v́ıry”pole uvnitř oblasti se v sousedńıch bodech vyruš́ı a zbyde
jen ”v́ır”na okraji oblasti.

Poznámka: Hranici E může být tvořena i z v́ıce uzavřených křivek, u kterých opět požadujeme, aby hranice ležela po

jejich levé straně při procházeńı po směru dané křivky.

12.3 (Greenova věta)

Použijte Greenovu větu k nalezeńı práce śıly ~F (x, y) = (2xy3, 4x2y2) vykonané na částici podél křivky
C, která je hranićı oblasti M ohraničené křivkami y = 0, x = 1 a y = x3 v prvńım kvadrantu. Křivka C je
orientována v kladném smyslu (tj. proti směru hodinových ručiček).

Řešeńı:
Máme tedy oblast

M : 0 ≤ x ≤ 1 & 0 ≤ y ≤ x3.

Jej́ı hranićı je po částech diferencovatelná křivka, která má orientaci odpov́ıdaj́ıćı použit́ı Greenovy věty.
Dále je

∂F2

∂x
− ∂F1

∂y
= 8xy2 − 6xy2 = 2xy2

a proto

∫
C=∂M

~F · d~s =

∫∫
M

(
∂F2

∂x
− ∂F1

∂y

)
dS =

∫∫
M

2xy2 dS =

1∫
0

x3∫
0

2xy2 dy dx =

1∫
0

2

3
x10 dx =

2

33
.

12.4 (Greenova věta)
Pomoćı Greenovy věty spoč́ıtejte plochu v R2 omezenou cykloidou ϕ(t) = (t−sin t, 1−cos t) pro t ∈ 〈0, 2π〉

a osou x.
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Řešeńı:
Plochu E si vymeźıme křivkami C1 (cykloida) a C2 (úsečka na ose x) tak, aby tyto křivky tvořily jej́ı

okraj, který bude orientovaný v souladu s Greenovou větou. Cykloida

C1 : ϕ(t) = (t− sin t, 1− cos t), t ∈ 〈0, 2π〉

má podle zadané parametrizace opačnou orientaci než potřebujeme. Pro úsečku je nejjednodušš́ı si zvolit
parametrizaci

C2 : ψ(t) = (t, 0), t ∈ 〈0, 2π〉

která je ve směru, který chceme.

Greenovu větu, pro (zat́ım nespecifikované) vektorové pole ~F (x, y) =
(
F1(x, y), F2(x, y)

)
, pak použijeme

takto: ∫∫
E

(
∂F2

∂x
− ∂F1

∂y

)
dS =

∫
∂E

(F ) · d (s) = −
∫
C1

(F ) · d (s) +

∫
C2

(F ) · d (s)

kde znaménka u křivek odpov́ıdaj́ı tomu, jestli daná křivka má nebo nemá orientaci v souladu s Greenovou
větou.

Ted’ už jen zbývá si zvolit vhodné vektorové pole a to tak, aby ∂F2

∂x −
∂F1

∂y = 1. Pak totiž bude

obsah(E) =

∫∫
E

1︸︷︷︸
∂F2
∂x −

∂F1
∂y

dS = · · · = −
∫
C1

(F ) · d (s) +

∫
C2

(F ) · d (s) .

Takových voleb je mnoho, ale pro nás bude nejlepš́ı nějaká jednoduchá, např. ∂F2

∂x = 1 a ∂F1

∂y = 0, tj.

~F = (0, x). Pro takovouto volbu bude i integrál
∫
C2

(F ) · d (s) nulový, protože ~F je kolmé k ose x, takže

při pohybu ve vodorovném směru nekoná práci. Ale stejně si nulovost ještě ověř́ıme i explicitně.
Takže máme

pro cykloidu: ϕ(t) = (t− sin t︸ ︷︷ ︸
=x(t)

, 1− cos t︸ ︷︷ ︸
=y(t)

), ϕ′(t) = (1− cos t, sin t)

pro úsečku: ψ(t) = ( t︸︷︷︸
=x(t)

, 0︸︷︷︸
=y(t)

), ψ′(t) = (1, 0)

a po dosazeńı dostaneme

obsah(E) = −
∫
C1

(F ) · d (s) +

∫
C2

(F ) · d (s) = −
2π∫
0

(F ) (ϕ(t)) · ϕ′(t) dt+

2π∫
0

(F ) (ψ(t)) · ψ′(t) =

= −
2π∫
0

(0, t− sin t) ·
(

1− cos t
sin t

)
dt+

2π∫
0

(0, t) ·
(

1
0

)
︸ ︷︷ ︸

=0

dt =

=

2π∫
0

t · (− sin t) + sin2 t dt = [t cos t]
2π
0︸ ︷︷ ︸

=2π

−
2π∫
0

cos t dt

︸ ︷︷ ︸
=0

+

2π∫
0

sin2 t dt

︸ ︷︷ ︸
=π

= 2π − 0 + π = 3π .
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12.5 (Greenova věta)
Pomoćı Greenovy věty spoč́ıtejte∫

C

(3y − esin x) dx+ (7x+
√
y4 + 1) dy

kde C je kladně orientovaná kružnice x2 + y2 = 9.

Řešeńı:
Naše oblast M je kruh o poloměru 3

M : x2 + y2 ≤ 32

a pole je
~F (x, y) =

(
3y − esin x, 7x+

√
y4 + 1

)
.

Orientace křivky C je v souhlase s Greenovou větou. Můžeme proto psát (s využit́ım znalosti obsahu
kruhu)

∫
C=∂M

(F ) · d (s) =

∫∫
M

(
∂F2

∂x
− ∂F1

∂y

)
dS =

∫∫
M

(7− 3) dS =

∫∫
M

4 dS = 4 · π · 32 = 36π .

Je vidět, že p̊uvodńı křivkový integrál bychom těžko poč́ıtali, ale s využit́ım Greenovy věty je výpočet
snadný.

Stokesova věta je zobecněńı Greenovy věty z R2 do R3 (orientovaná plocha, jej́ımž okrajem je křivka C, už může být
r̊uzně zakřivená v prostoru): ∫

C=∂M

~F · d~s =

∫∫
M

rot(~F ) · d~S ,

kde

rot(~F ) := ∇× ~F =

∣∣∣∣∣ ~i ~j ~k
∂
∂x

∂
∂y

∂
∂z

F1 F2 F3

∣∣∣∣∣ =

(
∂F3

∂y
−

∂F2

∂z
, −

(
∂F3

∂x
−

∂F1

∂z

)
,
∂F2

∂x
−

∂F1

∂y

)
.

Orientace plochy a jej́ıho okraje muśı být v souladu a to pomoćı pravidla pravé ruky (ruku polož́ıme na plochu pobĺıž okraje

tak, aby vektor jej́ı orientace mı́̌ril do dlaně a palec ukazoval směrem dovnitř plochy - pak zbylé prsty ukazuj́ı směr orientace

okraje), nebo jednodušeji - když obcháźıme plochu podél okraje, muśıme ji aktuálně mı́t vždy po levé straně.

12.6 (Stokesova věta)
Spoč́ıtejte práci śıly

~F (x, y, z) =
(

(x+ 1)x + z2
)
~i+

(
(y + 1)y + x2

)
~j +

(
(z + 1)z + y2

)
~k

vykonané na částici, která se pohybuje podél okraje části sféry x2 + y2 + z2 = 4 lež́ıćı v prvńım oktantu.
Křivka C daná okrajem této plochy je orientovaná v záporném smyslu při pohledu seshora (přesněji: ve směru
daném posloupnosti bod̊u (2, 0, 0)→ (0, 0, 2)→ (0, 2, 0)).

Řešeńı:
Jak je vidět z tvaru vektorového pole, integrál odpov́ıdaj́ıćı práci ~F śıly podél uvedeného okraje C bychom
př́ımým zp̊usobem poč́ıtali asi těžko. Pomůžeme si proto Stokesovou větou, která integrál převede na
tok pole rot((F )) plochou
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M : x2 + y2 + z2 = 4, x, y, z ≥ 0 .

Tu muśıme orientovat tak, aby jej́ı orientace byla v souladu se zvolenou orientaćı křivky C. To lze
uvidět např. z náčrtku a správná orientace plochy M je pak směrem do počátku souřadnic (tedy kdyby
M byla celá sféra, byla by to ta orientace dovnitř).

Stokesova věta pak ř́ıká, že pro plochu M a okraj C(= ∂M), co maj́ı orientace v souladu, je∫
C

(F ) · d (s) =

∫∫
M

rot((F )) · d (S)

kde pro pole ~F = (F1, F2, F3) je

rot(~F ) := ∇× ~F =

∣∣∣∣ ~i ~j ~k
∂
∂x

∂
∂y

∂
∂z

F1 F2 F3

∣∣∣∣ =

(
∂F3

∂y
− ∂F2

∂z
,
∂F1

∂z
− ∂F3

∂x
,
∂F2

∂x
− ∂F1

∂y

)
což v našem př́ıpadě je

rot(~F ) =

∣∣∣∣∣ ~i ~j ~k
∂
∂x

∂
∂y

∂
∂z

(x+1)x+z2 (y+1)y+x2 (z+1)z+y2

∣∣∣∣∣ = (2y − 0, 2z − 0, 2x− 0) .

Dále budeme potřebovat ještě plochuM zparametrizovat. K tomu bude nejvhodněǰśı použ́ıt sférických
souřadnic (pro r = 2). Parametrizace pak bude

Φ :
x = 2 sinϑ cosϕ
y = 2 sinϑ sinϕ
z = 2 cosϑ

pro
U : 0 ≤ ϕ ≤ π

2 & 0 ≤ ϑ ≤ π
2 .

Pro výpočet plošného integrálu budeme potřebovat ještě vektorový součin

∂Φ

∂ϕ
× ∂Φ

∂ϑ
=

∣∣∣∣∣∣∣
~i ~j ~k
∂x
∂ϕ

∂y
∂ϕ

∂z
∂ϕ

∂x
∂ϑ

∂y
∂ϑ

∂z
∂ϑ

∣∣∣∣∣∣∣ =

∣∣∣∣∣∣
~i ~j ~k

−2 sinϑ sinϕ 2 sinϑ cosϕ 0
2 cosϑ cosϕ 2 cosϑ sinϕ −2 sinϑ

∣∣∣∣∣∣ =
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= (−4 sin2 ϑ cosϕ, −4 sin2 ϑ sinϕ, −4 sinϑ cosϑ)

který má zjevně tu správnou orientaci odpov́ıdaj́ıćı orientaci plochy (tj. směrem do počátku souřadnic),
protože znaménko z-tové složky je záporné pro body z vnitřku množiny U . Kdyby součin neměl požadovanou
orientaci, vzali bychom ho s opačným znaménkem. Proto ted’ můžeme psát∫

C

(F ) · d (s) =

∫∫
M=Φ(U)

rot((F )) · d (S) =

∫∫
U

(
rot((F )) ◦ Φ

)
·
(
∂Φ

∂ϕ
× ∂Φ

∂ϑ

)
dϕ dϑ =

=

∫∫
U

(4 sinϑ sinϕ, 4 cosϑ, 4 sinϑ cosϕ) ·

 −4 sin2 ϑ cosϕ
−4 sin2 ϑ sinϕ
−4 sinϑ cosϑ

 dϕ dϑ =

= −16

∫∫
U

sin3 ϑ(sinϕ cosϕ) + (sin2 ϑ cosϑ) sinϕ+ (sin2 ϑ cosϑ) cosϕ dϕ dϑ =

=

−16

π/2∫
0

sin3 ϑ︸ ︷︷ ︸
(1−cos2 ϑ) sinϑ

dϑ

·
 π/2∫

0

sinϕ cosϕ dϕ

+

−16

π/2∫
0

sin2 ϑ cosϑ dϑ

·
 π/2∫

0

(sinϕ+ cosϕ) dϕ

 =

=
[
− 16(− cosϑ+ 1

3 cos3 ϑ)
]π/2

0
·
[

1
2 sin2 ϕ

]π/2
0

+
[
− 16

3 sin3 ϑ
]π/2

0
·
[
− cosϕ+ sinϕ

]π/2
0

=

=
32

3
· 1

2
+

(
−16

3

)
· 2 = −16

3
.

Gaussova věta ∫∫
∂E

(F ) · d (S) =

∫∫∫
E

div((F )) dV

dává do souvislosti tok pole (F ) přes okraj M = ∂E oblasti E v R3 s integrálem přes tuto oblast E. Okraj ∂E má zde vždy
vněǰśı orientaci. Funkce

div((F )) =
∂F1

∂x
+

∂F2

∂y
+

∂F3

∂z
,

která se integruje v M se nazývá divergence pole (F ) a interpretuje se jako ”zdroj”pole v daném bodě (při kladné hodnotě)
př́ıpadně ”odtok”pole v daném bodě (při záporné hodnotě). Smyslem Gaussovy věty tedy je, že celková ”změna pole”v objemu
odpov́ıdá př́ıslušnému toku pole přes okraj.

12.7 (Gaussova věta)

Pomoćı Gaussovy věty spoč́ıtejte tok pole ~F = (3x, xy, 2xz) povrchem krychle E = 〈0, 1〉3 ⊆ R3 s vněǰśı
orientaćı.

Řešeńı:
Máme

div(~F ) = 3 + x+ 2x = 3 + 3x

a tedy

∫∫
∂E

(F ) ·d (S) =

∫∫∫
E

div(~F ) dV =

1∫
0

1∫
0

1∫
0

(3+3x) dx dy dz =

 1∫
0

3 + 3x dx

 ·
 1∫

0

1∫
0

1 dy dz

 =
9

2
.
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