14. cviceni z Matematické analyzy 2

4. - 8. ledna 2021

Pro mocninné fady budeme vyuzivat toho, ze na vnittku oboru konvergence piislusné fady plati:
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14.1 Urcete polomér konvergence a sectéte mocninnou fadu

i <2n + %) g2t

n=1

na vnitiku oboru konvergence.

Reseni:
Polomer konvergence Muzeme vyuzit podilové kritérium pro obecnou fadu (ne nutné mocninnou):

Megjme tadu Z i, kde ay, € R a necht je hm % = ¢. Pokud je 0 < ¢ < 1, fada konverguje a
pokud je ¢ > 1, rada diverguje.

V naSem pfipadé tedy je

1 n
[@n+2+d)att| gq1
=2z

lim = lim —
n—c0 ‘ (2n+ 1) x2n—1‘ n—oo 2n + %
Tedy fada konverguje pro |z|?> < 1 a diverguje pro |z|? > 1, tudiz polomér konvergence je nutné
R=1
Soucet: Pro 0 < |z| < 1 si fadu rozdélime na soucet fad

2n+ - b= 2z. "l—i—— )™,
> (ong) et oae Lo 2
Ted uz jen secteme rady S ny™'a 3 3", kde pak dosadime y := 22:
n=1 n=1
n Y n—1 n
Yrerhoiery e S (Sr) () st

Takze po dosazen{ y := x? dostaneme

- 1 1 1 a? 2z z

) B ) VL e N H =
;(’”3)”5 OS2 T T2 T =22 T30-)
pro |z| < 1.

(Zjistovani konvergence na krajich nebylo pozadovéno, ale snadno je vidét, Zze fada na krajich
diverguje).




14.2 Urcete polomér konvergence a sectéte mocninnou fadu
o0
I2n+1

— n(n+1)

na vnitiku oboru konvergence.

Reseni:
Polomér konvergence: Muzeme vyuzit podilové kritérium pro obecnou radu

V naSem pftipadé tedy je

I2n+3
. (n+1)(n+2) .
lim ————— =22 lim %zwz
n— 00 g2n+l n=yoo M
n(n+1)

Tudiz polomeér konvergence je R = 1.
Soucet: Radu si vyjadiime jako

oo 2n+1 1 oo n+1
g (n+1) EZ:: n—|—1
S5 n+1 L.
=> 76 Pro |yl <1 plati, ze

A opét pro y = 22 seéteme piislugnou fadu. Oznaéme si g(y) =
n=1

n=1 n=1
Znovu zderivujeme:
o0 / o0
" _ f — n—1 — 1
=3 (%) =Sv =
a tedy
1
9'(y) :/ﬂ dy=-In(l-y)+C.

Po dosazeni y = 0 dostaneme 0 = ¢’(0) = —In(1) + C, tedy C = 0. Déle mame

9(y) = /gl(y) dy = /— In(1 — y) dy = {per partes} =

:(1—y)ln(1—y)+/1_—ydyz(l—y)ln(l—y)+y+D.

Opét po dosazeni y = 0 dostaneme
0=9¢(0)=1ln(1)+0+ D,

tedy D = 0. Celkové pak soucet fady je

oo x2n+l _1 ) 21 ) ) o

2
M—xln(l—x2)+x
X

In(1-2%) definujeme v bodé = = 0 spojité.

kde rovnost plati pro |z| < 1, kdyZz pfitom funkei
(Zjistovani konvergence na krajich nebylo pozadovano, ale je rychle vidét, ze fada na krajich konverguje

a tedy rovnost platii pro body x = +1 - ovSem opét je potieba funkci na pravé strané dodefinovat spojité

v téchto bodech, coz lze.)
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14.3 Urcete polomér konvergence a sectéte mocninnou fadu

S Iy

n=1

na vnitiku oboru konvergence.

Reseni:
Stied fady je xo = —1.
Polomér konvergence: Vyuzijeme tieba podilové kritérium:

3ntl g (_g)yntt ‘1 2\ n+1 ‘
CALETE Tiak ; (—-)
1 3
lim | S lim 3- i =3
n— 00 3n4(=2)" _2\"n
3

)

n

Polomér konvergence je tedy R = %
Soucet: Radu rozepiéeme pomoci souc¢tu dvou fad. To muzeme udélat na spoleéném oboru konvergence
téchto fad. Pro |z + 1| < % plati, ze

Y1
:1:‘ =

oo
n=1

. o~ - I <. o+ 1 1 - . s
protoze polomér konvergence fad na pravé strané je postupné R; = 5 a Rp = 5. Pro secten{ vyuzijeme
toto:

S / o ’ 50 -
<nz—:17> _;<7> _;y i T Z;—/ ;= "ml-y+C.

Pro y = 0 dostaneme, ze 0 = —In(1) 4+ C, tedy C = 0.
Takze po dosazeni y; = 3(x + 1) a y2 = —2(x + 1) dostaneme

iy@—l—l)”:—1n(1—3(17—|—1))—ln(1+2(:17—|—1)):

n=1

—1n(—2—3x)—1n(3+2:v)

pro |z + 1| < 3, tj. proz € (—%,-2).
(Zjistovani konvergence na krajich nebylo pozadovéno, ale snadno je vidét, Zze fada na krajich

diverguje).

14.4 Urcete polomér konvergence a sectéte mocninnou fadu

)
n .2n+1
E 5L
n=0

na vnitiku oboru konvergence.
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Reseni:
Polomeér konvergence: Mame

, pro k=2n+12> 3 liché,
ar =
F 0, jinak.

takZze nemuzeme piimo pouzit podilové kritérium. Staci ale fadu trochu prepsat, tj.

o0 T o0

n 2n+l __ 2\n
E 5w =35 E n (%)
n=1 n=1

k—1
4

NS

oo
a zjistit polomér konvergence fady Y. n y", kterd ma podle podilového kritéria lim 2 = 1 polomér

n=1 n—00
konvergence roven 1, tj. konverguje pro |y| < 1 a diverguje pro |y| > 1. Pro y = 22 tak dostdvame, Ze
pro |22| < 1 to konverguje a pro |z%| > 1 to diverguje. Neboli polomér konvergence ptivodn{ fady je

rovnéz R = 1. Mohli jsme ovSem také na zacatku vyuzit i lim {/|a,|=---=1.
n—roo

Soucet: Vyuzijeme toho, co uz mame, tj. pro |y| < 1 plat{

!
] . [e%e] . [e's) . 1 ’
nz::lny :ynz::lny 1_y<;y>—y<?y—1>_7(l_yy)2.

Takze
2 3

Ooﬁ 2n+1:EOo 2yn _ LT _ z
;296 2;”(“ 21— 222 2(1— a2)2

pro |z| < 1.
(Zjistovani konvergence na krajich nebylo pozadovéno, ale snadno je vidét, Zze fada na krajich
diverguje).

14.5 Naleznéte Fourierovu fadu pro periodické rozsiteni funkce

ResSeni:
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Pro Fourierovu fadu funkce f mame: T =2, w = 2% =ma % =1.
2 1 )
aozg/f(t)dtz/tdt:§
0 0
1 1
an = 2 tCOS(kﬂ't) dt = |:t . sin(kﬂ't):|t:1 . sin(kwt) dt — |:COS(kZ7'rt):|t:1 _ (=Dk-1
k=3 - km P km - (km)? =0 - (km)?
0 — o0
=0
1 1
2 : cos(kmt) |11 cos(kmt) (DR Tein(krt) 578 (kY
bk =3 tSln(k']Tt) dt = — |:t i :|t:0 + T dt = T + |: (k)2 i|t:0 - kT
Takze -
f~3+ Z (D cos(kmt) + (D sin(kmt)
4 4 (km)? km
=1
a podle Jordanova kritéria je
o0 1
1 (-1kF-1 (—1)ktT . )3 ,t€e2Z+1
7+ Z cos(kmt) + sin(knt) = {
4 (k)2 km
P fit) ,teR\(2Z+1) .
s grafem
F.i. pro f

|
I\
| e
—_
—_
—=—¢
— 9 e
w4\
~

14.6 Naleznéte Fourierovu fadu pro periodické rozsiteni funkce

cost ,te(-%,%)
f(t): T 37
0 ,te(=3,%)

(t)
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Reseni:

Perioda nasf funkce je T = 27, frekvence je w = 2%

prok=1,2,...

=1la
T
a dale ze sudosti f mame pro zbyle koeficienty Fourierovy rady funkce f, ze:

2

T

%. Funkce f je sudd. Proto by =0

Pro k£ =1 mame

Takze dostavame

T /2
1 1 2 t=r/2 2
a0:2-—/f(t)dt:2~ /costdt*—[sint} = —.
7T 7T 7r t=0 7T
0 0
T /2 /2
1 1 1
ar =2-— /f(t) cos(kt)dt =2 = / costcos(kt)dt = — / (cos(k + 1)t 4 cos(k — 1)t) dt =
7T 7T 7T
0 0 0
1 [sin(k+ 1)t sin(k— 1]
— {ddle plati pro k > 2} = Smli ++1 it Smli — ) ] -
=0
0 & liché
= —1)" —1 n—1 2(—1)"
% ((Qn-lzl + (271)—1 ) - _77(‘(1"2)_1) 7k = 27’L, neN
protoze

sin ((Qn—i— 1)%) =(-1)"proneZ.

/2
1 1 |sin2¢
a; = ;/(cos%—i—l)dt:;[ 5
0

f %+ [arcos(kt) + by sin(kt)] =
k=1
11 22 (=1)nt!
= ;+§C05t+n¥1; : mCOS?ﬂt

(ar, = 0 pro lichd k a pro suda jsme to piepsali pomoci k = 2n)

Periodické rozsiteni funkce f je vsude spojité a podle Jordanova kritéria konverguje vSude k ptivodni
funkei, tj.

11 =2 (=1)ntt
f(t) = ; + §COSt+;; . ﬁCOS?TLt
pro v8echna t € R.

Poznamka: Pouzili jsme vzorce

cos(z 4+ y) = coszcosy — sinzsiny

cos(z —y) = coszcosy + sinzsiny
a tedy

COSIT COSYy =

(Cos(m +y) + cos(x — y)) .

N | =
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14.7 Naleznéte Fourierovu fadu pro periodické rozsifeni funkce

ft) =sint, te[0,7)
(tj. s periodou T = 7) a urcete jeji soucet.

ft)

ResSeni:

Perioda nasf funkce je T = m, frekvence je w = 2%

T

=2a 2 = % Funkce f je sudé, tedy by = 0 pro
k € N. Spocitame zbylé koeficienty Fourierovy fady funkce f, kde opét vyuzijeme sudosti a periodi¢nosti
funkei f(t) cos(kwt) pro k = 0,1, :

/2
t=m/2 4
ao_—/sintdt:—[—cost} = —
T t=
0
T/2 /2 /2
4 4 2
= / f () cos(kwt) dt = — / sint cos(2kt) dt = — / (sin(2k + 1)t — sin(2k — 1)t) dt
T 7T
0 0

0
2

t=m/2
_ 2| cos(2k+1)t n cos(2k — 1)t / 2 1 1
™ 2k +1 2k —1 ™

t=0
4
- prok>1.
TRz —1) PrOR=

Poznamka: Pouzili jsme vzorce
sin(x 4+ y) = sinx cosy + coszsiny

sin(z — y) = sinz cosy — coszsiny
a tedy

. 1. .
sinzcosy = 5 (sm(x +y) + sin(x — y)) .
Takze dostdvdme

fray Z [ay, cos(2kt) + by, sin(2kt)| =
k=1

2 4
=—— —————— cos 2kt .
™ ; m(4k? — 1) o8

Periodické rozsiteni funkce f je vsude spojité a podle Jordanova kritéria konverguje vSude k ptivodni
funkeci, tj.

2 & 4
int==--y ——— cos2kt
Sin - ;F(ﬁlkz—l) COS

pro viechna ¢ € (0, 7).
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Pro nas piiklad z Parsevalovy rovnosti dostavame, ze

™

J— 16 2 [ .,
F‘Fgm:;/Sln tdt =1
- 0

a tedy mame takovouto rovnost

N~

i 1 _ 2
2_1\2 16
P (4k 1) 16

14.8 Naleznéte Fourierovu fadu pro periodické rozsiteni funkce

ft)=t, telo1)

(tj. s periodou T' = 1) a urcete jeji soucet.

ft)

Reseni:
Pro Fourierovu radu funkce f mame: T =1, w = 2%’ =27 a % = 2. Funkce neni ani suda ani licha, ale
vhodnym posunutim ziskdme funkci g, kterd (témeér) lichd je (alespon z hlediska integrélu), a sice:

1
o(t) = 1)~ 5
s periodou T' = 1, kterd na intervalu <—%, %) mé predpis
t—1 ,te(0,3),
9(t) = ) .
t+5 ,te(—3,0).
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Najdeme ted Fourierovu fadu pro funkei g (s periodou T' =1 a frekvenci w = 2% = 2m). Z lichosti g
dostavame a; = 0 pro i = 0,1,... a pro zbylé koeficienty mame

/2

1/2 1/2
t=1/2
by = & / g(t) sin(kwt) dt = 4 /(t — L) sin(2knt) dt = —4 [(t - %)%} oot / cos@hmt) gy —
t—
0 0 0
. t=1/2
sin(2kwt) o
== t+4 [ e L:o =~
=0
pro k € N.

Takze

Upravou pak ziskame:

fwl—ilsin@kﬂ't): % tEZ
e ft) ,teR\Z.

kde soucet Fourierovy fady pro f méa graf

F.f. pro f

%

1
|
|
°
|
|
¢ ¢
-1 % 1
To, ze jsme takto ziskali skute¢né Fourierovu fadu pro f, plyne z jeji jednoznaénosti (nebo snadno z
linearity vypoctu koeficientu).

l\D{\\Q
~
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