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1.1 Ukažte, že objem rovnoběžnostěnu určeného vektory ~u,~v, ~w ∈ R
3 je

|~u · (~v × ~w)| = | det(~u,~v, ~w)| .

Řešeńı:

Připomeňme nejdř́ıve, že obsah rovnoběžńıku (v rovině) se poč́ıtá jako “délka podstavy krát výška”.
Jestliže je rovnoběžńık určený vektory ~v a ~w, které sv́ıraj́ı (konvexńı) úhel α, pak je

obsah rovnoběžńıka = ‖~w‖ · ‖~v‖ · | sinα| = ‖~v × ~w‖.

Připomeňme si, co je to vektorový součin vektor̊u ~v = (v1, v2, v3) a ~w = (w1, w2, w3) :

~v × ~w :=
(

v2w3 − v3w2, −(v1w3 − v3w1), v1w2 − v2w1

)

= det





~e1 ~e2 ~e3
v1 v2 v3
w1 w2 w3



 .

Platnost vztahu ‖~v × ~w‖ = ‖~w‖ · ‖~v‖ · | sinα| pak plyne z následuj́ıćıho: Snadno se dá ověřit rovnost

‖~v × ~w‖2 +
(

~v · ~w
)

2
= ‖~v‖2 · ‖~w‖2 .

Pro ~v 6= ~0 6= ~w pak plat́ı cosα = ~v·~w
‖~v‖·‖~w‖

, takže skutečně je ‖~v×~w‖
‖~w‖·‖~v‖

=

√

1−
(

~v·~w
‖~v‖·‖~w‖

)

2

=
√
1− cos2 α = | sinα|.

Objem rovnoběžnostěnu je pak “obsah podstavy krát výška” (což lze nahlédnout bud’ vhodným
rozřezáńım a znovusestaveńım nebo přibĺıžeńım pomoćı tenkých vodorovných řez̊u). Z předchoźıhomáme

• obsah podstavy = ‖~v × ~w‖

• výška = |~u · ~n|, kde ~n je jednotkový vektor kolmý k podstavě (např. ~n = ~v×~w
‖~v×~w‖ ).

Takže

objem rovnoběžnostěnu = ‖~v × ~w‖ · |~u · ~n| = ‖~v × ~w‖ ·
∣

∣

∣

∣

~u · ~v × ~w

‖~v × ~w‖

∣

∣

∣

∣

= |~u · (~v × ~w)| = | det(~u,~v, ~w)| .

1.2 Ukažte, že vzdálenost ρ(A, σ) bodu A = (x0, y0, z0) ∈ R
3 od roviny σ : αx + βy + γz + δ = 0 v R

3 je

ρ(A, σ) =
|αx0 + βy0 + γz0 + δ|
√

α2 + β2 + γ2
.

Řešeńı:

Normálový vektor roviny je ~n = (α, β, γ). Zvolme si nějaký bod B ∈ R
3 v rovině σ. Vzdálenost bodu A =

(x, y, z) ∈ R
3 od roviny σ je dána jako velikost kolmého pr̊umětu vektoru A−B do směru normálového



vektoru n, tedy pomoćı vztahu
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∣

∣

(A−B) · ~n

‖~n‖

∣

∣

∣

∣

.

Protože bod B je v rovině σ, plat́ı ~n · (B −O) + δ = 0, kde O = (0, 0, 0) je počátek soustavy souřadnic.
Můžeme tak psát
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(A−B) · ~n

‖~n‖

∣

∣

∣

∣

=
|(A−O) · ~n− (B −O) · ~n|

‖~n‖ =
|(A−O) · ~n+ δ|

‖~n‖ =
|αx0 + βy0 + γz0 + δ|
√

α2 + β2 + γ2
.

1.3 Určete a načtrněte definičńı obory následuj́ıćıch funkćı:

(a) f(x, y) =
√

x2−x+y2

2x−x2−y2 ,

(b) f(x, y) = ln (x ln(y − x));

Řešeńı:

(a) Výraz pod odmocninou muśı být nezáporný a čitatel nesmı́ být nulový.

D(f) : (x2 − x+ y2 ≥ 0 ∧ 2x− x2 − y2 > 0) ∨ (x2 − x+ y2 ≤ 0 ∧ 2x− x2 − y2 < 0)

Zadáńı lze upravit na přehledněǰśı tvar. Doplněńım na čtverec, tedy použit́ım vzorce a2 +2ab+ b2 =
(a+ b)2 např. pro

x2 − x =
(

x2 − 2 · x · 1

2
+ (1

2
)2
)

− (1
2
)2 = (x − 1

2
)2 − (1

2
)2

můžeme nerovnosti vyjádřit jako

D(f) :
(

(x − 1

2
)2 + y2 ≥ 1

4
∧ (x− 1)2 + y2 < 1

)

∨
(

(x − 1

2
)2 + y2 ≤ 1

4
∧ (x− 1)2 + y2 > 1

)

což představuje oblasti vně a uvnitř kružnic. Z toho je vidět, že druhá závorka představuje prázdnou
množinu, tedy celkem je

D(f) :
(

x− 1

2

)2
+ y2 ≥ 1

4
∧ (x− 1)2 + y2 < 1
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(b) Argument v každém z logaritmu muśı být kladný.

D(f) : y − x > 0 ∧
(

(

x > 0 ∧ ln(y − x) > 0
)

∨
(

x < 0 ∧ ln(y − x) < 0
)

)

tedy

D(f) : (x > 0 ∧ y − x > 1) ∨ (x < 0 ∧ 0 < y − x < 1)

neboli

D(f) : (x > 0 ∧ x+ 1 < y) ∨ (x < 0 ∧ x < y < x+ 1) .
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1.4 Načrtněte následuj́ıćı množinu:

M = {(x, y) ∈ R
2 | x2 − 2x− y2 > 0 ∧ x2 − 4x+ y2 ≤ 0} .

Řešeńı:

I zde použijeme doplněńı na čtverec. Prvńı nerovnost vyjadřuje dvě oblasti ostře vymezené hyperbolou

(x− 1)2 − y2 > 1

která má střed v bodě (1, 0). Druhá nerovnost je opět kružnice s okrajem o poloměru 2 a středem v
bodě (2, 0)

(x− 2)2 + y2 ≤ 4 .

Množina M má tvar podobný “čočce”.
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Definice: Pro funkci f z R
n do R definujeme vrstevnici na hladině c ∈ R jako množinu

{(x1, . . . , xn) ∈ D(f) | f(x1, . . . , xn) = c} .

Zde D(f) je definičńı obor funkce f .
(Zd̊urazněme, že vrstevnice obvykle bývaj́ı objekty s dimenźı n− 1. Ale neńı to vždy pravidlem!)

Poznámka: Necht’ g je nějaká funkce z 〈0,+∞) do R. Graf funkce tvaru f(x, y) = g(
√

x2 + y2) je
rotačně symetrický podle osy z, a vznikne rotaćı grafu funkce g kolem osy z. Vrstevnice funkce f jsou
složeny z kružnic. (Nemuśı to ale být vždy jen prosté kružnice, nýbrž také např. mezikruž́ı).

1.5 Pro následuj́ıćı funkce f vždy načrtněte graf a popǐste vrstevnice:

(a) f(x, y) =
√

x2 + y2 (kužel)

(b) f(x, y) = x2 + 2y2 (eliptický paraboloid),

(c) f(x, y) =
√

4 + x2 + y2 (jedna z část́ı dvoud́ılného rotačńıho hyperboloidu),

(d) f(x, y) =
√

4 + x2 − y2 (horńı polovina jednod́ılného rotačńıho hyperboloidu).

Řešeńı:

Označme si r =
√

x2 + y2. Hodnota r představuje vzdálenost bodu (x, y, z) od 3. osy (tj. osy z).
(a) Graf funkce f vznikne rotaćı grafu funkce g(r) = r, pro r ≥ 0. Jde tedy o kužel a vrstevnice jsou

soustředné kružnice:

−4 −2
2 4

−4
−2

2
4

2

4

x

y

z

Page 4



(b) Uvažujme nejdř́ıve funkci h(x, y) = x2 + y2 = (
√

x2 + y2)2. Jej́ı graf (tzv. rotačńı paraboloid)
vznikne rotaćı grafu funkce g(r) = r2, pro r ≥ 0 (tj. rotaćı paraboly). Graf funkce f(x, y) = x2 + 2y2 =
h(x,

√
2y) se od něj bude lǐsit zúžeńım ve směru y. Pr̊uřezy (tj. vrstevnice) grafu f tak budou soustředné

elipsy a celý graf se pak označuje jako eliptický paraboloid.
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(c) Graf funkce f vznikne rotaćı grafu funkce g(r) =
√
4 + r2, pro r ≥ 0. Abychom zjistili, o co jde,

přeṕı̌seme si z =
√
4 + r2, r ≥ 0 ekvivalentně jako z2 − r2 = 4, z ≥ 0, r ≥ 0. Graf funkce g je tedy

část hyperboly, jej́ıž hlavńı osou je osa z. Jej́ı rotaćı (kolem osy z) vznikne část (jeden d́ıl) dvoud́ılného
rotačńıho hyperboloidu. Vrstevnice jsou soustředné kružnice a celý útvar zdálky připomı́ná kužel (který
je “asymptotou” celého grafu).
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(d) Definičńı obor funkce je D(f) : y2 − x2 ≤ 4 (což je oblast mezi oběma větvemi dané hyperboly).

Určitý typ rotačńı symetrie grafu f se dá naj́ıt i zde. Ze vztahu z =
√

4 + x2 − y2 vyplývá, že plat́ı

(z2 + y2) − x2 = 4 a z ≥ 0. Označme si tentokrát r′ :=
√

z2 + y2. Podobně jako výše dostaneme, že
množina (z2 + y2)− x2 = 4 vznikne rotaćı hyperboly (r′)2 − x2 = 4 kolem osy x. Tato plocha se nazývá
rotačńı jednod́ılný hyperboloid.

Podmı́nka z ≥ 0 nám pak z ńı uř́ızne jej́ı horńı polovinu (zde se slovo “horńı” vztahuje ke směru osy
z). Vrstevnice hledaného grafu funkce f budou hyperboly a jejich asymptoty.
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