
4. cvičeńı z Matematické analýzy 2

11. - 15. ř́ıjna 2021

4.1 Pro funkci f(x, y) =
√
y2 + x · sin y

x najděte parciálńı derivace ∂f
∂x a ∂f

∂y a obory jejich existence.

Řešeńı:
Definičńı obor je D(f) : y2 +x ≥ 0 ∧ x 6= 0. Jeho vnitřek (tj. množina, kde se můžeme ptát na parciálńı
derivace) je otevřená množina D(f)◦ : y2 + x > 0 ∧ x 6= 0. Ve všech bodech vnitřku můžeme použ́ıt
pravidla o derivováńı součinu funkćı, složené funkce atd. Parciálńı derivace jsou

∂f

∂x
=

∂

∂x
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x
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·
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√
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x

Obě parciálńı derivace evidentně existuj́ı na D(f)◦.

Připomenut́ı: Derivace (totálńı diferenciál) funkce f z Rn do R ve vnitřńım bodě a0 ∈ D(f) definičńıho oboru D(f) ⊆ Rn
je takové lineárńı zobrazeńı (označené jako df(a0) : Rn → R), které je nejlepš́ı aproximaćı funkce f v bodě a0 v tomto smyslu:

Rozd́ıl hodnot funkćı f(a) a
g(a) := f(a0) + df(a0)[a− a0]

klesá v okoĺı bodu a0 rychleji než ‖a− a0‖, tj.

lim
a→a0

f(a)−g(a)
‖a−a0‖

= lim
a→a0

f(a)−f(a0)−df(a0)[a−a0]
‖a−a0‖

= 0 .

Funkce g se nazývá linearizaćı funkce f v bodě a0.

Poznámka:

• Pokud existuje derivace df(a0), pak také existuj́ı derivace ∂f
∂~u

(a0) podle vektoru pro každý vektor ~u ∈ Rn a plat́ı, že

∂f

∂~u
(a0) = df(a0)[~u] .

Speciálně, existuj́ı pak všechny parciálńı derivace ∂f
∂x1

(a0), . . . , ∂f
∂xn

(a0) a matice zobrazeni df(a0) ve standardńı bázi má
tvar (

∂f

∂x1
(a0) , . . . ,

∂f

∂xn
(a0)

)
.

(Pro jednoduchost zápisu, budeme ztotožňovat zobrazeńı a jeho matici ve standardńı bázi.)

POZOR: Pouhá existence parciálńıch derivaćı ještě nezaručuje existenci (úplné) derivace! Ta je mnohem komplikovaněǰśı
objekt. Máme ale tuto postačuj́ıćı podmı́nku:

• Necht’ všechny parciálńı derivace ∂f
∂x1

, . . . , ∂f
∂xn

existuj́ı a jsou spojité na otevřené množině G ⊆ Rn. Pak derivace df(a)

existuje v každém bodě a ∈ G.

Definice tečné roviny:
Tečnou rovinu ke grafu funkce f v bodě definujeme jako graf linearizace funkce f v tomto bodě, tj. jako graf funkce

g(a) = f(a0) + df(a0)[a− a0]. Tečna rovina má tedy předpis

z = f(a0) + df(a0)[a− a0]

Pro př́ıpad dvou proměnných a bod̊u a0 = (x0, y0) má tečná rovina rovnici

z = f(a0) + ∂f
∂x

(a0) · (x− x0) + ∂f
∂y

(a0) · (y − y0) .



Definice: Necht’ existuje df(a0). Gradient funkce f v bode a0 je takový vektor gradf(a0) ∈ Rn, že pro každé ~h ∈ Rn je

df(a0)[~h] = gradf(a0) · ~h
(kde · je standardńı skalárńı součin). Tedy ve standardńı bázi máme

gradf(a0) =

(
∂f

∂x1
, . . . ,

∂f

∂xn

)
a proto gradient i derivaci budeme ztotožňovat.

- - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - -

4.2 Pro funkci f(x, y) = xy + sin(x − y) v bodě a0 = (2, 2) určete derivaci, tečnou rovinu a př́ımku, která
je k ńı kolmá a procháźı bodem B = (0,−1, 3).

Ve kterém ze směr̊u ~u1 = (0, 1) a ~u2 =
(√

2
2 ,−

√
2
2

)
má funkce větš́ı r̊ust?

Řešeńı:
Parciálńı derivace jsou

∂f

∂x
= y + cos(x− y)

∂f

∂y
= y − cos(x− y) .

Z jejich spojitosti v okoĺı bodu a0 = (x0, y0) = (2, 2) (spojité jsou dokonce všude na R2) vid́ıme, že
derivace df(a0) skutečně existuje. Máme tedy(

∂f
∂x (a0), ∂f∂y (a0)

)
=
(
y + cos(x− y), x− cos(x− y)

)
(a0) = (3, 1)

a tud́ıž

df(a0)[~h] =
(
∂f
∂x (a0), ∂f∂y (a0)

)( h1

h2

)
= (3, 1)

(
h1

h2

)
= 3h1 + h2 .

Tečná rovina má rovnici:

z = f(a0) + df(a0)[a− a0] = f(a0) + ∂f
∂x (a0) · (x− x0) + ∂f

∂y (a0) · (y − y0) =

= 4 + 3(x− 2) + y − 2

neboli
3x+ y − z = 4

Vektor kolmý k tečné rovině má tedy vždy tvar ~n = (∂f∂x (a0), ∂f∂x (a0),−1) = (3, 1,−1). Rovnice
hledané př́ımky pak je

p :

 x
y
z

 =

 0
−1

3

+ t

 3
1
−1


Oba vektory ~u1 a ~u2 jsou skutečně směry (tj. ‖~u1‖ = 1 = ‖~u2‖), takže z hlediska r̊ustu funkce

stač́ı spoč́ıtat derivace v těchto směrech (kdyby vektory měly obecně r̊uznou délku, pak bychom je měli
nejdř́ıve znormovat a pak teprve poč́ıtat derivaci ve směru). Máme

∂f

∂~u1
(a0) = df(a0)[~u1] = (3, 1) ·

(
0

1

)
= 1

a

∂f

∂~u2
(a0) = df(a0)[~u2] = (3, 1) ·

 √
2
2

−
√
2
2

 =
√

2

takže větš́ı r̊ust je v ~u2.
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Poznámka: Necht’ pro funkci f(x, y) existuje gradf(a0) ∈ R3 v bodě a0 = (x0, y0) ∈ R2. Pak vektor ~U ∈ R3 lež́ı ve
vektorovém prostoru př́ıslušnému tečné rovině v bodě a0 právě když je

(gradf(a0),−1) · ~U = 0 ,

kde (gradf(a0),−1) =
(
∂f
∂x

(a0), ∂f
∂y

(a0),−1
)

Je to proto, ze rovnice tečné roviny má tvar z = f(a0) + gradf(a0)[a− a0] neboli

(gradf(a0),−1) ·


x− x0

y − y0

z − f(a0)

 = 0 .

Neboli (gradf(a0),−1) je normálový vektor tečné roviny (a jej́ıho přidruženého vektorového prostoru).

Necht’ je nyńı ~U = (α, β, γ) ∈ R3. Necht’ ~u = (α, β) ∈ R2 představuje vektor z jeho prvńıch dvou souřadnic (neboli ~u je

projekce ~U do základny). Pak ~U lež́ı v tečné rovině právě když

0 = (gradf(a0),−1) · ~U = α · ∂f
∂x

(a0) + β · ∂f
∂y

(a0) + γ · (−1) = df(a0)[~u]− γ = ∂f
∂~u

(a0)− γ

neboli když
γ = ∂f

∂~u
(a0), pro ~u = (α, β)

tud́ıž vektor ~U je prostě tvaru
~U =

(
~u, ∂f

∂~u
(a0)

)
.

Současně si všimněme, že úhel ϕ ∈
(
−π

2
,−π

2

)
, který sv́ırá vektor ~U = (α, β, γ) =

(
~u, ∂f

∂~u
(a0)

)
se základnou je dán jako

tg(ϕ) =
γ√

α2 + β2
=

1

‖~u‖
·
∂f

∂~u
(a0) =

df(a0)[~u]

‖~u‖
.

4.3 Pro funkci f(x, y) = arctg(xy2) v bodě a0 = (1, 1) určete totálńı diferenciál, tečnou rovinu a derivaci

ve směru ~u =
(√

2
2 ,
√
2
2

)
.

Určete vektory ~U1 = (0, 1, ?) a ~U2 = (2, 1, ?) tak, aby ležely ve vektorovém prostoru odpov́ıdaj́ıćımu tečné
rovině. Který z vektoru ukazuje směrem větš́ıho stoupáńı v tečné rovině?

Řešeńı:
Budeme postupovat podobně jako v př́ıkladu 3.7. Pro jednoduchost zápisu, budeme ztotožňovat zobra-
zeńı df(a) a jeho matici ve standardńı bázi.

Pro a0 = (1, 1) tedy máme

df(a0) =

(
∂f

∂x
(a0),

∂f

∂y
(a0)

)
=

(
y2

1 + (xy2)2
,

2xy

1 + (xy2)2

)
(a0) =

(
1
2 , 1
)
.

Existence f ′(a0) plyne ze spojitosti parciálńıch derivaćı v obecném bodě - viz řádek výše.
Tečná rovina je graf linearizace funkce f v daném bodě a0 = (x0, y0). Má tedy rovnici:

z = f(a0) + df(a0)[a− a0]

neboli

z = f(a0) +
(
∂f
∂x (a0), ∂f∂y (a0)

)(
x−x0

y−y0

)
= π

4 +
(
1
2 , 1

) ( x−1
y−1

)
= π

4 + 1
2 (x− 1) + y − 1

což se dá přepsat také jako
1
2x+ y − z = 3

2 −
π
4 .

Derivace ve směru ~u je

∂f

∂~u
(a0) = df(a0)[~u] =

(
1
2 , 1

)
·

 √
2
2
√
2
2

 = 3
√
2

2 .
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A nakonec, podle poznámky výše, potřebujeme zjistit derivace podle vektor̊u ~u1 = (0, 1) a ~u2 = (2, 1):

∂f

∂~u1
(a0) = df(a0)[~u1] =

(
1
2 , 1
)
·

(
0

1

)
= 1

a
∂f

∂~u2
(a0) = df(a0)[~u2] =

(
1
2 , 1
)
·

(
2

1

)
= 2

Všimněme si, že každý z vektor̊u ~u1 a ~u2 má jinou délku.
Jde tedy o vektory ~U1 = (0, 1, 1) a ~U2 = (2, 1, 2), které sv́ıraj́ı se základnou postupně úhly ϕ1 a ϕ2

takové, že

tg(ϕ1) =
1

‖~u1‖
· ∂f
∂~u1

(a0) = 1

tg(ϕ2) =
1

‖~u2‖
· ∂f
∂~u2

(a0) =
2√
5

(< 1)

takže větš́ı stoupáńı v tečné rovině ukazuje vektor v ~U1.

4.4 Pro funkci f(x, y) = arctg
(
x
y

)
v bodě a0 = (1, 1) určete

(a) totálńı diferenciál a derivaci ve směru ~u =
(√

2
2 ,−

√
2
2

)
,

(b) směry největš́ıho a nejmenš́ıho r̊ustu a směry nulového r̊ustu,

(c) tečnou rovinu,

(d) úhel, který tečná rovina sv́ırá se základnou.

Řešeńı:
Definičńı obor je D(f) : y 6= 0, což je otevřená množina a protože zde všechny parciálńıch derivace

existuj́ı a jsou spojité (jak se ihned přesvědč́ıme), tak derivace v bodě a0 skutečně existuje. Dále budeme
postupovat podobně jako v př́ıkladu 4.7.

(a) Pro a0 = (1, 1) je

f ′(a0) =

(
∂f

∂x
(a0),

∂f

∂y
(a0)

)
=

(
1

y(1 + (xy )2)
,− x

y2(1 + (xy )2)

)
(a0) =

(
1
2 ,−

1
2

)
.

Máme

∂f

∂~u2
(a0) = f ′(a0)[~u2] =

(
1
2 ,−

1
2

)
·

 √
2
2

−
√
2
2

 =
√

2.

(b) Směrem největš́ıho r̊ustu ~v je směr gradientu (pokud je nenulový), tj. je to směr daný vektorem

gradf(a0) =
(
1
2 ,−

1
2

)
(konkrétně jde o směr ~v = gradf(a0)

‖gradf(a0)‖ =
(√

2
2 ,−

√
2
2

)
).

Směrem nejmenš́ıho r̊ustu je směr opačný ke gradientu (pokud je nenulový), tj. je to směr
(
−
√
2
2 ,
√
2
2

)
.

Směry nulového r̊ustu ~w jsou kolmé ke gradientu, tj. jde o směry určené vektory (1, 1) a (−1,−1),
konkrétńı směry (tj. znormované vektory) tedy jsou

~w1 =
(√

2
2 ,
√
2
2

)
a ~w2 =

(
−
√
2
2 ,−

√
2
2

)
.
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(c) Tečná rovina má rovnici:

z = f(a0) + f ′(a0)[a− a0] = f(a0) + ∂f
∂x (a0) · (x− x0) + ∂f

∂y (a0) · (y − y0) =

= π
4 + 1

2 (x− 1)− 1
2 (y − 1)

neboli
x− y − 2z = −π2

(d) Úhel mezi rovinami %1 a %2 je určen jejich normálovými vektory n1 a n2. Z možných dvou
(navzájem doplňkových) úhl̊u mezi tečnými rovinami si voĺıme ten menš́ı. Tento úhel α ∈ 〈0, π2 〉 má tedy
nezáporný kosinus a je tud́ıž jednoznačně určen jako

cosα =
|~n1 · ~n2|
||~n1|| · ||~n2||

.

Normálový vektor tečné roviny je

~n1 = (gradf(a0),−1) =
(
1
2 ,−

1
2 ,−1

)
normálový vektor základny je

~n2 = (0, 0, 1) .

Tedy

cosα =
|~n1 · ~n2|
||~n1|| · ||~n2||

=
1√

( 1
2 )2 + (− 1

2 )2 + 12 · 1
=

√
2

3
,

a hledaný úhel je

α = arccos

(√
2

3

)
.
= 35.26◦ .

Věta: Necht’ U je otevřená množina v R3, Φ : U → R je spojitě diferencovatelná na G. Označme

M = {a ∈ U | Φ(a) = 0}

což je zřejmě vrstevnice funkce Φ.
Jestliže pro každé a ∈M plat́ı, že gradΦ(a) 6= ~0, pak M implicitně definovaná (regulárńı) plocha. Tečná rovina k M v bodě

a0 = (x0, y0, z0) ∈M má rovnici

gradΦ(a0) ·

 x− x0
y − y0
z − z0

 = 0.

Poznámka: Každý graf spojitě diferencovatelné funkce f : G→ R, kde G ⊆ R2 je otevřená v R2, můžeme přirozeně chápat
jako implicitně definovanou (regulárńı) plochu pomoćı funkce Φ : G× R→ R

Φ(x, y, z) := f(x, y)− z

protože
GRAF (f) = {(x, y, z) ∈ G× R | z = f(x, y) } = {(x, y, z) ∈ G× R | Φ(x, y, z) = 0 }

Současně vid́ıme, že normálový vektor tečné roviny ke grafu funkce f v bodě A0 =
(
a0, f(a0)

)
pro a0 ∈ G je

gradΦ(A0) =

(
∂Φ

∂x
(A0),

∂Φ

∂y
(A0),

∂Φ

∂z
(A0)

)
=

(
∂f

∂x
(a0),

∂f

∂y
(a0),−1

)
6= ~0

tedy je nenulový.

4.5 (úhly graf̊u funkćı)
Nalezněte úhel, který sv́ıraj́ı
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(a) graf funkce f(x, y) = ln(
√
x2 + y2) a plocha M : (x− 1)2 + (y + 1)2 + (z + 1)2 = 2 v bodě (1, 0, ?).

(b) graf funkce f(x, y) = esin xy a plocha M : (x− 1)2 + y2

2 + (z − 3)2 = 7 v bodě (0, 2, ?).

Řešeńı:
Úhel, který sv́ıraj́ı implicitně dané plochy M1 a M2, je dán jako úhel mezi jednotlivými tečnými rovinami
a ten je zase určen jejich normálovými vektory n1 a n2, tj. gradienty funkćı Φ1 a Φ2. Z možných dvou
(navzájem doplňkových) úhl̊u mezi tečnými rovinami si voĺıme ten menš́ı. Tento úhel α ∈ 〈0, π2 〉 má tedy
nezáporný kosinus a je tud́ıž jednoznačně určen jako

cosα =
|~n1 · ~n2|
||~n1|| · ||~n2||

.

(a) Třet́ı souřadnice bodu A = (1, 0, ?), který je na grafu funkce f , je dána hodnotou f(1, 0) =
ln(1) = 0. Tedy jde o bod A = (1, 0, 0). Je dobře ještě ověřit, že takto určený bod skutečně lež́ı v M .

Graf funkce f si zadejme implicitně pomoćı funkce

Φ1(x, y, z) = f(x, y)− z =
1

2
ln(x2 + y2)− z .

Plocha M je zadaná implicitně funkćı

Φ2(x, y, z) = (x− 1)2 + (y + 1)2 + (z + 1)2 − 2 .

Normálové vektory tečných rovin v A = (1, 0, 0) jsou

~n1 = grad Φ1(A) =
( x

x2 + y2
,

y

x2 + y2
, −1

)
|A

= (1, 0,−1)

~n2 = grad Φ2(A) =
(

2(x− 1), 2(y + 1), 2(z + 1)
)
|A

= (0, 2, 2)

Úhel α ∈ 〈0, π2 〉 je dán jako cosα = |~n1·~n2|
||~n1||·||~n2|| = 2√

2
√
8

= 1
2 , tedy α = π

3 .

(b) Třet́ı souřadnice bodu A = (0, 2, ?), který je na grafu funkce f , je dána hodnotou f(0, 2) =
esin 0 = 1. Tedy jde o bod A = (0, 2, 1). Je dobré ještě ověřit, že takto určený bod skutečně lež́ı v M .

Graf funkce f si zadejme implicitně pomoćı funkce

Φ1(x, y, z) = esin(xy) − z .

Plocha M je zadána implicitně funkćı

Φ2(x, y, z) = (x− 1)2 +
y2

2
+ (z − 3)2 − 7 .

Normálové vektory tečných rovin v A = (0, 2, 1) jsou

~n1 = grad Φ1(A) =
(
y cos(xy)esin(xy), x cos(xy)esin(xy), −1

)
|A

= (2, 0,−1)

~n2 = grad Φ2(A) =
(

2(x− 1), y, 2(z − 3)
)
|A

= (−2, 2,−4)

Úhel α ∈ 〈0, π2 〉 je dán jako cosα = |~n1·~n2|
||~n1||·||~n2|| = 0, tedy α = π

2 a plochy jsou vzájemně kolmé.
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4.6 Najděte rovnici tečné roviny k elipsoidu M : x2 + 2y2 + z2 = 1, která je rovnoběžná s rovinou
% : 4x+ 2y + z = 3.

Řešeńı:
Použijeme větu o tečné rovině k implicitně definované ploše v R3.

Elipsoid M = {a ∈ U | Φ(a) = 0} je implicitně zadán pomoćı funkce Φ(x, y, z) = x2 + 2y2 + z2 − 1 a
množiny U = R3. Zřejmě gradΦ(a) = (2x, 4y, 2z).

Ověř́ıme si, že v každém bodě a0 = (x0, y0, z0) ∈M je skutečně gradΦ(a0) 6= ~0 (tj. že v každém bodě
M máme k dispozici normálový vektor tečné roviny gradΦ(a0)):

Dokážeme to nepř́ımo: zřejmě gradΦ(a) = (2x, 4y, 2z) = ~0 právě když a = (0, 0, 0). Ovšem tento bod
neńı v M , protože nesplňuje Φ(a) = 0.

Normálový vektor tečné roviny v bodě a0 = (x0, y0, z0) ∈ M je tedy právě gradΦ(a0). Tato rovina
bude rovnoběžná s %, která má normálový vektor n% = (4, 2, 1), právě když

(2x0, 4y0, 2z0) = gradΦ(a0) = λ · n% = λ · (4, 2, 1)

pro nějaké λ ∈ R, tedy (x0, y0, z0) = (2λ, λ/2, λ/2). Současně má také platit, že x20 + 2y20 + z20 = 1. Po
dosazeńı pak dostaneme (2λ)2 + 2(λ/2)2 + (λ/2)2 = 1 tedy λ = ±2/

√
19.

Hledané tečné roviny pak muśı mı́t normálový vektor n%, tedy rovnici 4x+ 2y+ z = c, kde neznámé
hodnoty c ∈ R urč́ıme dosazeńım spoč́ıtaných bod̊u a0 = ± 1√

19
· (4, 1, 1), kterými tečné roviny muśı

procházet. Výsledek je
4x+ 2y + z =

√
19

a
4x+ 2y + z = −

√
19.

4.7 Necht’ p je př́ımka procházej́ıćı body (1, 2, 3) a (2, 3, 4). Najděte rovnici tečné roviny k elipsoidu M :
x2

25 + y2

16 + z2

9 = 1, která je kolmá na př́ımku p.

Řešeńı:
Použijeme větu o tečné rovině k implicitně definované ploše v R3:

Př́ımka p má směrový vektor ~n = (2, 3, 4)− (1, 2, 3) = (1, 1, 1).

Elipsoid M = {a ∈ U | Φ(a) = 0} je implicitně zadán pomoćı funkce Φ(x, y, z) = x2

25 + y2

16 + z2

9 − 1

a množiny G = R3. Zřejmě gradΦ(a) =
(
2x
25 ,

2y
16 ,

2z
9

)
. Takže gradΦ(a) = ~0 právě když a = (0, 0, 0).

Ovšem tento bod neńı v M . Můžeme proto použ́ıt uvedenou větu a normálový vektor tečné roviny v
bodě a0 = (x0, y0, z0) ∈M je právě gradΦ(a0). Tečná rovina bude mı́t za normálový vektor ~n = (1, 1, 1),
právě když (

2x0
25

,
2y0
16

,
2z0
9

)
= gradf(a0) = λ · n = λ · (1, 1, 1)

pro nějaké λ ∈ R. Tedy (x0, y0, z0) = λ
2 (25, 16, 9). Současně má také platit, že

x2
0

25 +
y20
16 +

z20
9 = 1.

Dostáváme λ = ±2/
√

25 a tečné roviny jsou

x+ y + z = 5
√

2

pro bod
(

25√
25
, 16√

25
, 9√

25

)
∈M a

x+ y + z = −5
√

2

pro bod
(
− 25√

25
,− 16√

25
,− 9√

25

)
∈M .
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