2. cviceni z Matematické analyzy 2

26 - 30. zar{ 2022

Motivace:

Pojem oteviené mnoziny intuitivné zavadime jako mnozinu, kterd s kazdym bodem obsahuje jesté dost
prostoru kolem néj (je to kvuli pozdéjsimu pouziti pro derivovani - potfebujeme se k bodu pfiblizit “odkud-
koliv”).

Pojmem uzaviené mnoziny zase intuitivné myslime takovou mnozinu, ze které nemuzeme vypadnout pii
“limitach posloupnosti,” tj. takovd mnozina obsahuje vSechny body, ke kterym se muzeme z této mnoziny
priblizit libovolné blizko.

Kupodivu, tyto dva pojmy jsou nakonec navzajem dopliikové (viz nize).

Definice:
Okolim U.(ag) (tzv. otevienou kouli) s polomérem € > 0 a stfedem v bodé ag € R™ oznac¢ujeme mnozinu

def n
Ud(ao) = {a € R™ | [|la — aol| < &}

kde ||la — aol| je eukleidovskd vzddlenost bodu a a ag, tj. pro
ap = (Z1,...,%n) a  a=(Yi,...,Yn)
je

lla — aol| =

Piipomenme si, ze pro mnozinu A C R"” si
e vnitrek A° mnoziny A definujeme jako mnozinu vSech bodu a € A, které jsou v A i s néjakym okolim:

ae A &L (Fe>0) Usla)CTA

e hranice JA mnoziny A je mnozina vsech bodi a € R™, jejichz libovolnd okoli zasahuji jak do samotné
mnoziny A, tak do jejiho dopliku R™ \ A:

acdA & (Ve>0) Ua)NA£0 A Usa)n (R A) #£0

e uzivér A mnoziny A si definujeme jako mnozinu
A AuaA

neboli (jak se d4 snadno ovérit) jako mnozinu vsech boda a € R™, jejichz libovolna okoli zasahuji do
mnoziny A:

a€A = (Ve>0) Ufa)NA#
Kromé toho jesté plati, ze _
0A=A\ A°

a tedy _
A=A° U 0A

kde “J” znamend disjunktni sjednoceni. Pro libovolnou mnozinu A se déle cely prostor R” vzdy disjunktné
rozlozi na vnitiek A°, hranici A a vnéjsek (R™\ A)°:
R*= A° U 0A U (R"\A)°
~~ -~
vnitfek hranice

vnéjsek

A nakonec si jesté (ted uz skuteéné) definujme, ze



. L def Coas ,
e mnozina A je oteviend €= A = A° (tj. A je rovna svému vnitiku)

. . ., def = /s . .
e mnozina A je uzaviend <= A = A (tj. A je rovna svému uzivéru)

A plati, ze
A je oteviend <= R"\ A je uzaviend

(tj. otevienost a uzavienost jsou vzdjemné dopliikové pojmy)

Poznamka: Pii zdivodnéni toho, ze néjakd mnozina je oteviend, piipadné uzaviena, se da vyuzit
nasledujici véta:
Jestlize f : R™ — R je spojitd funkce (tento pojem bude sice definovdn pozdéji, ale napf. polynom uréité

spojitd funkce bude), pak
eR™ | f(x1,...,2,) > 0} je oteviena,

e mnozina {(z1,...,Zy)
n) > 0} je uzaviena.

e mnozina {(z1,...,z,) € R | f(z1,..., 2

2.1 Urcete vnittek, hranici a uzdvér defini¢nich obort nésledujicich mnozin (z ptikladu 1.1)

@) M: (x>0 ANz+1<y) V(<0 A z<y<z+1),

(b) M : (x—%)QerQz% A (z
—? <z Az<y’ ANO<y<2

71)2+y2<15

Reseni:
Tento priklad je uréeny pro “intuitivni” feSeni pomoci nacrtu danych mnozin

(a) Nacrtek mnoziny M:

T

e (vnitiek): Mnozina M je zaddna ostrymi nerovnostmi, je tedy oteviend a proto M°

hranice) OM : y=x24+1V (y=2 A z<0) V (=0 A y>0)

(

* (

(Hranice jsou ¢dsti primek.)
(

o (uzdvér) M: (z>0Ay—z>1)V (<0 A0<y—x<1)
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(b) Mnozina M predstavuje oblasti vné a uvnit kruznic.

(-5 +y* =]

o (vnitrek) M°: (z—3)"+3y° >4 A (z-1)°+2 < 1.

e (hranice) OM = M\ M° : (xf%)2+y2 Lvi@-1)2+y2=1

(POZOR: je tu jind logicka spojkal)

o (uzdvér) M : (xf%)Qerin A (=12 492 <1

(c) Nécértek mnoziny M:

vnitrek) M°: —y? <z A o<y? AN 0<y<2

(
o (hranice) OM : (y=2 AN xe€(—4,4)) V (x=—-y> A ye(0,2)) V (z=9%> A y€(0,2))
(Hranice jsou ¢asti kiivek.)
(u

o (uzdvér) M: —y’<z Aaxz<y> N0<y<2
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2.2 Urcete vnitiek, hranici a uzdvér mnoziny z prikladu 1.2:

M= {(z,y) eR* | 2% =22 —9*> >0 A 2° —4o+y* <0}.

Reseni:
Tento piiklad je uréeny pro “intuitivni” feSeni pomoci ndc¢rtu danych mnozin.

o (vnitrek) M°: (z —1)2—y?>>1 A (2 —2)2+y2 < 4.

e (hranice): Hranice je jeden oblouk kruznice a jeden oblouk hyperboly. Musime si ddt pozor na
z4pis, protoze bod (0,0) na hranici nas{ mnoziny M neni.

OM ((x_1)2_y2=1 A(z—22+y> <4 A (ac,y);é(0,0)) v

v (($_1)2_y221 A ($_2)2+y2:4 A (l‘,y)#(o,O))

e (uzdvér): Opét si musime dét pozor na zépis, protoze bod (0,0) v uzdvéru nasi mnoziny M neni,
ackoliv je prunikem hyperboly a kruznice.

M: (z—1)2—9>>1 A (x—2)2+¢y> <4 A (x,y) #(0,0) .

Poznamka: Muzeme si vsimnout, ze vnitiek (uzdvér, resp.) jsme v predchozich piikladech casto ziskali
tak, Zze jsme z neostrych nerovnosti udélali ostré (z ostrych neostré, resp.). Ale POZOR, takhle to obecné
nefunguje, jak ukdazal piiklad 2.3 a jak je také vidét z nasledujiciho ptikladu:

Lze zvolit spojitou funkci f : R2 — R tak, aby pro

A={(z,y) ER?| f(z,y) > 0}

B ={(z,y) €R?| f(z,y) > 0}
bylo _
ACB a AC B

(neboli: po pfiddni neostré nerovnosti je uzdvér obecné MENST a po ubrani neostré nerovnosti je vnitiek obecné VETSI. )
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Takova funkce je napf.
x2, z <0,
f(z,y) =10, z € (0,1),
—(z—-12, x>1.

kde je pak A = {(z,y) € R? |z < 0} a B = {(z,y) € R? | z < 1}.

Problém vznika proto, ze zatimco vrstevnice
{(z,y) €R? | f(z,y) = ¢}

pro hladiny ¢ # 0 jsou kfivky (objekty s dimenzi 1), tak pro ¢ = 0 je vrstevnice plocha (objekt s dimenzi 2).

2.3 Urcete vnitiek, hranici, vnéjsek a uzdvér mnoziny Q? C R?, kde Q je mnozina vSech raciondlnich ¢isel.

Reseni:

Uvédomime si, ze v libovolném okoli (na redlné piimce) libovolného r € R lezi jak néjaké raciondlnf
¢islo, tak také néjaké iraciondlni cislo. Déle pokud mame |r; — s;| < § pro i = 1,2 (kde r;,s; € R a
e > 0) pak

Irs,72) = Gsns2)ll = Vi =2l (2 =2 < /()7 + () = 5 <=

Jestlize si nyn{ vezmeme libovolny bod a = (r1,72) € R? a zvolime £ > 0, pak
e cxistuji racionalni ¢isla q1, g2 € Q tak, ze |r; — qi| < §
e a také iracionalni éisla o, € R\ Q tak, ze [r; — ayf < 5.

Specialné tedy v libovolném e-okoli U (a) bodu a € R? lezf jak néjaky prvek z (q1,q2) € Q?, tak
né&jaky prvek (ai,az) € R? \ Q% Proto miizeme ihned napsat, 7e

@:R2, (@2)020 a 8@2:@\(Q2)O:R2\@:R2.

Piipomenuti:

Jestlize chceme zjistovat, jak se chova funkce v okoli néjakého bodu ve smyslu limity, pak se k tomuto
bodu potfebujeme piiblizit pomoci bodu z definiéniho oboru dané funkce. Pfitom vsak tyto body chceme
mit jiné, nez je samotny ptivodni bod, ve kterém limitu zjistujeme. To vede k nésledujicim pojmiim:

e Prstencovym okolim P-(ag) s polomérem ¢ > 0 a sttedem v bodé ag € R™ oznatujeme mnozinu
def
P-(ao) = Ue(ao) \ {ao} = {a € R" | 0 < [la — ao|| < £}

e bod ag je hromadnym bodem mnoziny M, jestlize v kazdém svém okoli ma néjaky bod této mnoziny,
ale jiny nez aq, tj.:
Ve>0) Pa)NM #£0

(hromadny bod je tedy urcité bodem uzdvéru mnoziny M, ale neni ”osamoceny” ).

Limita funkce je nyni definovana takto:
Necht f: D — R je funkce s definiénim oborem D C R™ a ag € R" je hromadny bod tohoto defini¢niho
oboru D. Nasledujici definice a znac¢eni znamenad, ze hodnota ¢ € R je limitou funkce f v bodé ag:
lim f(a)=c €5 (Ve>036>0)(YaeD) 0<|a—ao| <5 = |fla)—c|<e
—_——— —_———

a—rag
a€Ps(ao) fla)eU:(c)
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(tj. kdyz jsme v dostateéné malém prstencovém okoli Ps(ap) bodu ag, pak se body odsud zobrazuji funkei
f do zvoleného malého okoli U.(c) hodnoty c.)

2.4 Zjistéte, zda existuje limita  lim  ZFY¥,
(2,y)—(0,0) *7Y

Reseni:
Defini¢n{ obor funkce f(z,y) = 2 je

= o—y

D(f): =#y.

Bod (0,0) je ziejmé hromadny bod mnoziny D(f). Abychom zjistili, jakou hodnotu by ptipadna limita
méla mit, vyzkousime se pfiblizit k pocatku po ruznych primkach, konkrétné po primkach y = kz, kde
k # 1. Pak mame
z+kr 14k
li kr) =1l =—.
S f k) =l S = T

Tato hodnota je ale ruzné pro ruzné k. Puvodni limita funkce f tedy neexistuje.

2.5 VysSetfete existenci limity — lim M
(z.y)=(0,0) 7Y

Reseni:
(z+y)? -

Definiéni obor funkce f(z,y) = o e

D(f): =#y.

Bod (0,0) je zfejmé hromadny bod mnoziny D(f). Abychom zjistili, jakou hodnotu ¢ € R by pfipadnd
limita méla mit, vyzkousime se pfiblizit k bodu ag = (0,0) po vhodné kiivce. Nejjednodussi jsou obvykle
pifmky. Vezméme si tedy piimku y = kz, kde k # 1. Pro © — 0 méme (x, kz) — (0,0). TakZze nés bude
zajimat

2 1 2
1in%f(x,k:x) = lim (z+ kz)® = lim ﬂx =0.
z—

z—=0 x — kx z—=0 1—k
Pokud naSe puvodni limita existuje musi mit tedy hodnotu ¢ = 0 (to, ze jsme provérili primky
a dostali stejnou hodnotu, ale jesté NIC o existenci limity NERIKA! K tomu bychom museli stejnou
hodnotu dostat také pro VSECHNY mozné dalsi kiivky, po kterych se muzeme dostat do bodu ayg).

Muzeme se pokusit najit jind pfiblizeni (viz nize) anebo muzeme vyuzit jednoduché kritérium pro
neexistenci (kone¢né) limity (viz Pozndmky k limitdm):

o f(z,y)= %, kde h(z,y) = (x +y)? a g(x,y) =  — y jsou spojité funkce

e polozme M : z=y A (z,y) # (0,0)
e pro kazdé a € M je g(a) =0 a h(a) #0
e ap = (0,0) je hromadny bod mnoziny M

Pak NEEXISTUJE (kone¢nd) limita  lim  f(z,y).
(x,y)—(0,0)
(Vzhledem k uz nalezené limité 0 pfi néjakém piiblizeni z toho vyplyvé, ze ani piipadnd “nekoneéna”
limita nemuze existovat.)
(z+y)*

Zjistili jsme tedy, ze ~ lim ==/ neexistuje.
(z.y)—(0,0) “7Y

Page 6



Poznamka: Jestlize chceme najit pfiblizeni, pro které vyjde jind hodnota nez 0, muzeme v tomto piipadé zkusit
“variaci konstanty k” a vzit kiivku ve tvaru y(z) = k(z) - z, kde k(x) je zatim nezndmd funkce a kdy chceme, aby pro
x — 0 bylo také y(x) — 0. Kfivku dosadime do funkce:

_ (= + k(z) -a:)2 _ (1+k§(l‘))2 _

x—k(z)- x 1—k(x)
bude blizit k nenulové hodnoté d € R a soucasné i (1 + k(a:))2 se bude blizit

f(z,y(a)

Nyni bude stacit, kdyz se napr. #(x)

ke kone¢né nenulové hodnoté.

Staci polozit 1_;3(%) =d, tj. k(z) =1 — 5. Musime jesté ovéfit, ze v tomto piipadé je kiivka
y(z) = k(z) -z = (173):1:

stdle v definiénim oboru D(f) (coz by stacilo i jen pro z blizkd k 0). To je ale ihned vidét. Déle také ziejmé je y(z) — 0
pro x — 0.

A nakonec vidime, ze

(1+k(z))? T\2 50
, = .=-——".x=d 2——) —  4d
f(zy(@)) k@) ° ( y

coz je kyzeny vysledek.
Soucasné si vS§imnéme, ze k bodu (0, 0) se blizime v tomto pfipadé po parabole y(z) =z — z? jejiz te¢na v bodé (0,0
Y 4 J€l
je pravé piimka y = z, kterou jsme vylouéili z definié¢niho oboru D(f). Toto je v jistém smyslu i ndvod pro jiné piiklady -

hledejme kiivky “napodobujici” hranici defini¢niho oboru v daném bodé.

2.6 VysSetfete existenci limity — lim 2L,
(@,9)—(0,0) *FY

Reseni:
xy

Budeme postupovat podobné jako v piikladu 2.5. Defini¢ni obor funkce f(x,y) = prwry je

D(f): w#—y.

Bod (0,0) je zfejmé hromadny bod mnoziny D(f). Pfi pohledu na funkci muzeme rovnou vyuzit
kritérium pro neexistenci (kone¢né) limity (viz Pozndmky k limitdm):

o f(z,y) = %, kde h(z,y) = xy a g(x,y) =  + y jsou spojité funkce
e polozme M : z=—y A (x,y) # (0,0)

e pro kazdé a € M je g(a) =0 a h(a) #0

e ap = (0,0) je hromadny bod mnoziny M

Pak NEEXISTUJE (kone¢nd) limita  lim  f(z,y).

(2,9)—(0,0)
Kromé toho pii priblizeni po pifmce y = z mame f(z,7) = 2= = 2 22 0, takze ani pifpadnd
pIi p po p y , o= =3 , prip
“nekonec¢nd” limita neexistuje.)
Zjistili jsme tedy, ze  lim  -“L neexistuje.

(z,9)—(0,0) Y

Poznamka:

(a) Pfiblizeni, pro které vyjde jind hodnota nez 0, muzeme opét zkusit hledat ve tvaru y(x) = k(z) -z, kde k(z) je zatim
nezndmd funkce a kdy chceme, aby pro x — 0 bylo také y(xz) — 0. Kfivku dosadime do funkce:

_ k@) k(@)
flzy(@)) = vt+k@) -z 1+k@)
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(b)

Nyni bude stacit, kdyz se bude blizit k nenulové hodnoté d € R a soucasné i k(x) se bude blizit ke kone¢né

x
1+k(x)
nenulové hodnoté.

Staci proto polozit =d, tj. k(z) = % — 1. Kfivka

TR
y(x):k(x)~x:<g—1>az

pro z # 0 je pak stdle v defini¢tnim oboru D(f). Déle také zfejmé je y(z) — 0 pro z — 0.
A po dosazeni dostaneme
k({L’) z—0
z,ylz) = =——F— - c=x—-—d —| —d
f(z,y(@)) Tt k(@)
coz jsme potiebovali.
Soucasné si vSimnéme, ze k bodu (0, 0) se opét blizime po parabole y(z) = % — z jejiz te¢na v bodé (0,0) je pravé
pfimka y = —z, kterou jsme vyloucili z definiéniho oboru D(f).
Vhodné pfiblizeni muzeme hledat i pomoci poldrnich souradnic (a to obvykle tak, ze parametrem bude thel ¢, pro
ktery budeme hledat vhodnou funkei vzdalenosti o(¢p)):

z(p) = o(p) cos ¢
y(p) = o(p) sing
tak, aby o(¢) — 0 pro ¢ — o pro n&jaké vhodné ¢y € R U {£oo} nebot chceme mit (J:(cp),y(go)) $%o (0,0)

(coz je bod, kde limitu hleddme).
Opét dosadime

Q% (p)cospsing  cospsing
F@=e)v0) = 5 g T o)~ conp T emp®

Potiebujeme néjak vyvazit, to ze p(¢) — 0, a jako jedind protivdha se nabizi vyraz cos¢ + sinp ve jmenovateli
zlomku. Proto zvolime ¢q tak, aby cos ¢ + sin g = 0, tedy napi. g = —

o(¥)

™
T
s otemy = & ¢imz dostaneme o(p) := d(cosp + sinp) a skuteéné je pak

Déle pro 0 # d € R polozime zase
o(¢) = 0 pro ¢ — —7.

Soucasné opét (diky tomu, Ze ¢ # —% a hodnoty ¢ jsou blizké k —7) budeme mit, ze kiivka

z(p) = d(cos ¢ + sin @) cos
y(p) = d(cos ¢ + siny) sin g

je v definiénim oboru D(f) (protoze pouze body na pfimce y = —z maji tihel bud —% nebo %T")
Zbyva uz jen zjistit, k ¢emu se budou blizit hodnoty funkce f pro tuto kiivku:
cos @ sin . =7
F@() (@) = = —FLF p(p) =dcospsing ' —d¥2¥2=_d
Cos @ + sin g
coz jsme opét potiebovali.
Opét si vSimnéme, ze uhel ¢ pravodice kiivky se zase priblizuje k dhlu pfimky y = —x, kterd je vyfazena z defini¢niho

oboru D(f).
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