7. cviceni z Matematické analyzy 2

31. tijna - 4. listopadu 2022

7.1 (vdzané extrémy)
Najdéte nejmensi a nejvétsi hodnoty funkce f(x,y) = x —y + 3 za podminky 322 + 5xy + 3y = 1,
Nagrtnéte ttvar urceny touto vazbou.

Reseni:
Hleddme absolutni extrémy funkce f(z,y) = — y + 3 na mnoziné

M ={(z,y) €U | (z,y) = 0}
kde U = R? (je tedy oteviend) a ®(x,y) = 322 + 5ay + 3y* — 1.
e Ovétime, ze grad ®(a) # (0,0) pro kazdé a € M:

Protoze
grad ®(z,y) = (61’ + 5y, bx + Gy)

tak grad®(x,y) = (0,0) prave kdyz (z,y) = (0,0). Bod (0,0) ale neni v M, takze v kazdém bodé
a € M je grad®(a) # (0,0).

e 7 Langrangeovy véty proto mame, ze v bodé a = (z,y) € M lokdlniho extrému f na M existuje

A €ER, ze
(1,—-1) = gradf(a) = X - grad®(a) = )\(6:10 + 5y, 5z + Gy)
a
322 4+ 5xy + 3y° = 1.
Jelikoz z rovnic plyne, ze A # 0, dostdvdme rovnici 6z + 5y = 3+ = —(52 + 6y). Odsud plyne
x = —y a po dosazeni do vazby ziskdme kandidaty na extrémy:

(1771% (71,1)

s hodnotami
e Potiebujeme jesté zjistit, zda mnozina M je vibec omezend (uzavienost M plyne snadno z toho,
7ze M = ®~1({0}), neboli Ze je to vzor uzaviené mnoziny {0} pii spojitém zobrazeni ®).
Doplnénim na ¢tverec

5 \° 11

1=322+52y+3y° =3z + 2y) + —y?

6 12
zjistime, Ze jde o omezenou mnozinu (konkrétné o (nato¢enou) elipsu). To lze zjistit i z toho, ze
kvadraticka forma 45 .

Q(z,y) = 32* + bay + 3y* = (x,y) (g §) <y>

je pozitivné definitni (napf. pomoci Sylvestrova kritéria).
e Spojita funkce f tak na uzaviené a omezené mnoziné M skutetné nabyva svého maxima v bodé
(1,—1) a minima v bodé (—1,1).




32/3 28 26 24 22 2 18 16 14 12 -1 08 0B 04 020 02 04 O 08 1 12 14 16 18 2 22 24 26 2

Poznémka: Uloha (a) je ekvivalentni tomu, kdyZ méme najit na implicitné zadané kiivece M : 322 + 5xy + 3y? = 1
body, kde te¢na piimka je rovnobézna s pfimkou z —y + 3 = 0.

7.2 (vdzané extrémy)
Najdéte nejmensi a nejvétsi hodnoty funkce f(z,y) = 2% + 2y? za podminky 22 — 22 + 2y + 4y = 0.
Nacrtnéte utvary urcené touto vazbou.

Reseni:
Pouzijeme véty:

Véta: Spojitd funkce na uzaviené a omezené (tzv. kompaktni?) mnoziné nabyva svého maxima i minima.

Véta: Necht U C R” je oteviend mnozina k <na f:U — Ra ®: U — RF jsou spojité diferencovatelnd zobrazeni
na U. Polozme

M ={a€U]|®(a)=0 & ®'(a) je regularni}.

Jestlize ap € M je bodem lokdlnfho extrému funkce f zizené na M, pak existuji A\1,...,A\x € R (tzv. Langrangeovy
multiplikdtory), ze

k
f'(a0) = > Aigi(ao),
i=1

kde g; jsou jednotlivé slozky zobrazeni @, tj. ®(a) = (g1(a),...,gr(a)).

(Regularita derivace znamend, ze jeji matice md maximdln{ moznou hodnost, tedy hodnost k, tj. jeji fadky jsou
linedrné nezdvislé. Mnozina M se pak nazyva wvarieta (angl. manifold) a je mozné ji prifadit dimenzi - pomoci véty o
implicitni funkci - a sice dim M = n — k. Dimenze tak odpovidd dimenzi n puvodniho prostoru R™ sniZenou o pocet k

nezévislych vazeb danych zobrazenim ®.)
Doplnénim na ¢tverec snadno zjistime, ze vazba predstavuje kruznici
M: (z-12%+2y+1)?=3
tedy omezenou uzavienou mnozinu. Pouzijeme metodu Langrangeovych multiplikdtoru pro
d(z,y) = (r —1)* +2(y+1)*-3.

Protoze
&' (z,y) = (2(35 1), 4y + 1))

Page 2



tak ®'(z,y) nent reguldrni (tj. v tomto piipadé ®'(x,y) = 0) prave kdyz (z,y) = (1,—1). Nemuze se
tedy stét, aby ®(x,y) =0 a ®'(z,y) = 0. Takze v kazdém bodé mnoziny M je ®'(x,y) reguldrni. Pro
extrém a = (x,y) na M tak existuje A € R, ze

(22,4y) = f'(a) = - ®(a) = A - (2(95 —1),4(y + 1))

(x—1)*+2(y+1)*=3.
Vyjadiime z = /\—fl ay= ﬁ pomoci A (zfejmé A # 1 jinak by rovnice nemély feseni) a dosadime do

vazby. Dostaneme (A — 1)2 = 1 s fegenfm A € {0, 2} a kandidéty na extrémy:
(27 _2) ) (07 0)

s hodnotami
f(2,-2)=12, f(0,0)=0.

Mnozina M je uzaviend a omezend a spojitd funkce f tak v téchto kandidatech skutec¢né nabyva svého
maxima a minima.

7.3 (vézané extrémy na uzaviené mnoziné s vnitikem a hladkym okrajem)
Najdéte nejmensi a nejvétsi hodnoty funkce

flzy) =2 — (y—1)?

na mnoziné
M: y?<1-22

Nacrtnéte tuto mnozinu.

Reseni:
Mnozina M je kruh o poloméru 1 se stfedem v pocatku. Piiklad rozdélime na vysetieni (volného)
extrému na oteviené mnoziné

M°: 2?4y’ <1

a vazaného extrému na hranici
OM: 2>+¢y*=1.

Extrém na M°: Absolutni extrém na M° musi byt lokalni a tedy musi platit

(O’ 0) = df(xa y) = (va _2(y - 1))

coz nastava praveé kdyz (z,y) = (0,1). Tento bod ale nelez{ v M°, takze zddné podezielé body zatim
nedostavame.

Extrém na OM:

Pouzijeme metodu Langrangeovych multiplikdtoru. Pro extrém a = (z,y) na kruznici dané vazbovou
funkei
O(a,y) =2 +y° ~ 1
existuje A € R, ze
(22, —2(y — 1)) = gradf(a) = X - grad®(a) = A - (21:, 2y)
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Tedy ma platit

1—y=y\.
Odsud méme, Ze bud je = 0 nebo A\ = 1. Z prvni moznosti a rovnice kruznice mame body (0,+1). Z

druhé, tj. A =1 dostavame y = % a tudiz body (:I:@, %) Jejich funkéni hodnoty jsou:

f(0,1) =0, f(0,-1)=-4

F(=5.3) =3

Mnozina M je uzaviend a omezend mnozina a spojita funkce tak v téchto bodech nabyvéa svého maxima
a minima.

Porovnanim hodnot podezielych bodu dostavame, ze funkce nabyva svého maxima v bodech
(+2,1) a minima v bodé (0, —1).

202

7.4 (vdzané extrémy na uzaviené mnoziné s vnitikem a hladkym okrajem)
Najdéte nejmens{ a nejvétsi hodnoty funkee f(x,y) = 3zy na mnoziné

M: 22 +y2 <2

Naértnéte tuto mnozinu.

Reseni:
Mnozina M je kruh o poloméru 2. Piiklad rozdélime na vySetteni (volného) extrému na oteviené mnoziné

M°: 2 4y* <2

a vazaného extrému na hranici
OM: 2> +y*=2.

Extrém na M°: Absolutni extrém na M° musi byt lokédlni a tedy musi platit

f'(x,y) = (3y, 3x) = (0,0)

coz nastava prave kdyz (z,y) = (0,0). Méme tak podeziely bod (z,y) = (0,0) s hodnotou f(0,0) = 0.

Extrém na OM:

Pouzijeme metodu Langrangeovych multiplikdtora. Pro extrém a = (z,y) na kruznici dané vazbovou
funkei
O(z,y) =2* +y* -2

existuje A € R, ze
(3y, 3z) = f'(a) = A®'(a) = X~ (Qx, 2y)

:1:2+y2:2.
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Ani jedna z proménnych nemuze byt nulova, takze méame i = %)\ =2 tedy 22 = y2. Dosazenim do
rovnice kruznice dostaneme kandidaty na extrémy:

+(1,-1), =£(1,1),
s odpovidajicimi hodnotami
f(-1,1)=r(1,-1)=-3, f(L,1)=f(—-1-1)=3.

Mnozina M je uzaviena a omezena mnozina a spojitd funkce tak na M nabyva svého maxima a minima.
Porovnanim hodnot podeztelych bodu dostdvame, Ze funkce nabyva svého maxima v bodech =+ (1,1)
a minima v bodech =+ (1,—1).

7.5 (vézané extrémy na uzaviené mnoziné s vnittkem a hladkym okrajem)
Kruhovy talif o rovnici 22 + y? < 1 je zahtaty na teplotu T(x,y) = 2% + 2y? — 2. Najdéte nejteplejsi a
nejstudenéjsi bod na talifi.

Reseni:
Vysetien{ extrému 7 na uzaviené a omezené mnozing A = {(z,y) € R? | 2% + y? < 1} rozdélime na
piipad (volného) extrému na oteviené mnoziné
A 2?4t <
a piipad vdzaného extrému na
0A: 2> +4% =1
Extrém na A°:

Jestlize a = (x,y) € A° je extrém T na A, pak je i lokdlnim extrémem T na A°. Takze musi platit,
ze
(0,0) =dT(a) = (22 — 1,4y)

tedy a = (3,0) a tento bod skutetné patif do A°. Mame tedy prvni podeziely bod.

Extrém na 0A:

Jestlize a = (z,y) € A je extrém T na A, pak je i (vdzanym) extrémem 7' na
0A: O(z,y)=0
kde ®(x,y) = 22 + y* — 1. Musf tedy existovat A € R, Ze

(2z — 1,4y) = gradT'(a) = A - grad®(a) = \(2z, 2y)

a
2?4+ =1.
Takze mame
-1 = —0- 22— _
2z -1 22 (2_;)320 y=0: 22=1 = z==1
2y = )‘y y2=1—a?
24y = 1 A=2: 2r-1=2-20 = z=-3 V=" y=4
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Dostdvéame a = 4(1,0) nebo a = (f%, :I:@) Ted vime, ze jedinymi moznymi kandidaty na extrémy
jsou body
(%,0) ) (170)a (_170)a <_%7 §> a (_%7_§> .
Protoze T nabyvé na (uzaviené a omezené) mnoziné A extrému, porovndnim funkénich hodnot

27 2

T(L0)=-1 T(1,0=0 T(-1,0)=2, T(_; @):ng(_l _@)

zjistime, ze T nabyvé minima v (3,0) a maxima v (—%, :I:@)

7.6 (extrémy pro po ¢astech hladky okraj)
Naleznéte nejvétsi a nejmensf hodnotu funkce f(z,y) = 223 + 422 + y? — 2ry na mnoziné

M : x2§y§4.

Reseni:
Mnozina M je ¢ast lezici nad parabolou a pod piimkou a je zfejmé omezend i uzaviend (je prunikem
uzavienych mnozin).
Piiklad opét rozdélime na vySetfeni (volného) extrému na oteviené mnoziné
M°: z?<y<4
a vazaného extrému na hranici

(y=2% & —-2<z2<2) V

OM: () _4 & —2<2<?)

kterou ale nejde vyjadiit pomoci jediné diferencovatelné vazby. Vazbami jsou dvé kiivky (éast
paraboly a tusecka). POZOR: tyto dvé vazby ale NEPLATI soucasné! Kazdd vyjadiuje JINOU cést
okraje!

Extrém na M°:

(0,0) = df(z,y) = (62 + 8z — 2y,2y — 2x)
nastava (vzhledem k z,y > 0) pravé kdyz je splnéna soustava
y = 3z% + 4z

y=x.

Jedind feSeni této soustavy (0,0) a (—1,—1) ale nepati{ do M?°, takze zddné podezielé body zatim
nedostavame.

Extrém na OM:

Na obou kiivkach muzeme pouzit Lagrangeovu vétu, ale nejvhodnéjsi bude zavést néjakou parametrizac
a vySetfit lokalni extrémy zuzenych funkei:
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e Cast paraboly parametrizujeme pfirozené pomoci

e1:(=2,2) > R?, oi(t) = (%) .

Pokud a = ¢1(tp) je bodem extrému f na ¢dsti paraboly, pak je to extrémem funkce f o p; a tedy mus{
byt (f o v1)’(to) = 0. Tuto dvahu ovsem muzeme udélat préavé jen proto, ze tg je VNITRNIM bodem
intervalu (—2,2). Z tohoto duvodu MUSIME pfi vySetfovani ¢asti paraboly vynechat jeji koncové body,
kde navazuje na tusecku (tyto koncové body automaticky zaradime do podezielych bodu).

Budeme tedy vysetiovat funkci

a(t) = flpr(t) = F(E2) =42 + 1 pro te (-2,2).

Méme ¢} (t) = 8t + 4t3 = 0 pravé kdyz t = 0. Podezielym bodem tak je (0,0) € M s hodnotou
£(0,0) = 0.

e podobné usecku parametrizujeme piirozené pomoci OTEVRENEHO intervalu
0o 1 (=2,2) = R2, o(t) = (t,4) .
Budeme tedy vysetrovat funkci
g2(t) == fpa(t)) = f(t,4) =263 + 44> — 8t +16 pro te€ (—2,2).

Rovnice gh(t) = 6t* + 8t — 8 = 2(3t — )( ) = 0 m4 fedeni pro t = 2 € (—2,2). Podezielym bodem
tak je (%,4) € OM s hodnotou f (%, ) = 2222

e zbyvaji uz jen dva pruseciky kiivek ( ) (2,4) s hodnotami f(—2,4) = f(2,4) = 32, které taky
zahrneme mezi podezielé body.

Porovndnim hodnot podezielych boda (tj. 32 > 16 22 > 0) dostdvame, ze funkce evidentné nabyva
svého maxima v bodech (—2,4) a (2,4) a minima v bode (0,0).

7.7 (extrémy pro po ¢dstech hladky okraj)
Naleznéte nejvétsi a nejmensi hodnotu funkce f(z,y) = 22y(4 —  — y) na mnoziné

M: >0 & y>0 & z4+y<6.

Reseni:
Mnozina M je trojihelnik s vrcholy (0,0), (6,0) a (0,6) a je zFejmé omezend i uzaviend (je prunikem
uzavienych polorovin).

Piiklad opét rozdélime na vysetieni (volného) extrému na oteviené mnoziné

M°: x>0 & y>0 & z4+y<6

a vazaného extrému na hranici

(y=0 & 0<z<6) Vv
OM: (2=0 & 0<y<6) V
(x4+y=6 & 0<x<6)

kterou ale nejde vyjadfit pomoci jediné diferencovatelné vazby. Vazbami jsou tfi oteviené tusecky
(hrany trojuhelniky) a t¥i body (vrcholy trojihelniku). Tyto vazby ale opét NEJSOU splnéné SOUCASNE
(coz je videt i tim, ze pouzivdame logickou spojku “NEBO”, nikoliv “A”).
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Extrém na M°:

(0,0) = df(z,y) = (8zy — 3%y — 22y°, 42® — 2° — 22%y)

nastdva (vzhledem k tomu, ze x,y > 0) préavé kdyz je splnéna soustava
8=3x+2y

d=x+2y.
Tedy podeztelym bodem je feSeni a = (2,1) € M° s hodnotou f(2,1) = 4.

Extrém na OM:

Na obou odvésnach trojuhelniku je funkce f identicky nulova, takze vsSechny tyto body prosté
zafadime do podezielych bodu. Zbyva vysetiit otevienou usecku, kterd predstavuje tieti stranu. Tentokrat
ji prosté zparametrizujeme pomoci

@(t) = (t76 - t) pro te (076)
a vySetiime tak (lokalni) extrémy funkce
g(t) := (fop)(t) = —2t3(6 — t) = 2t3 — 12¢*

pro t € (0,6). Médme
g (t) =6t — 24t = 6t(t —4) = 0

pravé kdyz t = 4 € (0,6) (zduraznéme, Ze tento interval nutné musi byt OTEVRENY - jinak nemtizeme
pouzit nutnou podminku, tj. nulovost derivace). Tedy podeziely bod je a = (4,2) s hodnotou f(4,2) =
—64.

Porovndnim hodnot podezielych bodu (zejména nezapominejme na vrcholy trojihelniku jako samostatngé
vazby, které nelze zaradit do ostatnich vazeb, protoze ty musi byt definovany v ramci otevienych mnozin
- opét proto, abychom mohli derivovat) dostavdme, Ze funkce tedy evidentné nabyva svého maxima v
bodé (2,1) a minima v bodé (4, 2).

7.8 (vdzané extrémy - aplikace)
Najdéte tii pozitivni ¢isla jejichz soucin je maximalni, a jejichz soucet je roven 100.

Reseni:

Zadani ptikladu lze interpretovat také tak, ze hleddme maximalni objem kvadru, ktery se vejde
do pravidelného trojbokého jehlanu, jehoz jeden vrchol je spoleény s vrcholem kvadra. Intuitivné lze
ocekavat, ze maximalni takovy objem bude odpovidat krychli.

Budeme tedy hledat body maxima funkce

f(z,y,2) = zyz

na mnoziné

M ={(z,y,2) €U | ®(z,y,2) = 0},

kde
U: z,y,2>0
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je oteviend mnozina a
O(z,y,2) =x+y+2z—100

je vazbové funkce.

Protoze U je OTEVRENA (coz je podstatné!) a grad®(a) # (0,0,0) pro kazdé a € M, tak muzeme
pouzit Langrangeovu podminku pro extrém na M. Pro bod extrému a = (z,y,2z) € M pak musi
existovat A € R, ze

(yz,xz,2y) = gradf(a) = A - grad®(a) = A(1,1,1)

z+y+2z=100.

Odsud méme napt. ze yz = A = xz a protoze z > 0, tak dostaneme z = y. Podobné odvodime, ze
r =y =z atedy r+ x+ x = 100. Takze jediny podeziely bod z extrému je a = (100 100 m)

3373
100 100 100\ _ (100\3
hodnotou f (T’ T’T) = ( 3 ) . . ' ) )
Abychom mohli vyuzit véty o nabyti extrému, potfebujeme ale uzavienou mnozinu, coz M neni (je

to trojuhelnik, ale bez hran). Tak si M prosté uzavieme, ¢imz dostaneme
M= {(z,y,2) €ER® | 2,9,2>0 & ®(x,y,2) =0},

coz je trojuhelnik i s hranami. Na téchto pfidanych hrandch je ale funkce f nulovd (a tudiz snadno
uchopitelnd), takze véechny hrany mizeme zafadit mezi podezielé body z extrémii na M. Tim jsme
progli véechny body M.

Mnozina M je ted uz uzaviend a omezens, takze spojitd funkce f zde nabyvd svych extrémi.
Porovnanim funkénich hodnot v podezielych bodech ted snadno dostédvdme, Ze na hrandch nabyvé

f svého minima a v bodé (132,00 180} sv¢ho (jediného) maxima (jak jsme ocekdvali).

Page 9




