
13. cvičeńı z Matematické analýzy 2

15. - 19. května 2023

13.1 (Greenova věta)
Použijte Greenovu větu k nalezeńı práce śıly

~F =
(

2xy3 + arctg(x2), 4x2y2 − e−y
2
)

vykonané na částici podél křivky C, která je hranićı oblasti M ohraničené křivkami y = 0, x = 1 a y = x3 v
prvńım kvadrantu. Křivka C je orientována v kladném smyslu (tj. proti směru hodinových ručiček).

Řešeńı:
Máme tedy oblast

M : 0 ≤ x ≤ 1 & 0 ≤ y ≤ x3.

Jej́ı hranićı je po částech diferencovatelná křivka, která má orientaci odpov́ıdaj́ıćı použit́ı Greenovy věty.
Dále je

∂F2

∂x
− ∂F1

∂y
= 8xy2 − 6xy2 = 2xy2

a proto

∫
C=∂M

~F · d~s =

∫∫
M

(
∂F2

∂x
− ∂F1

∂y

)
dS =

∫∫
M

2xy2 dS =

1∫
0

x3∫
0

2xy2 dy dx =

1∫
0

2

3
x10 dx =

2

33
.

13.2 (Greenova věta)
Pomoćı Greenovy věty vypočtěte křivkový integrál z vektorového pole

~F = (xy2, 2x2y)

podél kladně orientované hranice C trojúhelńıku M s vrcholy (0, 0), (2, 2) a (2, 4).

Řešeńı:
Pro oblast trojúhelńıku

M : 0 ≤ x ≤ 2 & x ≤ y ≤ 2x

je orientace křivky C v souhlase s Greenovou větou. Pro vektorové pole ~F = (F1, F2) máme

∂F2

∂x
− ∂F1

∂y
= 4xy − 2xy = 2xy

Takže ∫
C=∂M

~F · d~s =

∫∫
M

(
∂F2

∂x
− ∂F1

∂y

)
dS =

∫∫
M

2xy dS =

2∫
0

2x∫
x

2xy dy dx =

=

2∫
0

x
[
y2
]y=2x

y=x︸ ︷︷ ︸
4x2−x2

dx =

2∫
0

3x3 dx =
3 · 16

4
= 12 .



13.3 (Greenova věta)
Pomoćı Greenovy věty spoč́ıtejte obsah plochy v R2 omezené

(a) cykloidou ϕ(t) = (t− sin t, 1− cos t) pro t ∈ 〈0, 2π〉 a osou x.

(b) křivkou C určenou parametrizaćı ϕ(t) = (t− t2, et) pro t ∈ 〈0, 1〉, a osou y.

Řešeńı:
(a) Plochu E si vymeźıme křivkami C1 (cykloida) a C2 (úsečka na ose x) tak, aby tyto křivky tvořily

jej́ı okraj, který bude orientovaný v souladu s Greenovou větou. Cykloida

C1 : ϕ(t) = (t− sin t, 1− cos t), t ∈ 〈0, 2π〉

má podle zadané parametrizace opačnou orientaci než potřebujeme. Pro úsečku je nejjednodušš́ı si zvolit
parametrizaci

C2 : ψ(t) = (t, 0), t ∈ 〈0, 2π〉

která je ve směru, který chceme.

Greenovu větu, pro (zat́ım nespecifikované) vektorové pole ~F (x, y) =
(
F1(x, y), F2(x, y)

)
, pak

použijeme takto: ∫∫
E

(
∂F2

∂x
− ∂F1

∂y

)
dS =

∫
∂E

F · ds = −
∫
C1

F · ds +

∫
C2

F · ds

kde znaménka u křivek odpov́ıdaj́ı tomu, jestli daná křivka má nebo nemá orientaci v souladu s Greenovou
větou.

Teď už jen zbývá si zvolit vhodné vektorové pole a to tak, aby ∂F2

∂x −
∂F1

∂y = 1. Pak totiž bude

obsah(E) =

∫∫
E

1︸︷︷︸
∂F2
∂x −

∂F1
∂y

dS = · · · = −
∫
C1

F · ds +

∫
C2

F · ds .

Takových voleb je mnoho, ale pro nás bude nejlepš́ı nějaká jednoduchá, např. ∂F2

∂x = 1 a ∂F1

∂y = 0,

tj. ~F = (0, x). Pro takovouto volbu bude i integrál
∫
C2

F · ds nulový, protože ~F je kolmé k ose x, takže

při pohybu ve vodorovném směru nekoná práci. Ale stejně si nulovost ještě ověř́ıme i explicitně.
Takže máme

pro cykloidu: ϕ(t) = (t− sin t︸ ︷︷ ︸
=x(t)

, 1− cos t︸ ︷︷ ︸
=y(t)

), ϕ′(t) = (1− cos t, sin t)

pro úsečku: ψ(t) = ( t︸︷︷︸
=x(t)

, 0︸︷︷︸
=y(t)

), ψ′(t) = (1, 0)

a po dosazeńı dostaneme

obsah(E) = −
∫
C1

F · ds +

∫
C2

F · ds = −
2π∫
0

F(ϕ(t)) · ϕ′(t) dt+

2π∫
0

F(ψ(t)) · ψ′(t) =

= −
2π∫
0

(0, t− sin t) ·
(

1− cos t
sin t

)
dt+

2π∫
0

(0, t) ·
(

1
0

)
︸ ︷︷ ︸

=0

dt =
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=

2π∫
0

t · (− sin t) + sin2 t dt = [t cos t]
2π
0︸ ︷︷ ︸

=2π

−
2π∫
0

cos t dt

︸ ︷︷ ︸
=0

+

2π∫
0

sin2 t dt

︸ ︷︷ ︸
=π

= 2π − 0 + π = 3π .

(b) Budeme postupovat podobně jako v (a). Plochu E si vymeźıme křivkami C, která se nacháźı v
1. kvadrantu a jde z (0, 0) do (0, e), a úsečkou D na ose y, která p̊ujde opačným směrem - tedy z (0, e)
do (0, 0). Okraj E tak bude orientovaný v souladu s Greenovou větou.

Pole si tentokrát zvoĺıme kolmé k ose y, tj. ~F = (F1, 0) a z podmı́nky 1 = ∂F2

∂x −
∂F1

∂y = −∂F1

∂y máme

např. volbu ~F = (−y, 0). Pro takovouto volbu bude i integrál
∫
D

~F · ds nulový.

Takže pro C máme
ϕ(t) = (t− t2, et), ϕ′(t) = (1− 2t, et)

a po dosazeńı dostaneme

obsah(E) =

∫
C

~F · ds +

∫
D

~F · d~s

︸ ︷︷ ︸
=0

=

1∫
0

~F (ϕ(t)) · ϕ′(t) =

1∫
0

(−et, 0) ·
(

1− 2t
et

)
dt =

=

1∫
0

2tet − et dt =
[
2tet

]1
0
−

1∫
0

2et dt−
1∫

0

et dt = 2e−
[
3et
]1
0

= 3− e .

Připomenut́ı: Integrál z funkce f : M → R je určený jako∫∫
M

f dS =

∫∫
U

f(Φ(u, v)) ·
∥∥∥∥∂Φ

∂u
×

∂Φ

∂v

∥∥∥∥ dS ,

kde Φ : U →M je vhodná parametrizace.

13.4 (obsah plochy)
Spoč́ıtejte obsah plochy M

(a) na polosféře x2 + y2 + z2 = 1, z ≥ 0 vymezené válcem x2 + y2 ≤ x.

(b) na paraboloidu z = x2 + y2 vymezené z ≤ 1.

Řešeńı:
(a) Plochu M si můžeme zparametrizovat jako graf funkce z =

√
1− x2 − y2:

Φ(x, y) = (x, y,
√

1− x2 − y2)

s definičńım oborem
U : x2 + y2 ≤ x.

Máme
∂Φ
∂x = ( 1, 0, − x√

1−x2−y2
)

∂Φ
∂y = ( 0, 1, − y√

1−x2−y2
)

∂Φ
∂x ×

∂Φ
∂y = ( x√

1−x2−y2
, y√

1−x2−y2
, 1)
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∥∥∥∥∂Φ

∂x
× ∂Φ

∂y

∥∥∥∥ =

√
x2

1− x2 − y2
+

y2

1− x2 − y2
+ 1 =

1√
1− x2 − y2

.

Takže

obsah(M) =

∫∫
M

1 dS =

∫∫
U

∥∥∥∥∂Φ

∂x
× ∂Φ

∂y

∥∥∥∥ dx dy =

∫∫
U

1√
1− x2 − y2

dx dy

Kruh
U : x2 + y2 ≤ x

můžeme přepsat jako
(
x− 1

2

)2
+ y2 ≤

(
1
2

)2
. Použijeme tedy polárńı souřadnice. Vzhledem k tvaru

funkce v integrálu ale bude lepš́ı použ́ıt je se středem v počátku a NE s posunutým středem do bodu
(0, 1

2 ). Tedy parametrizace U je

x = r cosϕ
y = r sinϕ

−π2 ≤ ϕ ≤
π
2

0 ≤ r ≤ cosϕ

a proto

obsah(M) = · · · =
∫∫
U

1√
1− x2 − y2

dx dy =

π
2∫

−π2

cosϕ∫
0

r√
1− r2

dr dϕ =

=

π
2∫

−π2

[
−
√

1− r2
]cosϕ

0
dϕ =

π
2∫

−π2

1− | sinϕ| dϕ = 2

π
2∫

0

1− sinϕ dϕ = 2
(π

2
− 1
)

= π − 2.

(b) Plochu M opět zparametrizujeme jako graf funkce z = x2 + y2:

Φ(x, y) = (x, y, x2 + y2)

s definičńım oborem
U : x2 + y2 ≤ 1.

Máme
∂Φ
∂x = ( 1, 0, 2x)

∂Φ
∂y = ( 0, 1, 2y)

∂Φ
∂x ×

∂Φ
∂y = ( −2x, −2y, 1)∥∥∥∥∂Φ

∂x
× ∂Φ

∂y

∥∥∥∥ =
√

4x2 + 4y2 + 1.

Takže

obsah(M) =

∫∫
M

1 dS =

∫∫
U

∥∥∥∥∂Φ

∂x
× ∂Φ

∂y

∥∥∥∥ dx dy =

∫∫
U

√
4x2 + 4y2 + 1 dx dy =


x = r cosϕ
y = r sinϕ

0 ≤ ϕ ≤ 2π
0 ≤ r ≤ 1

 =
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=

2π∫
0

1∫
0

√
4r2 + 1 · r dr dϕ = 2π

[
(4r2 + 1)3/2

12

]1

0

=
π

6
(
√

8− 1).

13.5 (plošný integrál z funkce)
Spoč́ıtejte

(i) ∫∫
M

z2 dS,

kde M je část́ı válce x2 + y2 = 1 mezi rovinami z = 0 a z = x+ 1.

(ii) ∫∫
M

z dS,

kde M je část́ı válce x2 + y2 = 2 vymezená rovinou z = 0 a plochou z = x2 + (y − 1)2.

(iii) ∫∫
M

x+ z2y dS,

kde M je část́ı válce x2 + y2 = 1, 0 ≤ z ≤ 3 lež́ıćı v prvńım oktantu.

Řešeńı:
(i) Plocha je určena jako

M : x2 + y2 = 1 & 0 ≤ z ≤ x+ 1.

Jej́ı parametrizaci vytvoř́ıme pomoćı cylindrických souřadnic jako

Φ(ϕ, h) = (cosϕ, sinϕ, h)

s definičńım oborem
U : 0 ≤ ϕ ≤ 2π & 0 ≤ h ≤ 1 + cosϕ.

Máme
∂Φ
∂ϕ = (− sinϕ, cosϕ, 0)

∂Φ
∂h = ( 0, 0, 1)

∂Φ
∂ϕ ×

∂Φ
∂h = ( cosϕ, sinϕ, 0)∥∥∥∥∂Φ

∂ϕ
× ∂Φ

∂h

∥∥∥∥ = 1.

Takže

∫∫
M

z2 dS =

∫∫
U

h2 ·
∥∥∥∥∂Φ

∂ϕ
× ∂Φ

∂h

∥∥∥∥ dϕ dh =

2π∫
0

1+cosϕ∫
0

h2 dz dϕ =

2π∫
0

(1 + cosϕ)3

3
dϕ =
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=

2π∫
0

(
1

3
+ cosϕ+ cos2 ϕ+

cos3 ϕ

3

)
dϕ =

2

3
π + 0 + π + 0 =

5

3
π.

- - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - -

(ii) Plocha je určena jako

M : x2 + y2 = 1 & 0 ≤ z ≤ x2 + (y − 1)2.

Jej́ı parametrizaci vytvoř́ıme pomoćı cylindrických souřadnic

x = r cosϕ
y = r sinϕ
z = h

kde po dosazeńı z prvńı podmı́nky dostaneme r2 = 2 a po dosazeni r =
√

2 z druhé podmı́nky pak

0 ≤ h ≤ (
√

2 cosϕ)2 + (
√

2 sinϕ− 1)2 = 3− 2
√

2 sinϕ

T́ım dostaneme předpis
Φ(ϕ, h) = (

√
2 cosϕ,

√
2 sinϕ, h)

s definičńım oborem
U : 0 ≤ ϕ ≤ 2π & 0 ≤ h ≤ 3− 2

√
2 sinϕ.

Dále je
∂Φ
∂ϕ = (−

√
2 sinϕ,

√
2 cosϕ, 0)

∂Φ
∂h = ( 0, 0, 1)

∂Φ
∂ϕ ×

∂Φ
∂h = (

√
2 cosϕ,

√
2 sinϕ, 0)∥∥∥∥∂Φ

∂ϕ
× ∂Φ

∂h

∥∥∥∥ =
√

2.

Takže∫∫
M

z dS =

∫∫
U

h ·
∥∥∥∥∂Φ

∂ϕ
× ∂Φ

∂h

∥∥∥∥ dϕ dh =

2π∫
0

3−2
√

2 sinϕ∫
0

h ·
√

2 dh dϕ =
√

2

2π∫
0

(3− 2
√

2 sinϕ)2

2
dϕ =
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=
√

2

2π∫
0

(
9

2
− 6
√

2 sinϕ+ 4 sin2 ϕ

)
dϕ =

√
2(9π + 0 + 4π) = 13

√
2π.

- - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - -

(iii) Plocha je určena jako

M : x2 + y2 = 1 & 0 ≤ z ≤ 3 & 0 ≤ x, y.

Jej́ı parametrizaci vytvoř́ıme pomoćı cylindrických souřadnic jako

Φ(ϕ, h) = (cosϕ, sinϕ, h)

s definičńım oborem
U : 0 ≤ ϕ ≤ π

2
& 0 ≤ h ≤ 3.

Máme stejně jako v (i) ∥∥∥∥∂Φ

∂ϕ
× ∂Φ

∂h

∥∥∥∥ = 1.

Takže

∫∫
M

x+ z2y dS =

∫∫
U

(cosϕ+ h2 sinϕ) ·
∥∥∥∥∂Φ

∂ϕ
× ∂Φ

∂h

∥∥∥∥ dϕ dh =

π
2∫

0

3∫
0

(cosϕ+ h2 sinϕ) · 1 dh dϕ =

=


π
2∫

0

cosϕ dϕ

 ·
 3∫

0

1 dh

+


π
2∫

0

sinϕ dϕ

 ·
 3∫

0

h2 dh

 = 3 +
27

4
=

39

4
.

Připomenut́ı: Tok vektorového pole ~F : M → R3 orientovanou plochou M ⊆ R3 se spoč́ıtá jako∫∫
M

~F · d~S =

∫∫
U

~F
(
Φ(u, v)

)
·
(
∂Φ

∂u
×

∂Φ

∂v

)
dS ,

kde Φ : U → M je opět vhodná parametrizace, U ⊆ R2, a orientace daná vektorovým polem ∂Φ
∂u
× ∂Φ

∂v
souhlaśı se zadanou

parametrizaćı plochy M . (Pokud by orientace nesouhlasila, stač́ı jen změnit pořad́ı ve vektorovém součinu, tj. změnit znaménko

integrálu.)

13.6 (plošný integrál z vektorového pole - tok)
Spoč́ıtejte ∫∫

M

~F · d~S

kde

(i) ~F (x, y, z) = (−x, −y, z) a M je část paraboloidu z = 1 − x2 − y2 pro z ≥ 0 s orientaćı danou
vektorovým polem směřuj́ıćım vzh̊uru.

(ii) ~F (x, y, z) = (x, −z, y) a M je část́ı sféry x2 +y2 +z2 = 1 v 1. oktantu s orientaćı směrem do počátku.

(iii) ~F (x, y, z) = (y, −x, x2 +y2) a M je část paraboloidu z = x2 +y2, z ≤ 2 s orientaćı danou vektorovým
polem směřuj́ıćım vzh̊uru.
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Řešeńı:

(i)

Plochu M zparametrizujeme přirozeně jako graf funkce:

Φ(x, y) =
(
x, y, 1− x2 − y2

)
s definičńım oborem

U : x2 + y2 ≤ 1.

Máme
∂Φ
∂x =

(
1, 0, −2x

)
∂Φ
∂y =

(
0, 1, −2y

)
a

∂Φ

∂x
× ∂Φ

∂y
=
(
2x, 2y, 1

)
.

Třet́ı složka tohoto vektoru je kladná, takže toto pole je orientované v souhlase se zadáńım. Takže
máme

∫∫
M

~F · d~S =

∫∫
U

~F
(
Φ(x, y)

)
·
(
∂Φ

∂x
× ∂Φ

∂y

)
dS =

∫∫
U

(x, y, 1− x2 − y2) ·

 2x
2y
1

 dS =

=

∫∫
U

(1 + x2 + y2) dS =

[
x=r cosϕ
y=r sinϕ
0≤r≤1

0≤ϕ≤2π

]
=

2π∫
0

1∫
0

(1 + r2)r drdϕ =

 1∫
0

(1 + r2)r dr

 ·
 2π∫

0

1 dϕ

 =

= 2π

[
(1 + r2)2

4

]r=1

r=0

= 2π · 3

4
=

3

2
π.

- - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - -
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(ii) Plochu M zparametrizujeme tentokrát pro změnu pomoćı sférických souřadnic jako

Φ(ϕ, ϑ) = (sinϑ cosϕ, sinϑ sinϕ, cosϑ)

s definičńım oborem

U : 0 ≤ ϕ ≤ π

2
& 0 ≤ ϑ ≤ π

2
.

(Ale lze použ́ıt i parametrizaci M jako graf funkce.)
Máme

∂Φ
∂ϕ =

(
− sinϑ sinϕ, sinϑ cosϕ, 0

)
∂Φ
∂ϑ =

(
cosϑ cosϕ, cosϑ sinϕ, − sinϑ

)
a odsud je

∂Φ

∂ϕ
× ∂Φ

∂ϑ
=
(
− sin2 ϑ cosϕ, − sin2 ϑ sinϕ, − sinϑ cosϑ

)
.

Třet́ı složka tohoto vektoru je záporná (na vnitřku definičńıho oboru), takže pole je orientované v
souladu se zadáńım. Takže máme∫∫

M

~F · d~S =

∫∫
U

~F
(
Φ(ϕ, ϑ)

)
·
(
∂Φ

∂ϕ
× ∂Φ

∂ϑ

)
dS =

=

∫∫
U

(sinϑ cosϕ, − cosϑ, sinϑ sinϕ) ·

 − sin2 ϑ cosϕ
− sin2 ϑ sinϕ
− sinϑ cosϑ

 dS =

=

π
2∫

0

π
2∫

0

− sin3 ϑ · cos2 ϕ dϕ = −


π
2∫

0

(1− cos2 ϑ) sinϑ dϑ

 ·


π
2∫

0

1 + cos(2ϕ)

2
dϕ

 =

= −
[
− cosϑ+

cos3 ϑ

3

]π
2

0
·
[ϕ

2
+

sin(2ϕ)

4

]π
2

0
= −2

3
· π

4
= −π

6
.

- - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - -

(iii) Plochu M zparametrizujeme přirozeně jako graf funkce:

Φ(x, y) =
(
x, y, x2 + y2

)
s definičńım oborem

U : x2 + y2 ≤ 2.

Máme
∂Φ
∂x =

(
1, 0, 2x

)
∂Φ
∂y =

(
0, 1, 2y

)
a

∂Φ

∂x
× ∂Φ

∂y
=
(
− 2x, −2y, 1

)
.

Třet́ı složka tohoto vektoru je kladná, takže toto pole je orientované v souhlase se zadáńım. Takže
máme
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∫∫
M

~F · d~S =

∫∫
U

~F
(
Φ(x, y)

)
·
(
∂Φ

∂x
× ∂Φ

∂y

)
dS =

∫∫
U

(y,−x, x2 + y2) ·

 −2x
−2y

1

 dS =

=

∫∫
U

(x2 + y2) dS =

 x=r cosϕ
y=r sinϕ

0≤r≤
√

2
0≤ϕ≤2π

 =

2π∫
0

√
2∫

0

r2 · r drdϕ =


√

2∫
0

r3 dr

 ·
 2π∫

0

1 dϕ

 =

=
(
√

2)4

4
· 2π = 2π.
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