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5.1 Je dána diferencovatelná funkce f : R2 → R a h(u, v) = f(g(u, v)). Vypočtěte

(i) ∂h
∂u (0, 0) a ∂h

∂v (0, 0), v́ıte-li, že g(u, v) = (eu + sin v, eu + cos v) a ∇f(1, 2) = (2,−3).

(ii) ∂h
∂u (1,−1) a ∂h

∂v (1,−1), v́ıte-li, že g(u, v) = (u2 + 2uv2 − v3, v2 − 3u) a ∇f(4,−2) = (2, 1).

(iii) ∂f
∂x (2, 3) a ∂f

∂y (2, 3), v́ıte-li, že g(u, v) = (u+ u ln v, u+vu−1 ) a ∇h(2, 1) = (3, 1).

Řešeńı:
Z h(a) = f(g(a)) pro a = (u, v) dostaneme pomoćı věty s derivaci složené funkce, že

Jh(a) = Jf (g(a)) · Jg(a) .

Přitom můžeme ztotožnit Jacobiho matici dané funkce a jej́ı gradient.

(i) a = (0, 0), g(a) = (1, 2) a

Jg(a) =

(
eu cos v

eu − sin v

)
|a

=

(
1 1

1 0

)

Tedy (
∂h

∂u
,
∂h

∂v

)
|a

= Jf (g(a)) · Jg(a) = (2,−3) ·

(
1 1

1 0

)
= (−1, 2) .

(ii) a = (1,−1), g(a) = (4,−2) a

Jg(a) =

(
2u+ 2v2 4uv − 3v2

−3 2v

)
|a

=

(
4 −7

−3 −2

)

Tedy (
∂h

∂u
,
∂h

∂v

)
|a

= Jf (g(a)) · Jg(a) = (2, 1) ·

(
4 −7

−3 −2

)
= (5,−16) .

(iii) a = (2, 1), g(a) = (2, 3) a

Jg(a) =

 1 + ln v u
v

− v+1
(u−1)2

1
u−1


|a

=

(
1 2

−2 1

)

Tedy

(3, 1) = Jh(a) = Jf (g(a)) · Jg(a) =

(
∂f

∂x
,
∂f

∂y

)
|g(a)
·

(
1 2

−2 1

)
takže (

∂f

∂x
,
∂f

∂y

)
|g(a)

= (3, 1) ·

(
1 2

−2 1

)−1
= (3, 1) · 1

5

(
1 −2

2 1

)
= (1,−1) .



5.2 Nechť f = f(u, v) : R2 → R je spojitě diferencovatelná funkce. Najděte (obecně) derivaci funkce
g(s, t) = f( st , t− s).

Řešeńı:
Definičńı obor funkce g je D(g) = {(s, t) ∈ R2 | t 6= 0}. Podle řetězového pravidla dostáváme

∂g

∂s
=

∂

∂s

(
f( st , t− s)

)
=
∂f

∂u
( st , t− s) ·

∂( st )

∂s
+
∂f

∂v
( st , t− s) ·

∂(t− s)
∂s

=
1

t
· ∂f
∂u

( st , t− s)−
∂f

∂v
( st , t− s)

∂g

∂t
=

∂

∂t

(
f( st , t−s)

)
=
∂f

∂u
( st , t−s) ·

∂( st )

∂t
+
∂f

∂v
( st , t−s) ·

∂(t− s)
∂t

= − s

t2
· ∂f
∂u

( st , t−s)+
∂f

∂v
( st , t−s) .

5.3 (úhly graf̊u funkćı)
Nalezněte úhel, který sv́ıraj́ı

(a) graf funkce f(x, y) = ln(
√
x2 + y2) a plocha M : (x− 1)2 + (y + 1)2 + (z + 1)2 = 2 v bodě (1, 0, ?).

(b) graf funkce f(x, y) = esin xy a plocha M : (x− 1)2 + y2

2 + (z − 3)2 = 7 v bodě (0, 2, ?).

(c) plocha N : 2x2 + y2 + z2 = 1 a plocha M : x2 + y2 + z2 − 2x+ 4y + 3 = 0 v bodě (0,−1, 0).

Řešeńı:
Úhel, který sv́ıraj́ı implicitně dané plochy M1 a M2, je dán jako úhel mezi jednotlivými tečnými rovinami
a ten je zase určen jejich normálovými vektory n1 a n2, tj. gradienty funkćı Φ1 a Φ2. Z možných dvou
(navzájem doplňkových) úhl̊u mezi tečnými rovinami si voĺıme ten menš́ı. Tento úhel α ∈ 〈0, π2 〉 má
tedy nezáporný kosinus a je tud́ıž jednoznačně určen jako

cosα =
|~n1 · ~n2|
||~n1|| · ||~n2||

.

(a) Třet́ı souřadnice bodu A = (1, 0, ?), který je na grafu funkce f , je dána hodnotou f(1, 0) =
ln(1) = 0. Tedy jde o bod A = (1, 0, 0). Je dobře ještě ověřit, že takto určený bod skutečně lež́ı v M .

Graf funkce f si zadejme implicitně pomoćı funkce

Φ1(x, y, z) = f(x, y)− z =
1

2
ln(x2 + y2)− z .

Plocha M je zadaná implicitně funkćı

Φ2(x, y, z) = (x− 1)2 + (y + 1)2 + (z + 1)2 − 2 .

Normálové vektory tečných rovin v A = (1, 0, 0) jsou

~n1 = ∇Φ1(A) =
( x

x2 + y2
,

y

x2 + y2
, −1

)
|A

= (1, 0,−1)

~n2 = ∇Φ2(A) =
(

2(x− 1), 2(y + 1), 2(z + 1)
)
|A

= (0, 2, 2)
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Úhel α ∈ 〈0, π2 〉 je dán jako cosα = |~n1·~n2|
||~n1||·||~n2|| = 2√

2
√
8

= 1
2 , tedy α = π

3 .

(b) Třet́ı souřadnice bodu A = (0, 2, ?), který je na grafu funkce f , je dána hodnotou f(0, 2) =
esin 0 = 1. Tedy jde o bod A = (0, 2, 1). Je dobré ještě ověřit, že takto určený bod skutečně lež́ı v M .

Graf funkce f si zadejme implicitně pomoćı funkce

Φ1(x, y, z) = esin(xy) − z .

Plocha M je zadána implicitně funkćı

Φ2(x, y, z) = (x− 1)2 +
y2

2
+ (z − 3)2 − 7 .

Normálové vektory tečných rovin v A = (0, 2, 1) jsou

~n1 = ∇Φ1(A) =
(
y cos(xy)esin(xy), x cos(xy)esin(xy), −1

)
|A

= (2, 0,−1)

~n2 = ∇Φ2(A) =
(

2(x− 1), y, 2(z − 3)
)
|A

= (−2, 2,−4)

Úhel α ∈ 〈0, π2 〉 je dán jako cosα = |~n1·~n2|
||~n1||·||~n2|| = 0, tedy α = π

2 a plochy jsou vzájemně kolmé.

(c) Plocha N je zadána implicitně pomoćı funkce

Φ1(x, y, z) = 2x2 + y2 + z2 − 1 .

Plocha M je zadána implicitně funkćı

Φ2(x, y, z) = x2 + y2 + z2 − 2x+ 4y + 3 .

Normálové vektory tečných rovin v A = (0,−1, 0) jsou

~n1 = ∇Φ1(A) =
(

4x, 2y, 2z
)
|A

= (0,−2, 0)

~n2 = ∇Φ2(A) =
(

2x− 2, 2y + 4, 2z
)
|A

= (−2, 2, 0)

Úhel α ∈ 〈0, π2 〉 je dán jako cosα = |~n1·~n2|
||~n1||·||~n2|| = 4

2·2
√
2

=
√
2
2 , tedy α = π

4 .

5.4 Najděte rovnici tečné roviny k ploše M , která je rovnoběžná s rovinou % jestliže

(a) M : x2 + 2y2 + z2 = 1 a % : 4x+ 2y + z = 3.

(b) M : 3x2 + y2 + 3z2 = 1 a % : −12x+ 2y + 6z = 0.

(c) M : x2 + 4y2 − z2 = 4 a % : 2x+ 2y + z = 0.

Řešeńı:
(a) Použijeme větu o tečné rovině k implicitně definované ploše v R3.

Elipsoid M = {a ∈ U | Φ(a) = 0} je implicitně zadán pomoćı funkce Φ(x, y, z) = x2 + 2y2 + z2 − 1 a
množiny U = R3. Zřejmě ∇Φ(a) = (2x, 4y, 2z).
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Ověř́ıme si, že v každém bodě a0 = (x0, y0, z0) ∈ M je skutečně ∇Φ(a0) 6= ~0 (tj. že v každém bodě
M máme k dispozici normálový vektor tečné roviny ∇Φ(a0)):

Dokážeme to nepř́ımo: zřejmě ∇Φ(a) = (2x, 4y, 2z) = ~0 právě když a = (0, 0, 0). Ovšem tento bod
neńı v M , protože nesplňuje Φ(a) = 0.

Normálový vektor tečné roviny v bodě a0 = (x0, y0, z0) ∈ M je tedy právě ∇Φ(a0). Tato rovina
bude rovnoběžná s %, která má normálový vektor n% = (4, 2, 1), právě když

(2x0, 4y0, 2z0) = ∇Φ(a0) = λ · n% = λ · (4, 2, 1)

pro nějaké λ ∈ R, tedy (x0, y0, z0) = (2λ, λ/2, λ/2). Současně má také platit, že x20 + 2y20 + z20 = 1. Po
dosazeńı pak dostaneme (2λ)2 + 2(λ/2)2 + (λ/2)2 = 1 tedy λ = ±2/

√
19.

Hledané tečné roviny pak muśı mı́t normálový vektor n%, tedy rovnici 4x+ 2y+ z = c, kde neznámé
hodnoty c ∈ R urč́ıme dosazeńım spoč́ıtaných bod̊u a0 = ± 1√

19
· (4, 1, 1), kterými tečné roviny muśı

procházet. Výsledek je
4x+ 2y + z =

√
19

a
4x+ 2y + z = −

√
19.

(b) Podobně jako v (a) dostaneme rovnice

(6x0, 2y0, 6z0) = λ · (−12, 2, 6)

3x20 + y20 + 3z20 = 1

s řešeńım λ = ± 1
4 a (x0, y0, z0) = ±

(
1
2 ,

1
4 ,

1
4

)
a rovnice rovin

−12x+ 2y + 6z =
1

2

a

−12x+ 2y + 6z = −1

2
.

(c) Plocha M je jednod́ılný eliptický hyperboloid. Budeme postupovat podobně jako v (a). Pro
funkci Φ(x, y, z) = x2 + 4y2 − z2 − 4 je ∇Φ(x, y, z) = (2x, 8y,−2z) 6= ~0 pro (x, y, z) ∈M .

Opět dostaneme rovnice
(2x0, 8y0,−2z0) = λ · (2, 2, 1)

x20 + 4y20 − z20 = 4

s řešeńım λ = ±2 a (x0, y0, z0) = ±
(
2, 12 ,−1

)
a rovnice rovin

2x+ 2y + z = 4

a
2x+ 2y + z = −4.

5.5 Pro spojitě diferencovatelná funkce f = f(x, y) : R2 → R transformujte diferenciálńı výraz x∂f∂y − y
∂f
∂x

pomoćı polárńıch souřadnic

Φ : (0,+∞)× (0, 2π) → R2 \ {(x, 0) | x ≥ 0}

(r, ϕ) 7→ (x, y) = (r cosϕ, r sinϕ)
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Řešeńı:
Spoč́ıtáme si derivaci g jako dg(α) = df(Φ(α)) ◦ dΦ(α), pro α = (r, ϕ), tedy pomoćı matic to je

(
∂g

∂r
,
∂g

∂ϕ

)
=

(
∂f

∂x
,
∂f

∂y

) ∂x
∂r

∂x
∂ϕ

∂y
∂r

∂x
∂ϕ

 =

(
∂f

∂x
,
∂f

∂y

) cosϕ −r sinϕ

sinϕ r cosϕ


Odsud vypoč́ıtáme např. invertováńım matice

(
∂f

∂x
,
∂f

∂y

)
=

(
∂g

∂r
,
∂g

∂ϕ

) cosϕ −r sinϕ

sinϕ r cosϕ

−1 =

(
∂g

∂r
,
∂g

∂ϕ

) cosϕ sinϕ

− sinϕ
r

cosϕ
r


Takže po dosazeńı (a vyjádřeńı x a y pomoćı r a ϕ) dostáváme

x
∂f

∂y
− y ∂f

∂x
= r cosϕ

(
sinϕ

∂g

∂r
+

cosϕ

r

∂g

∂ϕ

)
− r sinϕ

(
cosϕ

∂g

∂r
− sinϕ

r

∂g

∂ϕ

)
=

1

r

∂g

∂ϕ

Jestliže nyńı máme např. rovnici x∂f∂y − y
∂f
∂x = 0 na G = R2 \ {(x, 0) | x ≥ 0}, pak je ekvivalentńı

rovnici 1
r
∂g
∂ϕ = 0 na U = (0,+∞) × (0, 2π). Tedy má platit ∂g

∂ϕ = 0, neboli g(r, ϕ) = h(r) pro nějakou

diferencovatelnou funkci h. Řešeńı p̊uvodńı rovnice tak je

f(x, y) = (g ◦ Φ−1)(x, y) = h(
√
x2 + y2)

kde h je libovolná diferencovatelná funkce.
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