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27. - 31. března 2023

6.1 Nalezněte Taylor̊uv rozvoj druhého řádu funkce f v bodě a0, jestliže

(a) f(x, y) = x2 + xy − y, a0 = (1, 2),

(b) f(x, y) = xesin y, a0 = (−1, 0).

Řešeńı:
(i) Máme

∇f(a0) = (2x+ y, x− 1)|a0 = (4, 0)

a

Hf (a0) =

 ∂2f
∂x2

∂2f
∂y∂x

∂2f
∂x∂y

∂2f
∂y2


|a0

=

(
2 1
1 0

)
|a0

=

(
2 1
1 0

)
.

Tedy pro a = (x, y) je

T (x, y) = f(a0) + df(a0)[a− a0] +
1

2!
d2f(a0)[a− a0, a− a0] =

= 1 + (4, 0)

(
x− 1
y − 2

)
+

1

2
(x− 1, y − 2)

(
2 1
1 0

)(
x− 1
y − 2

)
=

= 1 + 4(x− 1) + (x− 1)2 + (x− 1)(y − 2) .

(ii) Podobně dostaneme:

∇f(a0) =
(
esin y, x cos y esin y

)
|a0

= (1,−1)

a

Hf (a0) =

(
0 cos y esin y

cos y esin y −x sin y esin y + x cos2 y esin y

)
|a0

=

(
0 1
1 1

)
.

Tedy pro a = (x, y) je

T (x, y) = f(a0) + df(a0)[a− a0] +
1

2!
d2f(a0)[a− a0, a− a0] =

= −1 + (1,−1)

(
x+ 1
y

)
+

1

2
(x+ 1, y)

(
0 1
1 1

)(
x+ 1
y

)
=

= 1 + (x+ 1)− y + (x+ 1)y +
1

2
y2 .

Budeme vyšetřovat extrémy funkćı. Nejdř́ıve to budou lokálńı extrémy funkce f na otevřené množině U .

Postup při hledáńı lokálńıch extrémů funkce f na otevřené množině U bude tento:

� najdeme body a ∈ U , kde je df(a) = (0, . . . , 0)) (nutná podmı́nka);

� dále pak vyšetř́ıme definitnost d2f(a) v těchto bodech.



Vı́ce viz ”Poznámky k extrémům.”

6.2 (lokálńı extrémy)
Najděte lokálńı extrémy následuj́ıćıch funkćı:

(a) f(x, y) = x3 + y3 − 3xy,

(b) f(x, y) = x3 + xy2 − 6xy,

(c) f(x, y, z) = x+ y2

4x + z2

y + 2
z pro x, y, z > 0.

Řešeńı:
(a) Funkce je polynom a tedy má derivace všech řád̊u. Nutnou podmı́nkou pro extrém v daném bodě je
nulovost prvńı derivace.

∇f(x, y) = (3x2 − 3y, 3y2 − 3x)

Tedy ∇f(x, y) = (0, 0) právě když x2 = y a y2 = x, což je právě když (x, y) = (0, 0) nebo (x, y) =
(1, 1). V daných (kritických) bodech dále vyšetř́ıme druhou derivaci d2f (tedy Hessovu matici Hf ):

Hf (x, y) =

(
6x −3
−3 6y

)
.

• Pro (x, y) = (0, 0) je Hf (0, 0) =

(
0 −3
−3 0

)
. Tedy pro ~h = (h1, h2)T ∈ R2 je

d2f(0, 0)[~h,~h] = −6h1h2

a tato forma nabývá libovolných hodnot (je indefinitńı). V bodě (0, 0) je tedy SEDLO.

• Pro (x, y) = (1, 1) je Hf (1, 1) =

(
6 −3
−3 6

)
. Podle Sylvestrova kritéria (∆1 = 6 > 0, ∆2 =

36−9 = 27 > 0) je forma pozitivně definitńı a tedy v daném bodě je (lokálńı) MINIMUM. Toto minimum
ale neńı globálńı, protože funkce neńı zdola omezená (lze vźıt např. zúžeńı f(x, 0) = x3).
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(b) Nutnou podmı́nkou pro lokálńı extrém v daném bodě je nulovost prvńı derivace:

∇f(x, y) = (3x2 + y2 − 6y, 2xy − 6x)

Tedy ∇f(x, y) = (0, 0) právě když 3x2 + y2 − 6y = 0 a xy = 3x. Z druhé rovnice plyne bud x = 0 nebo
y = 3. Dosazeńım x = 0 do prvńı rovnice máme y2 − 6y = 0, tedy y = 0 nebo y = 6. Dosazeńım y = 3
do prvńı rovnice máme 3x2 = 9, tedy x = ±

√
3. Řešeńı jsou tak (x, y) = (0, 0) nebo (x, y) = (0, 6) nebo

(x, y) = (±
√

3, 3).
V daných (kritických) bodech dále vyšetř́ıme druhou derivaci df (tedy Hessovu matici Hf ).

Hf (x, y) =

(
6x 2y − 6

2y − 6 2x

)
• Pro (x, y) = (0, 0) je Hf (0, 0) =

(
0 −6
−6 0

)
. Tedy pro ~h = (h1, h2)T ∈ R2 je

d2f(0, 0)[~h,~h] = −12 · h1h2
a tato forma nabývá libovolných hodnot (je indefinitńı). V bodě (0, 0) je tedy SEDLO.

• Pro (x, y) = (0, 6) je Hf (0, 6) =

(
0 6
6 0

)
. Tedy ze stejných d̊uvod̊u jako výše je v bodě (0, 6)

SEDLO.
• Pro (x, y) = (

√
3, 3) je

Hf

(√
3, 3
)

=

(
6
√

3 0

0 2
√

3

)
.

Tedy všechna vlastńı č́ısla jsou kladná a proto je forma pozitivně definitńı a v bodě je tak lokálńı
minimum.
• Pro (x, y) = (−

√
3, 3) je

Hf

(
−
√

3, 3
)

=

(
−6
√

3 0

0 −2
√

3

)
.

Tedy všechna vlastńı č́ısla jsou záporná a proto je forma negativně definitńı a v bodě je tak lokálńı
maximum.

Lokálńı maxima ani minima nejsou globálńı, protože funkce neńı shora ani zdola omezená - např.
stač́ı vźıt zúžeńı f(x, 0) = −x3.

(c) Nutnou podmı́nkou pro lokálńı extrém v daném bodě je nulovost prvńı derivace:

df(x, y, z) =

(
1− y2

4x2
,

y

2x
− z2

y2
,

2z

y
− 2

z2

)
Tedy df(x, y, z) = 0 právě když

y2 = 4x2

y3 = 2xz2

y = z3

y=z3

=⇒ (z3)2 = 4x2

(z3)3 = 2xz2
x=z7/2
=⇒ z6 = 4

(
z7

2

)2
z>0
=⇒ z = 1

Řešeńı pro x, y, z > 0 je pouze (x, y, z) =
(
1
2 , 1, 1

)
.

Dále vyšetř́ıme druhou derivaci.

Hf (x, y, z) =


y2

2x3 − y
2x2 0

− y
2x2

1
2x + 2z2

y3 − 2z
y2

0 − 2z
y2

2
y + 4

z3
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• Pro (x, y, z) =
(
1
2 , 1, 1

)
je

Hf

(
1

2
, 1, 1

)
=

 4 −2 0
−2 3 −2

0 −2 6


Podle Sylvestrova kritéria (∆1 = 4 > 0, ∆2 = 12− 4 = 8 > 0, ∆3 = 72− 16− 24 = 32 > 0) je forma

daná druhou derivaci pozitivně definitńı a tedy v daném bodě je lokálńı MINIMUM.

Toto minimum je dokonce globálńı. K tomu se ale muśı použ́ıt menš́ı trik využ́ıvaj́ıćı doplněńı na

čtverec v podobě x2 + α2

x2 =
(
x− α

x

)2
+ 2α. Pro x, y, z > 0 máme

f(x, y, z) = x+
y2

4x
+
z2

y
+

2

z
=

(√
x− y

2
√
x

)2

+ y +
z2

y
+

2

z
=

=

(√
x− y

2
√
x

)2

+

(
√
y − z
√
y

)2

+ 2z +
2

z
=

(√
x− y

2
√
x

)2

+

(
√
y − z
√
y

)2

+ 2

(√
z − 1√

z

)2

+ 4

takže v bodě (x, y, z) splňuj́ıćım
√
x = y

2
√
x

,
√
y = z√

y a
√
z = 1√

z
je globálńı minimum funkce f s

hodnotou 4 (pokud ovšem tyto rovnice maj́ı řešeńı!). Tento bod je právě (x, y, z) =
(
1
2 , 1, 1

)
.

6.3 Je dána funkce f(x, y) = x2 + 2y2 + αxy + y, kde α ∈ R.

(a) Určete všechny hodnoty parametru α tak, aby funkce f byla konvexńı.

(b) Pro každou hodnotu parametru α z předchoźıho bodu nalezněte všechny body minima funkce f .

Řešeńı:
(a) Funkce tř́ıdy C2 na konvexńı otevřené množině U je konvexńı právě když v každém bodě a ∈ U

je Hessova matice Hf (a) pozitivně semidefinitńı.
Máme

∇f(x, y) = (2x+ αy, 4y + αx+ 1)

a Hessova matice je

Hf (x, y) =

(
2 α
α 4

)
.

Podle Sylvestrova kriteria je symetrická matice A typu n×n pozitivně definitńı právě když pro každé
∅ 6= K ⊆ {1, . . . , n} je det(AK) ≥ 0, kde AK je matice vzniklá z p̊uvodńı matice A vynecháńım i-tých
sloupc̊u a j-tých řádk̊u pro i, j ∈ {1, . . . , n} \K.

V našem př́ıpadě je f konvexńı právě když 2 ≥ 0, 4 ≥ 0 a 8− α2 ≥ 0, tedy |α| ≤
√

8.

(b) Pro funkci tř́ıdy C1 na otevřené konvexńı množině U je bod a ∈ U bodem globálńıho minima
právě když a je stacionárńı bod (tj. ∇f(a) = (0, 0)).

Pro |α| ≤
√

8 máme ∇f(x, y) = (0, 0) právě když

2x+ αy = 0

αx+ 4y = −1

tedy dosazeńım x = −α2 y do druhé rovnice máme (−α
2

2 + 4)y = −1.

Ta je řešitelná pro α výše právě když |α| <
√

8 a řešeńı, tedy bod minima, je (x, y) =
(

α
8−α2 ,

−2
8−α2

)
.
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6.4 Metodou nejmenš́ıch čtverc̊u proložte body (−1, 0), (− 1
2 , 3), (0, 2) a (1

2 , 1) graf funkce

(i) f(x) = ax+ b, kde a, b ∈ R.

(ii) f(x) = a sin(πx) + b cos(πx), kde a, b ∈ R.

Řešeńı:
Pro zadané body (xi, yi), i = 1, . . . , n hledáme takové a, b ∈ R, které minimalizuj́ı funkci

g(a, b) =

n∑
i=1

(f(xi)− yi)2 .

(i) Funkci g si konkrétně vyjádř́ıme pomoćı matic a norem jako

g(a, b) =

∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥


−1 1
− 1

2 1
0 1
1
2 1


︸ ︷︷ ︸

A

(
a
b

)
−


0
3
2
1


︸ ︷︷ ︸

~u

∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥

2

Tato funkce je konvexńı a minimum nastává právě pro (a, b), které jsou řešeńım rovnice

ATA
(
a
b

)
= AT~u

tedy (
−1 − 1

2 0 1
2

1 1 1 1

)
−1 1
− 1

2 1
0 1
1
2 1

( a
b

)
=

(
−1 − 1

2 0 1
2

1 1 1 1

)
0
3
2
1


(

3
2 −1
−1 4

)(
a
b

)
=

(
−1
6

)
(
a
b

)
=

(
3
2 −1
−1 4

)−1( −1
6

)
=

1

5

(
4 1
1 3

2

)(
−1
6

)
=

(
2
5

8
5

)
.

(ii) Postupujeme podobně jako v (i). Máme

g(a, b) =

∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥


0 −1
−1 0
0 1
1 0


︸ ︷︷ ︸

A

(
a
b

)
−


0
3
2
1


︸ ︷︷ ︸

~u

∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥

2

Minimum nastává právě pro (a, b), které jsou řešeńım rovnice

ATA
(
a
b

)
= AT~u
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tedy (
0 −1 0 1
−1 0 1 0

)
0 −1
−1 0
0 1
1 0

( a
b

)
=

(
0 −1 0 1
−1 0 1 0

)
0
3
2
1


(

2 0
0 2

)(
a
b

)
=

(
−1
6

)
(
a
b

)
=

(
− 1

2

3

)
.
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