
8. cvičeńı z Matematické analýzy 2

10. - 14. dubna 2023

Připomenut́ı: Pro mocninné řady budeme využ́ıvat toho, že na vnitřku oboru konvergence př́ıslušné
řady plat́ı:
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Jestliže mocninná řada konverguje na některém kraji oboru konvergence, pak je součet řady v tomto kraji
(jednostranně) spojitý.

Dále budeme použ́ıvat známé rozvoje:
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Pro řadu
∞
∑

n=0
αn plat́ı

(i) řada konverguje ⇒ lim
n→∞

αn = 0.

(ii) lim
n→∞

|αn+1|
|αn| < 1 ⇒ řada (absolutně) konverguje.

(iii) lim
n→∞

|αn+1|
|αn| > 1 ⇒ řada diverguje.

8.1 Vyšetřete konvergenci mocninné řady a nalezněte jej́ı součet.
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Řešeńı:

Poloměr konvergence: Využijeme pod́ılové kritérium pro obecnou řadu
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Tedy řada konverguje pro |x| <
√
5 a diverguje pro |x| >

√
5, tud́ıž poloměr konvergence je R =

√
5.

Pro x = ±
√
5 máme, že
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neexistuje. Tedy řada nekonverguje pro x = ±
√
5.

Součet: Pro |x| <
√
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kde jsme využili součet
∞
∑

n=0
yn = 1

1−y
pro y = −x

2

5 , |y| < 1.

Poznámka: Opačným postupem můžeme zase zjistit rozvoj funkce x
3

x2+5 v bodě x0 = 0.

8.2 Vyšetřete konvergenci mocninné řady a nalezněte jej́ı součet.
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Řešeńı:

Střed řady je x0 = 2.
Poloměr konvergence: Využijeme pod́ılové kritérium. Pro x 6= 2 máme
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Řada tedy konverguje pro všechna x ∈ R, takže poloměr konvergence je R = +∞.

Součet: Řadu si uprav́ıme
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Teď stač́ı jen seč́ıst řadu f(y) =
∞
∑

n=0

n+1
n! yn (která má také poloměr konvergence R = +∞) a dosadit

y = 2−x

3 . Z věty o derivováńı řad a využit́ım rozvoje ey máme
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pro všechna x ∈ R.
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8.3 Vyšetřete konvergenci mocninné řady a nalezněte jej́ı součet.
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Řešeńı:

Poloměr konvergence: Využijeme pod́ılové kritérium pro obecnou řadu
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Tedy řada konverguje pro |x| < 2 a diverguje pro |x| > 2, tud́ıž poloměr konvergence je R = 2. Pro
x = 2 máme, že

∞
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1

2n(n+ 1)
2n+1 = 2

∞
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1
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= +∞

(je to známá harmonická řada). Divergence plyne např. ze srovnávaćıho kritéria s funkćı 1
x
.

Pro x = −2 řada
∞
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n=0

1
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(−2)n+1 = 2
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∑

n=0

(−1)n+1

n+ 1

naopak konverguje (např. pomoćı Abelova kritéria o monotonńı posloupnosti a stř́ıdáńı znamének).

Součet: Pro |x| < 2 máme z věty o derivováńı řad a součtu geometrické řady, že pro f(x) =
∞
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tedy

f(x) =

∫

1
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2

dx = −2 ln
(
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2

)

+ c

kde konstantu c urč́ıme dosazeńım x = 0 do řady i do jej́ıho součtu:

0 = f(0) = −2 ln

(

1− 0

2

)

+ c = c

Celkem tedy máme, že

∞
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2

)

plat́ı pro |x| < 2. Pro x = −2 řada konverguje a jej́ı součet je tedy zprava spojitá funkce v x = −2. I
pravá strana rovnosti je zprava spojitá funkce v bodě x = −2. Takže rovnost plat́ı i v bodě x = −2.
Speciálně tedy máme, že

2
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8.4 Vyšetřete konvergenci mocninné řady a nalezněte jej́ı součet.
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Řešeńı:

Poloměr konvergence: Využijeme pod́ılové kritérium. Pro x 6= 0 je
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Tedy řada konverguje pro |x| < 1 a diverguje pro |x| > 1, tud́ıž poloměr konvergence je R = 1.
Pro x = ±1 neńı splněna nutná podmı́nka konvergence řady (tedy, že limita sč́ıtanc̊u muśı být nula),

takže zde řada diverguje.

Součet: Řadu rozeṕı̌seme pomoćı součtu dvou řad, obě maj́ı poloměr konvergence 1.
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Pro součet prvńı řady použijeme známou geometrickou řadu a jej́ı derivováńı:
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A pro součet druhé řady uděláme podobnou věc, jen obráceně:
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1
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Pro x = 0 dostaneme, že 0 = − ln(1) + C, tedy C = 0.
Takže po dosazeńı dostaneme

∞
∑
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n
xn = · · · = x
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8.5 Nalezněte rozvoj funkce f(x) = 1
(2x+1)2 do mocninné řady v okoĺı bodu x0 = 0.

Řešeńı:

Použijeme rozvoj 1
1−y

v okoĺı 0 a jej́ı derivaci.

Pro |y| < 1 máme
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Funkci f teď uprav́ıme:
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f(x) =
1

(2x+ 1)2
=

1

(1− (−2x))2
=

∞
∑

n=0

(n+ 1)(−2)nxn

Tato rovnost plat́ı pro | − 2x| < 1, tedy |x| < 1
2 . Naopak pro 1 < |y| = | − 2x| řada výše diverguje.

Tedy poloměr konvergence rozvoje je R = 1
2 a rozvoj tedy nejde už dále roztahovat. V kraj́ıch řada

diverguje, tedy ani tam rovnost neplat́ı.

8.6 Nalezněte rozvoj funkce f(x) = 3x−5
x2−2x−3 do mocninné řady v okoĺı bodu x0 = 2.

Řešeńı:

Funkci si nejdř́ıve převedeme na jednodušš́ı tvar pomoćı parciálńıch zlomk̊u, které uprav́ıme, abychom
mohli využ́ıt rozvoj funkce 1

1−y
v bode 0 pro y = x− 2.

f(x) =
3x− 5

x2 − 2x− 3
=

2

x+ 1
+

1

x− 3
=

2

3 + (x − 2)
+

1

(x− 2)− 1
=

=
2

3
· 1

1− (−x−2
3 )

− 1

1− (x− 2)

Nyńı dosad́ıme do rozvoje 1
1−y

=
∞
∑

n=0
yn, pro |y| < 1, pomoćı y1 = −x−2

3 a y2 = x − 2. To můžeme

udělat pokud
∣

∣

x−2
3

∣

∣ < 1 a
∣

∣x− 2
∣

∣ < 1 neboli |x− 2| < min{3, 1} = 1. Pak je

f(x) = · · · = 2

3
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(
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3

)n

−
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(

2(−1)n
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− 1

)
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Z toho, že pro 1 < |x − 2| < 3 prvńı řada (z dosazeńı za y1) konverguje a druhá řada (z dosazeńı
za y2) diverguje plyne, že i jejich lineárńı kombinace (tedy výsledná řada) diverguje. Tedy poloměr
konvergence výsledné řady je R = 1 (a v bodech x− 2 = ±1 opět diverguje).

8.7 Nalezněte rozvoj funkce f(x) = cos2(2x) do mocninné řady v okoĺı bodu x0 = 0.

Řešeńı:

Použijeme vzorec cos2(2x) = 1+cos(4x)
2 a rozvoj cos y =

∞
∑

n=0
(−1)n y

2n

(2n)! pro všechna y ∈ R:

cos2(2x) =
1 + cos(4x)

2
=

1

2
+

1

2

∞
∑

n=0

(−1)n
(4x)2n

(2n)!
=

1

2
+

∞
∑
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(−16)n

(2n)! · 2 x2n

pro všechna x ∈ R.

Fubiniho věta: Nechť

� E ⊆ R
2 je oblast integrace (tj. množina, na které má v̊ubec smysl se o integrál nějaké funkce zaj́ımat, např. určená

grafy nějakých spojitých funkćı),

� f : E → R je funkce spojitá na vniťrku E◦ oblasti E a

� dvojný integrál z absolutńı hodnoty funkce f je konečný, tj.
∫∫

E

|f | dS < ∞ (např. pokud funkce je omezená a oblast E

je také omezená).
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Pak existuje dvojný integrál
∫∫

E

f dS a plat́ı

∫∫

E

f dS =

∫

π2(E)

(

∫

(vodorovný) řez množinou E

pomoćı př́ımky R× {y}

f(x, y) dx

)

dy

∫∫

E

f dS =

∫

π1(E)

(

∫

(svislý) řez množinou E

pomoćı př́ımky {x} × R

f(x, y) dy

)

dx,

kde π1, π2 : R2 → R jsou projekce na jednotlivé osy, tedy π1(x, y) = x a π2(x, y) = y.

8.8 (dvojný integrál - Fubiniho věta)
Změňte pořad́ı integrace následuj́ıćıch integrál̊u:

(i)
1
∫

0

√
y
∫

0

f(x, y) dx dy.

(ii)
π
∫

0

sin x
∫

0

f(x, y) dy dx.

Řešeńı:

(a) Základńı oblast integrace je

E : 0 ≤ y ≤ 1 & 0 ≤ x ≤ √
y.

0 1 2

1

x

y

(0, y) (
√
y, y)

(x, 1)

(x, x2)

E

y = 1

x =
√
y

0

Po rozřezáńı oblasti E ve směru osy y máme

E : 0 ≤ x ≤ 1 & x2 ≤ y ≤ 1.

Záměna integrace pak vyjde jako:

1
∫

0

√
y

∫

0

f(x, y) dx dy =

1
∫

0

1
∫

x2

f(x, y) dy dx.

(b) Základńı oblast integrace je

E : 0 ≤ x ≤ π & 0 ≤ y ≤ sinx.
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Máme
π1(E) = 〈0, π〉

a
({x} × R) ∩E = {x} × 〈0, sinx〉.

0 π

1

x

y

(arcsin(y), y) (π − arcsin(y), y)

(x, sin(x))

(x, 0)

E

0

Po výměně pořad́ı integrace máme
π2(E) = 〈0, 1〉

a pro řezy ve směru osy x z nerovnosti y ≤ sinx odvod́ıme:

arcsin y ≤ arcsin(sinx) =

{

x , x ∈ 〈0, π

2 )
π − x , x ∈ 〈π2 , π〉

Pozor! arcsin a sin jsou v̊uči sobě inverzńı jen pro úhly v intervalu 〈−π

2
, π

2
〉. Využijeme tud́ıž sinx = sin(π − x) a

pro x ∈ 〈π
2
, π〉 už je π − x ∈ 〈−π

2
, 0〉, takže

arcsin(sinx) = arcsin(sin(π − x)) = π − x.

Takže dostáváme arcsin y ≤ x ≤ π − arcsin y, tud́ıž

(R× {y}) ∩E = 〈arcsin y, π − arcsiny〉 × {y}.

Záměna integrace pak vyjde jako:

π
∫

0

sin x
∫

0

f(x, y) dy dx =

1
∫

0

π−arcsin y
∫

arcsin y

f(x, y) dx dy.
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