Vzorovy 1. zapoctovy test

1. Urcete smér nejvétsiho rustu funkee f(z,y) = 23V’ + sin(z — y) v bodé ap = (1,1) a derivaci ve
sméru U = (l £>

27 4

Jiny priklad: Urcete te¢nou rovinu k plose z + 1 = xe¥ cos z v bodé (1,0,0). Urcete také normélu
k plose v daném bodeé (tj. pfimku kolmou k teéné roviné a prochdzejici danym bodem).
2. Najdéte nejmensi a nejvétsi hodnoty funkce
flz,y) =6—4z -3y

na mnoziné
M: 2% +y? <4y —2z.

Nactrnéte utvar urceny touto vazbou.
Jiny piiklad: Najdéte lokdlni extrémy funkce

flz,y) =2y(3 -z +y)

na oteviené mnoziné
M:z>0.



Reseni:

1.

(a)

gradf(1,1) = 3m2692+cosx—y,2x3yeyz—cosx—y 1.1) = Be+1,2e-1),
(1,1)

gradf(1,1) _ ( 3e+1 2e—1 )
llgradf(1,1)]] V(Bet1)2+(2e—1)27 \/(3e+1)2+(2e—1)2

smeér nejvétsiho rustu je v =

27 4 ou 27 4

derivace ve sméru 4 = (1 ﬁ) je 9L(1,1) = (3e+1,2¢ — 1) - (1 ﬁ) = %e + %
plocha je zaddna implicitné funkei ®(z,y,2) = ze¥ cosz —z — 1

normaéla k plose je 71 = grad®(1,0,0) = (e¥ cos z, ze¥ cos z, —we¥ sin z — 1)(1,0,0) = (1,1, 1)
tetnd rovina je (x — 1) +y—2=0

normdla mé (parametricky) popis (z,y,2) = (1,0,0) +¢(1,1,—1) = (¢ + 1,¢,—t), t € R

M : (z+1)%+(y—2)? <5 je kruh, tedy omezend a uzaviend mnozina. Vysetieni f rozdélime
na

o vnitiek M°: (x+ 1)+ (y —2)2 <5
kde je nutnd podminka pro extrém nulové derivace (0,0) = df (z,y) = (—4, —3), coz nenastavé.
o hranici OM : (z+1)2+(y—2)2=5
kde miizeme pouzit Lagrangeovu vétu pro OM = {(x,y) € R? | g(z,y) = 0}, kde
g(z,y) = (@+1)* +(y—2)° 5.
Tedy pro extrém v (z,y) € OM existuje A € R, ze
(—4,=3) = gradf(z,y) = A - gradg(z,y) = 2A(z +1),2A(y — 2))

pokud gradg(z,y) = (2(x + 1),2(y — 2)) # (0,0). Nenulovost gradientu g je ziejmé splnéna
pro jakékoliv (z,y) € OM.

7 rovnic
—4=2\z+1)
—3=2\y—2)
(z+1)°+(y—2°=5

mame vydélenim prvni a druhé rovnice, Ze % = ;—i‘%,

rovnice je nenulové. Tedy y—2 = 2(z+1) a dosazenim do tfeti rovnice je (z+1)%(1+-%) =5

neboli x + 1 = i%. Podeztelé body jsou proto

coz muzeme udélat protoze druhé

4 3
(r1,91) = (% - 17% +2)

4
1 3

€2, =\ 7 =L ==

( 2 y2) ( \/5 \/5
kde ztejmé f(x2,y2) > f(x1,y1). Toto jsou jediné podezielé body v M. Z véty o nabyvani
maxima a minima f na M (viz vlastnosti M) plyne, Ze v (z3,y2) je maximum a v (z1,y1)
je minimum f na M.

+2)




(b) Nutnd podminka pro lokdln{ extrém funkce
fla,y) = 3zy — 2y + ay?
na M je nulovost prvni derivace této funkce
(0,0) = df (z,y) = (3y — 2zy + 92, 3z — 2° 4 2xy) .

7 rovnic
y3—2x+y)=0
s(B—2+2y) =0 =z 2y =3

plyne (z prvni rovnice) bud y = 0 (a tedy # = 3 podle druhé rovnice) nebo ze plati soustava

kterd mé jediné feseni (z,y) = (1, —1).
Vysetifme druhou derivaci v bodech (z,y) = (3,0) € M a (z,y) = (1,-1) € M:

° . —2y 3—2x+2y
df(x’y)_(S—Qa:—&-Zy 2z

2 (0 =3
je indefinitni (podle Sylvestr. kriteria Ay = 0, Ay = —9) a v bodé (x,y) = (3,0) je sedlo.
A
. (2 -1
df(lv_l)_<1 2 )

je pozitivné definitni (podle Sylvestr. kriteria Ay = 2, Ay = 3) a v bodé (z,y) = (1,-1) je
lokalni minimum.

Tedy




