
Vzorový 1. zápočtový test

1. Určete směr největš́ıho r̊ustu funkce f(x, y) = x3ey
2

+ sin(x − y) v bodě a0 = (1, 1) a derivaci ve

směru ~u =
(

1
2 ,
√
3
4

)
.

Jiný př́ıklad: Určete tečnou rovinu k ploše z + 1 = xey cos z v bodě (1, 0, 0). Určete také normálu
k ploše v daném bodě (tj. př́ımku kolmou k tečné rovině a procházej́ıćı daným bodem).

2. Najděte nejmenš́ı a největš́ı hodnoty funkce

f(x, y) = 6− 4x− 3y

na množině
M : x2 + y2 ≤ 4y − 2x.

Načtrněte útvar určený touto vazbou.

Jiný př́ıklad: Najděte lokálńı extrémy funkce

f(x, y) = xy(3− x+ y)

na otevřené množině
M : x > 0 .



Řešeńı:
1.

(a) gradf(1, 1) = (3x2ey
2

+ cos(x− y), 2x3yey
2 − cos(x− y))(1,1) = (3e+ 1, 2e− 1),

směr největš́ıho r̊ustu je ~v = gradf(1,1)
‖gradf(1,1)‖ = ( 3e+1√

(3e+1)2+(2e−1)2
, 2e−1√

(3e+1)2+(2e−1)2
)

derivace ve směru ~u =
(

1
2 ,
√
3
4

)
je ∂f

∂~u (1, 1) = (3e+ 1, 2e− 1) ·
(

1
2 ,
√
3
4

)
= 3+

√
3

2 e+ 2−
√
3

4

(b) plocha je zadána implicitně funkćı Φ(x, y, z) = xey cos z − z − 1

normála k ploše je ~n = gradΦ(1, 0, 0) = (ey cos z, xey cos z,−xey sin z − 1)(1,0,0) = (1, 1,−1)

tečná rovina je (x− 1) + y − z = 0

normála má (parametrický) popis (x, y, z) = (1, 0, 0) + t(1, 1,−1) = (t+ 1, t,−t), t ∈ R

2.

(a) M : (x+1)2+(y−2)2 ≤ 5 je kruh, tedy omezená a uzavřená množina. Vyšetřeńı f rozděĺıme
na

• vnitřek M◦ : (x+ 1)2 + (y − 2)2 < 5

kde je nutná podmı́nka pro extrém nulová derivace (0, 0) = df(x, y) = (−4,−3), což nenastává.

• hranici ∂M : (x+ 1)2 + (y − 2)2 = 5

kde můžeme použ́ıt Lagrangeovu větu pro ∂M = {(x, y) ∈ R2 | g(x, y) = 0}, kde

g(x, y) = (x+ 1)2 + (y − 2)2 − 5 .

Tedy pro extrém v (x, y) ∈ ∂M existuje λ ∈ R, že

(−4,−3) = gradf(x, y) = λ · gradg(x, y) = (2λ(x+ 1), 2λ(y − 2))

pokud gradg(x, y) = (2(x + 1), 2(y − 2)) 6= (0, 0). Nenulovost gradientu g je zřejmě splněna
pro jakékoliv (x, y) ∈ ∂M .

Z rovnic
−4 = 2λ(x+ 1)

−3 = 2λ(y − 2)

(x+ 1)2 + (y − 2)2 = 5

máme vyděleńım prvńı a druhé rovnice, že 4
3 = x+1

y−2 , což můžeme udělat protože druhá

rovnice je nenulová. Tedy y−2 = 3
4 (x+1) a dosazeńım do třet́ı rovnice je (x+1)2(1+ 9

16 ) = 5
neboli x+ 1 = ± 4√

5
. Podezřelé body jsou proto

(x1, y1) = (
4√
5
− 1,

3√
5

+ 2)

a

(x2, y2) = (− 4√
5
− 1,− 3√

5
+ 2)

kde zřejmě f(x2, y2) > f(x1, y1). Toto jsou jediné podezřelé body v M . Z věty o nabýváńı
maxima a minima f na M (viz vlastnosti M) plyne, že v (x2, y2) je maximum a v (x1, y1)
je minimum f na M .



(b) Nutná podmı́nka pro lokálńı extrém funkce

f(x, y) = 3xy − x2y + xy2

na M je nulovost prvńı derivace této funkce

(0, 0) = df(x, y) = (3y − 2xy + y2, 3x− x2 + 2xy) .

Z rovnic
y(3− 2x+ y) = 0

x(3− x+ 2y) = 0
x>0
=⇒ x− 2y = 3

plyne (z prvńı rovnice) buď y = 0 (a tedy x = 3 podle druhé rovnice) nebo že plat́ı soustava

2x− y = 3

x− 2y = 3

která má jediné řešeńı (x, y) = (1,−1).

Vyšetř́ıme druhou derivaci v bodech (x, y) = (3, 0) ∈M a (x, y) = (1,−1) ∈M :

d2f(x, y) =

(
−2y 3− 2x+ 2y

3− 2x+ 2y 2x

)
Tedy

d2f(3, 0) =

(
0 −3
−3 6

)
je indefinitńı (podle Sylvestr. kriteria ∆1 = 0, ∆2 = −9) a v bodě (x, y) = (3, 0) je sedlo.

A

d2f(1,−1) =

(
2 −1
−1 2

)
je pozitivně definitńı (podle Sylvestr. kriteria ∆1 = 2, ∆2 = 3) a v bodě (x, y) = (1,−1) je
lokálńı minimum.


