
7

Í{eřešené útotry

9"1,. Ukažte, Žezobtazen! X= (x, y); x= g ťcosÝr ý = b9 siny; e' b>o je

prosté regrúární zobrazení na nrrožiaě B z úIohy 9"1. Dokažte, Že

det X.(9 r Y) = ab1o a že soustava souřadnic není ortogonélní (a t b).

g"2,. Ukažte, žezablazení X= (x, J, z): x=ageosýl Y=bg sinf l z=z
jsou křivoěané souřadníce na nrrožírrě B z ú1ořry 9.2 a že det x,(flY t z) =

. 
"bf a soustava není ortogonální (a f b).

9.3: Ukažte' že zoblazerý- X = 
(x, !, z): x = aT co6 Y sin $, J = br sin y sin $,

z = eT cos s jsou }řivoěaré souřadnice na nnožině B z ríory 9.3 e že

det x,(r,Y, ů) = - Ebc 12 sin$.

9.4,. Dokažte, Že zobrazed l = 1.o, o): u = x + atl V = x . at, a ) 0, je aorrstava

křivočarý'ch souřadnic v Rc. Natrces]-ete souřadnicové }řiv$ a do souataw sou-

Ťadnic $ přetrarrsfornr{te rovniei

x= u+v
ft

^ > 2- 72,,
=_1tl=-4-|xt Dt'

1 = 9J ; přírn}ry x + at = Uo, x . at = vo i
2a

10. ExTRÉMY FUl{KcÍ vÍcE PRoMENNÍcH

}o.LD. Neetrř f: A*tR' Ac Bn. ňítá.e, Že frrrkce f ná v bodě 9e A

nimum, f€gp. 1oká1ní na<imun, existuje-li okoIí U(A) bodu a takové'

bod xeU(a)nA p1atí

f(x) = f(a), l€6p. f(x) é f(a) .

Je-Ii splněnaporrmínka f(x))f(a), resp. f(x)(f(e), xeU(a)nA' x*A, říkáne'

že f né v bodě a ostré Iokélní ninimr:n, resp. @. Bo(Yrv nichž
ná frrrrkce lokální ninima a maxina, !€Spo ostrá lokální ninjma a maxina, nadvéme sou-

hrrrně Iokální extrény' resp. ostré Iokální extrénv funkee.

PlatÍ-li nelovRogt f (x) t f (a), resp. r(x) É r(a) pro všectrr1y bo(y x É Ar

říkáne, že firnkce f ná v bodě e ab.9olutní ninirllm1 !€8p. *gig!lt{-g@. Píše-
ne pek:

f(a) = nin [f (x); x € A}, resp. f(a) = na*fr{x); x€ A}.

Io.2-Y. Necht f : A+a' A c lRn je difenencovatelná a né loká1ď extrém ve vnitřnín

boťtě a nnožirry A. Poton je

df(a) = O l tj. gracl f(a) = O 3J- 1"1 = o' 1É i€ 9, .
ox.'

1okáIní ni-
že pro každy
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1o.3.' E*4é.nE+. Bo{Yr pro ktené je gred f(a) = O, nazýváme etaciorrérlúni body. Pak

z věty 1O.2 dostáváme nutnou podnín}ar pro existencí lokálního eÉrému:

Má-li fr.mkce f v bodě a lokáIgí extrém, pek je bud a stacionárrrí bod ane-

bo fi.rrrkae f není diferencovatelná v boťlě o .

}o.4-v. Nechř frrnkce f: A + lR, l c ml ná v bodě a e A spojité parciáIrrí deriva-

ce 2. řádu a df (a) = O (tj. a je stacionár.rrí bod fi:rrkge f). .Ie-li kvadratická

forma atta) :

a) pozitivně defínitní ' ná firrrkce f v bodě a ostré lokální ninimrr.n;

b) ne8ativně ťlefínitrrí, ná funkce f v bodě a ostré lokální na:<irnrm;

c) irrťlefinitní' neuá furrkce f v bodě a lokální extrén.

rc..5-D. llechř f : A+R, Ac Rn a MC |Rn. Říkéne, Že fr:nkce f ná v bodě

a e A n M lokální extrén vzlůedern k nnoži.ně M, ná-li restrikce frnkce f na nnoži-

nu A n M v bodě e lokální extrén ve s4rslu definice 10.I.

10.6. E93!ÉEE9g LokáInÍ extrény funkqe f vzřůedem k nnožině !.í nadváne relativ-
,'I"*t"o'y a je-li nnožina i.1 popeána soustavou rovnic a nenovníc, mluvíne o vázai

qých lokálních extrénech. Uvědoníue si, ná-1i fi:nkce f lokální extrém v bodě 9 1

má v tomto bodě zřejně i lokálrrí extrén vzbleden k nnoží.ně.

V da1šÍn uvedeme met,odu výpočtu re1etivrrího extrénr, rná-ti vazebrú porrrnínka spe-

ciálnÍ tvar.

= It 2t...r m(,n jsou třícty ck (t Ě r)
a € M je s1(a) = 0l i = Ir 2, ..o; ttl

(s1) 
' tj. natíce

1o.7-v. Nechř fi:nkce 81(x1 , ..., x..), i
v otevřené nrrožiaě M c lRn' nechř pro kďdé

a pIatí, že .Iacobiova matice zobtazertt 8 =

{
!

I
I

I

!

i
i

a € !ú r-rozněrnou řůadkou plochou a

A.BÍá-lifunkce f vbodě a lokÁlní
grad f(a) ortogonálnÍ k teěnénr proatoru
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ná hottnost m .
Poton v okolí kažclého bodu s € !í je nrrožina M (n - m) rozněrnou řůadkou plo-

chou. Teěny prostor Te(M) je nrrožina všech vektorů Ta(M) =[d ; il e v( IRn) ,

dgi(a, ť) = O , l É i É 
^}.

1o.8. Pozrún.ka. Předchozí podnínka znamená, že v kaŽdén bodě e € ill jsou vektorry

fra gi(a), i = 1, o..; tD lineárně nezávislé a T"(M). je jádro lineárníbo zobra-

zení fot", ú). ;aoro je te(y řešenín soustaW lIl rovnic o n neznán5Ích tvaru

gredgi(a)G=ol í=Ll 2l ...1 tD

a protože hodnoBt matice této eoustew je m < n , rná netriviáInÍ řešení a nnožina

všech těghto řešení je lineárď proetor <ii.nenze n - n.

1o..9ll. Nechř M c Rn je v okoIí bodu

f : A- R je diferenciáIní frrnkce v bodě

extrén vztůeden k nnožině M ' 
je vektor

Te(M) kploěe I.Í vbodě a,tj.



ra.l f(a).ů=0
Poznoenejoe Ta(u) ná di.nenzi r .

0*i í=L ", D *j

s1(a) = 0 r

pek

pro ůeT"(e1) '

Necht firnkce f,glt oool 8,r',, m< n
je popséna jako řešení aoustavy rovníc

s1(x) = o, ...n 8;(x) = O a v Laždén bodě a € M ná Jmobiova matice
08r(i-l), i=11 ...1 !01 j=1,.oo1!L bodnot n (t.j' M je (n-n)-rozněrrrouhlad-
,ai

kor plochou).

1) líá-Ii fimlce f v bodě a € M ].oká]'ní extrén vz}ůeóen k nnožině M, Pak eriatu-
je právě jedna D-tige číBeI xI, ffeu ...9 tr* taková' že:

erad f(g) - 11i' srad gi(a) = o (t,j. graó f(a) r- Ta(M)) ,
L=r

neboIi a € lRn' l1l ...1 x' jsou řešarrím scuetavy

?f(a) - $.-4,aeilť= O r 1É jín,

2} ďrcu-1i funkce f, g,, ...,
bocl (řešerrí souetavy ( tt ) ) 

'
Buň

L(aol) =

a

&
-ilt

(x)
-1.<I=1=lll.

e a e M je relativně Etaoionární

a2r,(e,".,X) =

qx
irk=, 

uítd*id*k (*x)

je dru\ý diÍerencíéJ. e L v bodě a . Je-li }radratieká foraa at(a, .r ) zí-
žená na tečr1Ý prost*r Ta(M) v bodě a e M :

a) pozitívně &r.lfín$.t,ní, ná furůce f ostré lokální nini.u:.n vztůedep k nnožině !Í;

b) negativně def$"nj.tní' Dá fun.kce t ostré lokální maximun vzhleden k nnožině M;

e) indefuiítrl'{' nená fr:nkce f ].okálrÉ extréro vz}ůedem k nnoŽině M'

IO.}n.: E9 ' "Ie-Ii kvadratická forrna ot(a, á ) ťlefiaitrú v n proněnných, je
suozřejně n její z(lŽerú na Ta(M) ťtef,initní a není jej třeba provádět.

Poatupujene te(y takto: Z ťtaných funkcí f, 81, ...; 8p utvoří.ne frrnkci L(x, l )=
In

= f (x) . f,l.g.(x) e nďeznene reIativně stacionérní bod jako řešenÍ eoustaw ( * )"
i=l'^

Určíne drubý diferenciál at, nery má tvg (xté). Není.Ii tato forna def5rritní,
pak ze soustavy

ds1(a,ú)=o, 1ÉiÉn,
která popiauje teěný proetor Ta(M), vypoěteme n proněnqých z n-tice .\l ..1' Un'

tj. &l, ...1 dxo a dogadíne áo r,,"o""tícké forny at,, aané vztahen (*x1. Dostá-
aene kvadratickou fornu v (n - n) proněnných a podle jejího trypu roďtodnene o exis-
tenci reIativrúho extrému.

10.12. Eg3!éEEgc Při tůedárrí abaolutního extrénr fr:nkce f : A+lR' Ac tRn postupuje-

ne anďogic}y jako pro frrnkci jedné proněnné. Platí:

,
m t'řídy C. v M

ek platí:
m

-r.ť(a) - A}.e. (a)
a-1 r 5
4-l
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lš!u' .Ie-li f spojitá na konpaktní (uzavřené a omezené) nrrožině Ac tRa; pak

na\ývá své největší a nejnenší hodnotJ.

Tyto hodnow řůedáne takto: líá-li fi:nkce největší či nejnenší hodnotu ve vnitř.-

nín bodě nnožir1y A, Pak se jedná o lokélní ertrén a ten nalezneme tak, že poěítáne'

kde grad f(a) = o nebo funkce není v bodě a diferencovatelná. Leží-Lí tento bod

na hranici a je-Ii v okolÍ bodu hnanice }ůadkou plochou, řůedóne relativrú stacionór-

ní boťl netoc]ou l,agrarrgeových nultiplikétorů. Nakonec zbydou body hraníce, kde nelze

takto rozhodrrout. Porovnáním hodnot firrrkce ve všech takto získa4ých boťlech zjistíne'
která hodnota je největší a která nejnenší.

ň'ešené útony

1o.1. Nalezněte loká.lní extréqy funkcí

a) f(x,y)=)ry+T.# Pro x)O
b)

c)

f(xry)=J+y3-3)ry;
f(x; y) = 2x3 + wz + 5x2 + Y2 ;

a y>0;

= !,- 1=3>0.

d) f(x, yl = dí - *2 -y + 6x+ 3 ;

e) f(x, y) =
(t + *12(t - y)2 .

BgĚ-_9 nlj a) Frrrrtce f(x, y) je na nrrožině {(x, y); x >O, J) O} všude

diferencovatelná a proto podle větď 1O.2 rnrlže nít extrén pouze ve stacionárnín

bodě. Dostgnene te(y:
gadf = oě E=y -1= o ; +=,-2=O.0x - xé' ěy y.

Rešerún goust,aTJ| dostaneme gtacionární bod A = {5i 2). Rozhodnutí o existeneí

extrému provedeme podle, a2r(a). ce

a2t = sdx2+2dxdy-Ť*.

atta) = t*,+2dxdý+5N2.
Použijene Sylvestrova bitéria :

a tedy

tro,
I; l
1;5

Forna a2r(a) je tedy pozitivně definitní a funkce f ná v bodě A = $; 2)

Iokální ninimun.

b) obdobně jako v případě a) dostan€ne port'n{n$ pro stacíonární body:

# = 3x2 - 3y = o , #= 3vZ - 3x = O . odtud dostanene x2 = y + x4- x =O

0x
í*,' = O i *2=L;ii=o; J2=1. Zíekali janedvastacionánní bo(y:

A1 =(o;o)'A2=(1;1)'
DáIe rypoětoe da = 6xdx2 - 6dx{y + 6y ď2 . Pro bod A, = 

(0; O) náne

azt{a,) = - 6dx{y a to je forna indefinitrrí a te(y v boclě A' nená firnkce 1o-
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Eální extrén. ho bod e, = 
(1; 1) je azttl,,) = 6(dx2 - ttx(y * qy2) =

= 6(dx2 - dxťty * t u'. * } av2l = s f(a* - ž *,, - ř' *,] a to je pozitivně ttefinit-

ní kvadratická forna a tudÍž fr:nkce f ná v bodě A, = 
(I, 1) lokální ninjlun.

af
0x

je loká1ní nini.mrn;

^2 
je 1okáIní naximum;

E=.ě--1 = o.oy 2E

c) Furrkce je v rR2 diferencovatelná a tak extrén nůže nít Pouze \rg gtacionárních

bodech a pro ně dostanene podnínky:

*'*r'+lox=oi T = 2w +2y=0.

1)

2)

3)

ň'ešenín fuuhé novníce zlekáme y-= o nebo x = - 1. Pro Y ="0 pak první rovnice
ná trar 6x2 * lox = o<+ *.* *Jl = 06 1 = g nebo x = -Ť.'. řešení x = - 1

přejťleprvní rovnicenetvď y2 - 4 
= 

o<+ y =2 nebo y = - 2. Dostenene te{y eta-
cíonární body: A, = 

(o; o) ; l, = 
(- i; o) ; t = 

(- L, 2); L4= (- r; -2). Dá.le zí-
gkírng dt = (12x + 1o)ťlx2 + 4y dx.ty + (2x + ildy2. Postupně zíakámez

a2ttq) = 1Odx2 + 2(y2 > o + v bodě A1

a2t{a,) = - 1Odx2 . * *' . o * v bodě

azr{e,) =. 2dx2 + 8dx(y = - l(ťl*2 + 4dx(y) =. 2(dx2 - 4dx(y + +Oy2) * 8(Y2 =

= - Q(dx - 2w)2 + 8dy2 a to je indefínitní forma a tedy v bodě a, funkce extrén
nená.

il aŤtln) = - 2dx2 - gdxdy = - z(dx? + 4ťtx(Y * +oy2) + Bqy2 = - 2(dx + e{y)2 + 8{y2

je indď initní forma a teQr frrnkce f v bodě A4 neÉá extrén'

d) Frrnkce je definovaná pro t(*, y); y } o} a je difereneovetelná ve vnitřrrích bodech

této nrrožir1y, tj. pro y > 0 . Pro stacionárrÉ bo$l doetanene podnín$:

^4.Jé=Vy-2x+6 = 0r
?x

- 210 ;

z druhé rovnice zíekáne x = 2ff a dosazením do první rovnice doetanerne 3x - 12 = 0

-> x = 4 a te(y y = (ž)2 . Zlskéme etacionérní bod A = (4; 4). Dá1e je

d2f = -2dx2 -#dxdy-t'rŤ*'.
VboděA=
téría je:

G; O ie tedy d2f (A) = - 2dx2 * | a"ov - š *n. Podle syrvestrova kri-

_2i t
11a't-6'

= t - if t o '

Forna a2r(E) je tedy negativně definitní a fr:nkce f ná v bodě A lokální naxjmrrn.

Zbývá vyšetřit chovárrí ruďkce f (x, y) na trranici ťlefiníěnÍho oboru. Uvažujne nejprve

firnkci f(r, o) =g(x) =-*2 +6x+3. Abynělafunkce f(x, y) vněhenémboděhna-
nic.e1oká:Lní extrém, nusí jejnítfrrrrkee g(x). Zrovnice 8,(x) = -2x+ 6 =0doats-
net1e x=3 azpodnín}y B..(x) =-2(o pIyne,žefi:rrkce s(x) návbodě x=3
lokální naxi.num.

Aby něla firrrkce f(x, y) v bodě 3 = (J, O) lokólní ext.rén, te{y lokální naximun,

nusí být f(x, y) < f (3, o) pro (*, y) z nějakého okolí uodu (3, 0). Uvažujne firnk-

ci f(3,y)=3rlí-y+12 Pro y>O. Je af(3.y)= t-1>O proo<'<?- dy 2'li
a te{y firrrkce f(3' y) jeko funkce proněnné y je roEtor:cí a nenůže platit porl'nírrka

f(3, O))f(3, y) v oko1í bodu (3' o). v bodech (x, O)' xe |R' nená funkce f(x, y) 1o-

kálrú e:cLrém.
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e) Frrnkce f (xl J) je ťti.fer.encovatelná g výjlDkou bodů přínek x.= - } a

I xt-1rY+1.

?v 3 o

Tato eouótava neuá ŽádrÉ řešení. I.,okální extré4r tedy nohou být pouze v bodech

přínek r=-1a J=l. Je-li x=-1 nebo ý=1l je f(-1,Y)=
=f(xr1)=o'Alepro y+1 a xf .1 je f,(x,y)>o.ZnanerÉto'ževe
všech bodecň (r, 1) a (- 1, J)' x€ lR' ye lR nÁ funkce neostré lokáIní nini-
EIIlIll.

10.2. Urěete 1okáIní ertréry fi:rrkce Í(x) defi.nované inplicitně roýnicí:

a) x2+2w+Y2-4x+4-2=o;
b) *13*y-3=oi
c) arctgV+x-J=0'
1-" š-9_!-íj g) PoďLe větď o inplicitně zadané fi:nkei je v okolí každého ře.
šení rovnice' pro néž2x+ 4 +2tto, řešerrí€Fďenfrrnkce y=y(x) epro
jejÍ derivaci dostanene:

2x+4+2W'+4J'-4+4'= Q +

y'(zx+ ry + 2) = 4 - 2x - 4 + J"(x) = 
t : ii" .
x+Y+1

Nutnouporrmínkoupro e:rt,rén je y,(x) = Q{a) 2-x -y = 0. Steeionárrú bod

dostaneme jako řešení soustavy:

x+ý=p J=Z-x
z2 + 2g +y2 - 4x+ T - e= o 

ot 
s2*4x-zx2+4-4r+x2-4x+4-2x-2 = O.

Te(y je -6x+ 2--o =>x =}, v =?. Dá1epro drrrbouderivacifrrrrkeey(x)

doetaneue:

y.,(zx+ 2y + ň +y,(2+ 4, + 2) = 2 - 4. .

Doeadíne-li * = }, y = ? a y.tll = O, dostanene, že

y,,(?* Ť * 2) = . 2 y,,t}l = - t.o..
Fr:nkee y(r} , která je ře.,ěenín dané rovniee, ná jedirry loká1ní extrém a to ]"o-

kální maxi.nrn v bodě - = i .

b) pro derivaci fi:nkee y(x) dosteneme rovnici:

2ry3 + 3=2v2y' + y' = 0 + y'(t + 3x2y2) = - 2ry3

Derivace je nulová pouze pro bod x = 0. Dále dostanene

y"(lo3*2y2) +y'(6g2 +6x2ily') = -ry3 -6'qzy''

Dosadíme r = Ol y(o) = 3; y,(O) = 0 a dostanae:

y"{o) = - 16 <o .

Frrnkce y(x) ná jediný lokálrrí extrén e sice naximum v boťtě Í = 0 .
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c.) z rovnice dostarrene vztďr pro denivaci y. (x) řešení:
,

++ 1 -y' = c<+y += -! e y' =L-*J?= I rl+yé L+y4 . 
yé

V žádnén boclě nerú Y, = o , firnkce nemí extrén. Vidíoe, Že vždy
a ted31 je frrnkce y(x) rostoucí.

I4,.v
jev '(x)> o

1o.3. Nďezněte Iokálrd extréry firnkcí:

a) f(xr Y, z) = x3 + y2 + + - 3xz - 4 + 2z i

.v2r.2)b) f(x,y, z)=x*Ť;*;-; pro x)OlV)o,z>o.

Ř e š e.n í : a) Funkce je všude diferencovatelná a tak ulže nít lokální ex-
trén pouze ve stacionárnín bodě. ho ně dogtanene podnín\r:

Forma afotsl je pozitivně defínitní a tetly frrnkce f ná v bodě B lokální
ninimum.

b) Frrnkce f .je diferencovatelná na uvažovarrém oboru e pro stacionární bod5r

náne podmínky:

A4 -r2#.=1 -+= c ; E=-L-4= c i Ot =22 -'2-= o .0x 4xz ?y 2x y< az y zé

odtuddostanenez 4x2 =y2 i v3 =2xz2 i z3 =ý. tÍledáne}ťLadné řešenÍ, to-
ly je Y -- ?x = z3 a dosadíne-li do druhé rovnice dostaneme y3 = yzz +
+y2 = u2+! = z. Ze třetí rovnice dostanene ,3 =. atetty z=L. cdtud
dostan€nepoatupně ý=1 l r=}. uostaváne stacionárrÉ bod A=[};1;1].
Pro formr d+ d.ostaBene koeficientgr:

=o; T=ry r2=0.
oy

=1; ,=*2+ z, xa=l.
a=(1;I;f);

a4 a2+2; #-,=Li -3; -+=0.. )za ěvěz
1) má matice fo

PodteSyl =5)0,

\.3; o; Ll A2 =l:: ^|= l2ŽO
l0;21

I s; o; -31
aA. = lO; 2; Ol= Z(ffi-9) = -6<0.Jl- l-r; o; rl
V bodě Á nenÁ ňrnkce f Iokální extrém, neboř for.na afotal je inťlefinitrú.
V bodě B = 

(2; 1; +) uá forne a2(a) natici:

(rr, o; -3\ 
^ =1?\n A =ltr, ol_

( :; 1, : ) 
Opět jeÁ1 =l2>o' o.=l 

O; ,l= 24>o
\-3; o; L./

" Á3=2(L2-9)=6>o.
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#=#, #=*-#, #=?*žt
alt =3: azt:-4.
Ox7z dyěz y.

Podle Sy1vestrova bitéria postupně dostanene:

azr --4,
dxěy 2x-

.^A- = 4) 0 : a =r-'2 =L2-4=8)O;
4i -2

-2i 3

Á3=
4; -2; o

-2; 3; -2
o; -2; 6

= 72 - L6 - 24 -- 32> A .

=-4.

FormaaatEljepozitivnědefinítrú,firrrkcefrnávboděAlokálníninimtn.

lo.4. Urěete ext,réqy fi.rnkce z(x, Y) , která je řešenín rovníce

ZxZ+U2tz2+}xz-zr8 = O.

Ř e š e n í : Pod1e větJ o i.nplicitně definované fiurkci víme, že firrrkee

z(x, {) jJirerencovatelná a pro stávající bo{y dostanene poarn{n}.l:

au =Lz=o.Dx ě,y 
4x+2z-p-z.*8z+8x +-+ = Q

?x ?r ěx 
<=)

4y+zz+*axP-* = Q- dY oY ol

?z'Pu+8x-1) = . 17-82
Ox

o='(2r+8x-1) = -4Y'
oy

Podnínka u=E=O ťlává ý=O a x=-2z. Dogazenímdorovnicepro

fuJ*ci " %;"."j"il e 7,2 + z - 8 = O ě,L-7 L,,z 7 - } . zt'Y"ti jsne ťlva

etacionární boď: A = (- 2i o; 1)' B = 
( Ť ; o; - ř) .

Pro ť!ru\ý aiforenciát dostan€ne derivovárrím rovnicí:

?'7r.r+8x- :rlt aU*e#+8)= -4-8fu'
dx"

+ (22+ 8x _ 1) . xQ#)Dx Dy

ftrr"+ 8x - r,.Xefil
=-B+,oy

odtuťl v5poětene doaazenín za gouřadniqe bodu (x, v) a urědoníne si' že

probodA=(-2;o;r) doetanene ?1 W=*(a)=# ate{v

a2z(.l) =f ta*z + (y2) . V bodě ^l 
na 

aňÍrc.e 
" 1{i*' nini.utu.

Fo bod B = 
(+ ; o; Ťi doetanene:
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u'? ,il = 3'7 61?x' Oy' = - ffi a tecty a2zie') = - #. 
(dx2 + {v2) .

V boclě B ná fr:nkce z loká]ní maxi.otn.

10.5. Nďezněte Ioká1ní extréqy frrnkce f vazební porrmín}ry g z

e) f(x, y) = *2 * ryZ, g(xr y) = *2 - zx+ q2 * 4y = o i
b) f(x, y) = :ť, g{xl y) =x+y -1 =o .

ň e š e n í : E:rtréry neleznenemetodouLagrarrgeovýchnultiplikátorů.

a) Položne
L(xo y, A') = x2 + 42 - \U2 - 2x + U2 * 4y) .

Podnínka dL = O dává soustavu:

2x - X(Zx - 2) = OL:) x(I _ a) = _ /r

4y - 1(4y + 4) = 0 <+ y(l -f) = +.X

x2-2x*q2 +4J=o x=--x +x

1T r J- = I -X
Dosedíne do třetí rovnice a získátre rovnicí pro paranetr N :

^2 + * z 3_+ 
-J.l-.,B = o ž 3 x2 +6 

^.(1 
- 1) = O Ť(1 -TF*r.-i (r-t)' (1 -t).

=+ 6l - 312 = o á 11 = 2; x, = o 
-.

Doatávéme dva stecionární bo(y: A = (2; - il; AL = 2; g = (O; O), x,= o"
Dále je

azrk, y, l ) = 2(t -.1 )ax2 + 4(1 - i )dy2 .

Peo bod .[ je a2l{l,, i1) = - 2dx2 - 4dy2( o , fi:růce uá lokáIní Ba:xiilD.
Y botlě B je at,(e, A2) = 2dx2 + 4dy2 > O , firnkce ná loká1rrí trí11i51rg.

b) PoloŽue
L(r, yr l) = ry -.1(* + y - t) "

PTo stacionární bod doetáváne soustavu:

ý-i=o x+y=2i -1
x-.1 =o* I=*rx=y=1.

Získali j*" j"aioJ1.I"''""** bodA =r!;}l n'o*=* " Dá:.enárne
dzl.{x, l ) = 2dxdy . Pro teěrry prostor v bodě A dostgneme rovnici:
dx + dy = O * d3l = - dx . Na tonto podprostoru dootenene d2L = - 2ěx2 ( 0 ,furkce f (xr J) ná v bodě A loká].rrí mexi.Bum.

10.6. Nalezaěte lokálrrí extréry funkce f(x, Jl z) = x - 4 + 2z za podnín}y
*2*y?+22=L.
Řešení: Položíne

L(xrY, z;A) =x- 4+22 -Jt(x2+y2+ r?-t)
Pro stacionárrú bod dostáváoe aoustanr:

(x)
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L-zrx=o x=+ +-+{**=r- 12=I--2- 2rv=O* r=1* 4A' 7a 
^',

*,, 
-,,*^,Z'|o, 

" = + ^t 
= ž, 72= - } .

Řešenín dostáváne dvabody: A=.}'- j; -jl ; tl=}, a
_1B=(. jlJ; jl , x2=-}. Prodru\ýdiferenciál je a\,=-z^a*2-

- 2^dy2 - zxaz2. Y bodě A je d2t'. O , ted;r filrrkce ná lokáIní nrt(i.Dln.
V bodě B je d2l, 'o , tedy funkce pd }glÁlní gininr:m.

10.7. Nalezněte lokálrtí extréry fi:nkce f (x, y, z) = 8z za podnínek x + V * Zl5l
{Í+yz+zx=8.
Ř e š e n í : Seetrojíne ponocnou fr:nkci

L(r, y, ziÁ,F) = gz- l(x+y + z - 5) .r(ry +yz+ xz -8) .

Pro stacionární bo{y dostanerne goustavu

yz - 
^ 
- tk + z) = O

xz - 1- e(x + z) = O

ry-.tr-*O+x),=O
Seětene-li rovnice, dostaneme 8 + yz +

B - 3r - 1oťr = o . Odeětene-Ií každé
souataw gouatavu

(x-Y){z-P) = Q

(Y-z)(x-g) = Q

. (z -x)(y-p) = Q

Uvážíme-Iiprrnírovnici, nusí Qýt x=J.1r.' x+y+ z=5. a ry +xz+ry=$.
Tedy z = 5 - 2x e dé1e 3x2 - 10x + 8 = o " odtud dogtan€ne3 Xl = ý1 = 2,

,L=L i,2=vz=t, "z=li xI = - 4, P.-. 2 ; Az=-Ť,(z=t.
Uvážíne-li, že řešerÉ rovnice jsou eynetrícké' dostanelDe stacionámí body:

S-= (z;2iL), az= (2i 1;2), a3= (1;2;2); lr--4; $1 =2;
a= t{; *,Tr, Bz= t$; I,*,, n, =(73;t,*r; Az=-rrg ,(z=*.
Fro drrr|ý diferenciáI náne vyjádření:

d2L = 2k -p)d:rdv + 2(y -p)axaz + 2(x -g)oyaz
a Pro t'ečaý prostor ve stacionárních bodech doetaneme eouEtavu:

d3+!y+ť1z = Q

$ + z)dx + (x + z){Y + (x + y)ť\z = O .

.Ie patrné, že staěí provést výpoěet pro body Ar " 1' pro ostatrú bo(y óostane-
ne hodrroty stejné.
V bodě A' lIatí: d2t, = - 2 dx{y i

d:c+dy+dz=0 dz=O

, , 
3clx+3dy+4dz=o 

**='-dx.

lďy a2lt5) = 2dx2 > o a fr:nkce f má v bodech Á1l Áe, 5 lokální miní.ua.

w+zz+ry=8
x + y + z=5

xz - 3I- 7P(x + y + z) = 0 *
ze dvou rovnic, doetanene z řešené
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v bodě \ nratr z al' = 2 tlx(Y i
dx + Ey + dz=0

4a***qy+9dz=o3-- 3 - 3

dz=0
+

6y=-dx.

odtudp\yne, že attal =-2dx2<o afurrkee Í návbodech\'B'r\1o-
kální maxina.

Io.8. Ilrěete největší a nejnerrší hodnotu frrnkce f(x, J) = 3&'na nnožině

y = [(x, y)i *2 + y2 É 2!.
Ř e š e n í : Frrrrkce f je apojítá a díferencovate}ná a nrrožina i'Í je konpakt-

rú. Nabývá te{y svébo maxima a mini.na.

I) I,okální extréry ve vnitřních bodech:

gad f = O <á #=;1y = c , #, = Jx = O .

Existuje gteciorránrí boťl A = 
(O; 0) 

"

2) IpkáIní extrénJr na hnanici *2 * y2 = 2

L(x, Y, a) = 3)ry -Ai.xZ + Y2 - 2) '
ho stacionárrú bo(y dostane'aea

4= N - 2lx= O, += 3x- 2AY = O, *2*Y2 = 2'
0x oY

rlenutněxl J*O, neboř jín8k x= o€+y=O atakoqýbodnahrenicineleží.
Eliminací z prvnÍc} dvou rovnic dostanene:"

ž=,.,4, i -'* + 1 = 7*,2 = y2 .

Dosadíme do r"ovniae ,,3 * y2 = 2 ž 2x2 = 2 ž x = 11. Doetáváne ťtelší atacio-

nárrú body: B= (i; Í.}? c= (li -1), D=(-r; -1), E= (-1; J.).

Forovnánímhodnot ďogěgnene: f(A) =o; f(B) =f(D) = 3; f(C) =f(E) =-3.
Je te{y nex {f,(x); x e M} = 3, nin[f(j(); x e líi = - r.

1O.9. Stanovte ri*jvětší na nejnenší hodrrotu firrrkce f (x, y) = *2 - y2 na nrrožině

t\( = {(** y)i *2 * y2 É r} .

IŤo loká1ní extr e f (x, y) dostanene podmínku:

4=4 =o. BtacionérrÉbod A= (0; 0)
o Y nor.qmetr:i x ' t r te (. 0, 2rl> 'Pro bo{yhraniceťtogtanene p*anetri 

^ 
*=cos t ' ý=sln

Poton ie h(t) = f(x, y) = costt - sin't = cos 2t'

Pno stagionérní body firrrkce h(t) dostaneroe:

h'(t) = - Qsin 2t = o + !t = k3I=) t = k5, k=1r 2, 3'

Máne etecionárrrí body tr =* , |2= n, t3 =+ akrajní bodv to =o,

L4 = 2jt. Porovrúnín }rodnot dostanene:

f(A) = O ; h(to) = h(t4) = 1 ;

.re tedY nax {t(x) ; x e M} = r = f(1,

=-1=f(Or1)=f(Or-1)'

h(h) = h(t3) - - 1; h(tr) = 1'

g; = f(- 1; O) a min[f(x); x e M] =

1o.}o. stanovte největší e nclerrší hodrrotu funkce

f(xrY) =*2*2g- 4x+8Y
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nennoži.Bě M = [(*, y) ; o É rÉ 1, OÉ yÉ z} .

Ř e š e n í : ho 1okáIní extréry wnitř nrroži-uy Li dostanene:

?-f = 2x+ 4 -4 = O, - = Zxt 8 = O + x= - 4iy =6dx dy
a tento bod neleží v nrrožině tf .

Ilranici n.rsíne rozděIit na ětyři úaeě$ a ět,yři boťty:

f(o' y) = 81Q) = ey je rostoueí v intenvďu ( O, 2) a nená tedy Ioká.ní ex-
trén;
f(1' y) =g.(V) =l* ry -4 +8y=loJ-: jetekérostoucív intervďu
(0, 2 );
f(x, O) = r1(x) = *2 - 4*, x € (o' 1). pro etacíonární boťl je
r1{x) = 2*:4 = o<+ x = 2 a tento bod leží vně i.atervďu (O, 1);
f k, 2) = x. * 16 je rostoucí v intervalu (o, 1). Porovnáne te(y hodňoty ve
zbývajících bodech hranice (wcholech obdétníka). .Ie f (o' o) = o ;
f(1' o) =-J; f(0, 2) =L6;f(1, 2) =L7..Jetedy naxff(x); xel.Í}=17.
nin{r(x);x€MJ=-3.

Neřešené útony

1O.1,. Nďezněte loká]ní e*trény firnkeí:

a) f(x, y) = x3+ ay3 - 6ry + 5 ;

b) f(x, Y) = *2 - )sí + y2 + 9x - 6y + zO ;

e) f(xrJ)=12-(y-1.;'2;
d) f(xr J) = *3y2(t2 - x - y) pro x )o r y) o ;

e) f(rlý)=lrtr-6ry+y3;
f) f(x, y) = 14 * y4 - zxz + 4rgr - ryZ ;

s) f(x,y)=*Ť(+-x+y);
h) f(x,Y)=6rs-J-t3.
T'l
L") A = (0l 0) není extr.'én, B = {r; i) lokální mininun, b) A = (- 4; 1)

lokální nini.nr:n; c) A = 
(O; 1) neexistuje extrén; d) A = (6; 4) Iokální

,maxinum; e) A = (0, o)l B = (2, 0) není extrém, C = (1' 1) totatní nini-
{nun, D = 

(1' - 1) loká]ní naximum; f) a = (O; 0) lokáIní nariurm,
B= (,Iá; -Ýá),c= G,IviÝ-il lokáInínini.nr:n; e) A= (O,y), g= (4; o)
není extrén, C = (2; - 1) \kálrť ninimr:n;' h) A = (O; c) není extrén,
B = Q; 2) lokÁlr'í na:ri'n'''n.-]

Lo.z,. Nďezněte loké1ní extréqr fir,rrkce v(x) , ktená je řešenÍn rovnice:

e) *2*y2-Bx-4y+9=o;
b) *2-ry+y2-2x+41 =o;

\ c) t3*y3-3ry=0.
(4)=1 nini-nrn; b)x=* naximw

- + - 2iď x ='G'*Yi- y = il;. J
ý3
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1o.3,. Nďezněte loká1ní extrény funkce:

a) f(xry, u)=*3 +y3+ r2-3(ry+ xz+yz);
b) f(x, y, z) = zx?+y2+ zz - g - xz .
r
I a) l = (O; O; O) není extrém, B = Q; 2; il IokálnÍ nini.urn;

b) Á = Q; L; ?) nerú extrén.]

1o.4,. Nďezněte loká1ní extréoy firnkce z(x,, y), která je řeěenín rovnice:
a) *2 * y2 * 12 - zx+ 4 - 4z -ro = o ;

b) *2 * y2 * r2 - xz -Jz+ zt + 4 + Zz - 2 = O .
r
[_a) et*ionárrú boťl A = (1; - 1; 6) lokáln< oaxiutrn, stacionérrrí boťl_B 

-= (1; 
-'- 1; - 2) lokélní 6inirmrm1 b) v boťtě Á = (- I; - }' ') 

lokrrnr
na:fi nnrrn.-J

Lo.5," Je dáno n bodů A1 = (x1; yl; a), ..., Ao = (xol !,t z,.) € IR3. V rovině
z = o najděte bod A , pro kteTý je souěet ětverců vzdáleností od botlů
A1 l A2r ...1 \ ninjmální.

r-nn| /L \- r= \lLl = (ř á-' ' řá''t o ).J
10.6,. Nďezaěte loM1ní extréoy frrnkc'e f(x, y) = '2 * y2 

"" poa'r**ry x + y = l.
r - .1 'r. -.|

|-v bodě G, ; j.} lokální nínirm'n.J

Lo.T.. Ng].ezněte lokální extréEy firnkce f(x, y) = ry ze podnÍn$r x2 + y2 = 2.
r
[-Y boťlech A = 

(1; 1)' B = 
(- 1; - 1) 1oká1ní-naximr:n; v bodech

C = (- l' 1), D = (r; - 1) lokálrrí nini.ur.m.J

1o.8,.Nelezněteloká]"rríertréuyfir.rrkee f(x,y, z)=8z zaporrnínsrx+J +7=!.
f-- T
lv bodě A = (1; 1; r) lokální naxinun.-j

1o.9,. Nďezněte lokální extrény ňrrrkce f )a poontnet:

a) f(xrVr z)=w+yzi x2+y2=2, y+z=21
b) f(x,ýl z)=5rz x2 +y2+ z2=Ir Xf ý+.z=o.r
I a) v bodě A = (1; 1; r) Iokální naximum; v bodě B = (- r; 1; 1) lokálníL - -' -'. tr1nunrm.

b) V bodecheI = .'# ; #' #,, A2=(.ř, É, #,,
\ = .#' #, #} lokární nexi.na; v bodech 1 = (# ; 1' 1 ). v6 vď , ,[6-,,
82 = 

(# t É '#, ; a, = .Ě, #'#, lokální nini.neJ

j
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lo.1o,. Nďezněte lokální extrérn furrkce f (xn y, z) = 8 + xz + yz za podnín$
ryz=L, x)0, y)0, z)O.
f --l

[-v bodě a = (l; 1; 1) IokáIrr'í nininn.-]

1o.1].,. v rovíně 3x - 2z = O nalezněte bod, který ná nininální eouěet ětverců vzÁá-
leností od bodů A = (1; 1; 1) a B = 

(z; s; +).

f l'r'i-.- v bodě P = 
(3 , ,, ?u,)

1o.12j Urěete botty elipsy a2 + 412 - 4' které nají ninimální a naximální vzdélenost
odpřín$ 2x+3y -6=0.
--ítzR?.l

Lo = t$; }l ninínální vzdáIenost; B = r- l; - tl naxinólrú vzdálenost.J

to.13l aoae' P = (a; b; c) veáte rovinu tak, aby objen ětJřstěnu vynezeného touto
rovinou a eouřadnicovýni rovinani byl ninimální.
rÝ\'zQ-l
[_Sovnice rovir5r *. * n *= r, vmin = ! "u"l

Io.14: Do elipsy x2 + 3y2 = L2 vepište rovnoranenr5i trojúhehík tekoý, Že má zá.
k1ednrr rovnoběžnou s osíou x a má naximélní obeah.

r
I VrcholytrojúheIníka a= (3; -1), B= (-3; -1), C = (0' 2).
-ou""l, j" 9.]

10.15: Určete rozměry oMélníka daného obvodu 2p , kter1i rotacÍ koIen jeďré stra4t
vytvoří těj.eso s naximá1nín objemen.

a n 2n - Arrmz
[-noaněrv 

gtraR Ť, f . ouj"' o = n:o' .-j

10.16: Urěete rozněry pravoúntého odbytého bazénu, ktert' ná při ťlanén objeuu Y nlni-
nální povrch.

fno^u"v: x=v=3rlNt z=á1ffir povrch p=3\f .1

lo.L7í V rovině z = o rněete bod D tak, aby koule, která prochází bo{y
A= (o; o;12), B= (0;0;4),c 

= 
(8;0;8) a D nělanirri.nÁlníobjen.

fo = 
(3; ! tE, .,J

1o.I8: Do rotačního hržele o délce površ$ I a vrcho}ovén úrrru ! vepíšte kvádr ngxi-1-
nálního objenu.

].o.19: Do kouIe o poloněru R vepíšte váIec g pgxigÁ.lřLín pcvrchu.

}oronun válce . = *\ff, výška válce 
. 
h = 2R l

(

f"o^n", základrry: x = y = í, výška, = s; v = * ;

I

l;

I
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1o.2o,.rlsoudánybod;r l=(4;o;+), B= Q;4;D, C=(4;4;o) akorrIe 
\

*2 * y2 *,2 = 4. Nalezněte bod P LeŽftc! na dané kouli takovýl a\Y objen
lech 1,, B, C, .P byl nininální.
od, l, = (2; O; O), bod p2 = (- Z; O; O).'l

J

lo.21.. Nďezněte niní.uáIní vzdálenost bodu l, = (}; 4) od parabo\t ťlané rovnicí
Y2 = 2x.

[*',.i',,. nastévá pro bod (2; il " ' - 
'F.1

lo.22,. tlrěete největší a nejnenší bodnotr"l frrnkce

f(x, y) = *2 * y2 - L2x + t6y
na nrrožině !{ = {(*, y), *2 + y2: 25]}.
f'l
fMaxi""'- f (- 3, 4) = LZ5; min.imnrn f (3, -4) = - 7j.)

to.23,. Nďezaěte největší a nejnenší hodnotu Í\rrrkce

f(xr y) = Zx3 + 4x2 + y2 - zW
na nrrožině M = {(*, y) i *2 Š_ y 

= 4} .

[uoir,- fF z, 4) = f Q, il = 3Zi nininun f(0, O) = O.]

Lo.24,. Nalezněte největší a nejnenší hodnotu fi:nkce

f(xrY) = *t(4-x-y)
nanrrožině M = [(*, y); x 

= 
O, Y i O, x + yÉ 6}.

f"l
[Uo<inun f(ZrL)=4i ninimun f(4ril --64.]

Lo.21,. Na]ezněte největší a nejnenší hodnotu funkce

f(x, y) = sil x + sin y + sin(x + y)
nanrrožině M = [(*,'); o í"í T, O áy Éá}.

['oi'* ,({ , p =.} ýí; nin;-'' f (o' o) = o.l

l-
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