
LXMITA SPOJITOST YUNKCE

;__.1—n. Nech! r je zahrazení množiny Acta“ do m“ . Rikéme, že rum—e ! má
v'To—dz; .; s A umim be a" , jestliže . j. hromadným bodem množin-w A . k u.
nudném okolí uuu) bodu b v mm existuje okolí (na) bodu a v m" takové,
že pro každé : : nr“ platí:

): eU(a) n A = f(x) e um .

Tuto skutečnost zapisujeme lin f(x) =

„„
;.z-n. Nech! : je zobrazen! množiny AC m“ do na“ . Říkáme, že je spojité v bo—

g a € A , jestliže ): lihavolnémn okolí um) bodu b : f(a) € \R'" existuje takové
okolí “(a) bodu a v ra“ , že plati:

:( €U(a)f\ A = f(x)5 Ulb) .

Je,—li znbrazen! f spojité v každém bodě množiny A , říkáme, že je 89011“ na
množině A . JE-lí spojité na celém svém definičním oboru, pak stmčnějí říkáme, !.
je upnjité.

:) umně .. spojitostí zobrazení v m“ platí obdobné větu jako pro
funkce jedné reálné proměnné. Jsou tu zejménaVlastnosti součtu, součinu, podílu &

kompozicemaket.

Rešuné úlohy
3.1- Určame im * J:! .

(x,y)—(2,0x
R e z; a n ; Funkce :: & Jy jsou spojité jako mnhce jedná proměnné a m-
da jsou spoJíté i v m2 4 Limita se tedy bude rovnat. funkční hodnotě, tj. 15.
mdane w podle definice 3.1.. Je

|2x+3y-16|= lan-znny-ulě zu-glom—u.
Zvolme e> (: libovolně. Pak pro B-okou bodu (2, 4), kde 5 :? , platí:
.Je-11 (x, y) z 5—ckolí bodu (2, 4), je I): — z|< 6 & ly - 4|<8 mda

|2x'3y—16|<25+35 = 55 =

m:. 5. am rovnu 15.

3.2. Určen! X2 + 2
11... __—J_— _

(my)—(0,0) „z ' ya * 1 _ 1
R e ! e n í : hluku je padl-1m Ipojí'ách funkci & doaumlm dostali-ne ' číta-un i jlam'atslí nulu. Nem nav podm vm o mne podílu „ proto vyjádře—
n! mah:- vhodněmašlřími.



„3.22 : 1m x2+12)(Vx2ý-x201*1)lin '
"w)—(0.0) 2 , yz + 1 _ 1 (xm—(0,0) )( » y + 1 — 1)(

Vx2+y2+1+1=2.= 1m
(my)—(0,0)

3.3. Určen 1m * .! (x,y)—(0,0) 2%!
Řešení: Je(x—y)2ŠOáx2+y2Š2Uáx2+y2Š2|nhTsdyplau

||%lžláí=m.mmžeje 15mm=o,je 1m —=cx + y zn 2 „ z (x,y>o(o,o) :
a tedy i na 2 a .

(my)—(0,0) x ? :!

3.4. Určeme 1m (x sín % + :( sin %) .(x,y)dom)
R e še ní: Funkce je definovánanamnožíně A=[(x, y): !& 0, yer) .
Pro všechny body (x, y) = A platí

|x sínš+ysinšlglxllsinŠ-[olyllainšíglxlolyl .

Protože je 1m m + 'N = o a nad (a, o) je hromadným mm maliny A,
_ (my)-(0,0)
Je

. . 1 . 11m xsm—+ysm-=o.(my)—(0.0) V *

x
. +

5
3.5. Určena 1m 9 y .

<x,y>+(o,o)
& s 35 e n 1 : zas-u mit funkce v bodě Umim, musí mít. tuto umu., jestliže
ne k bodu (0, o) blížíme po libovolné přímce. v mm přlpndě je pro boiv
(x, O):

a 2:

1m ex= +505 lin a': -=o.„o, x—o_

„ Limits tedy neexistuje. —

1m Lt! _

\
(x,y)o(0,0) : - y

„ a e s e n í : hmkne je definována pro všechny body \? mz : výjimkou bodů přím—
lq : - x . Spočtěme limitu funkce po puma y = ln , k 1: 1 . .lo

1mx51+k2 = 1+k
xoo x(l - k) :. - k

a may mkca limitu nemá.

]\

3.7. určena na “&%-34% .
\ (my)—(0.0) : + :!

Rušení: Vyšetřlulimiwnmknapopřímkácb y=kx,x-—0.Jc
3; 1:3) 1 + kJ . ' 13 k3 1 + 1:3 .

'
lin sin: 10 = lmxsm 1+ = na .„o 1:2(1 + x) 1 + 1:2 x'() Pu + Ř) k: !
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3 3.5. Určete

?



. x3L+k 1+9vll-ll .0.1=U.x—0x<1+ 1+1:z —

Abychom ukázali., ze je limita rovna nule, zanaene v mz souřadhice )( = Qcos \„
y = (> aiu v & odhmneme chování mm:. pro (s , o nezávisle na únlu xy . Tim

vlmtnč najdana v (na okolí bodu (a, o), kta'é se nobrazí do oken mnm. .n
3 3 3-3951.0 |;2_Š2_=2(„Iain cos

alin2<9=0.Jotedypo
“ siněx1+13)= „_1

(x,ylvmm) x +y
1A 2 Z

. L x +y3.8. Určena 1m 7—, e .
(my)—(0,0) : + y

R e s s n í ; Zavedena opět polární souřadnice x : geo, v , y = gn sin =; .
Dostaneme

lím "!“—_F— .
ho (» (co

odnndnanechcvéni nmkcě ' “vislosti na ye (o, 27r> . Funkce nad, + sin' ?
je v tomto intervalu spojitá & nauy'vá svého minima m : Š- (pro \f = ž+ &%). Ja
tedy

. 1 . _1_Ž
:. x +y s 1 1 ?0 < & » e .m z ?

. . 1
_ e2 4 2 -r 4

1.2 . zr . —rDélage 1m Te =1unre =lun —-=1un —,_—=1mz= :o,cm' ? 1-de „un ef „„on . „..a
kde jsme pwžili věty o limítě „uzenénm: : L'Hosoitelavn pravidla. Je tedy

1
. 1ln 7—1 9

(x,y)o(0,0) x + v

3.9. Rozhodněms zde ,je funkce f(x, y) = e spojité a zdn ji lze dodefindvat
v celém mě tak, aby byla spodina všude. .

a e š a n 1: Funkce je definována v mz ! výjimkou bona, kde je y = o , q.
osy bodů osy )( . Na této množině je funkce spojitá, nebo! sín )( a y jsou
mnkce spojité, „mim pom také a exponenciální funkce je spojitá všude. Po—

dle věty o spojitostí složené funkce je ((x, y) „nám v A = [(x, y): y: 0].
Abycham mohli nadefinovat funkci :(x, 11) v na - A , musel. by niv. v každém
bodě (X, (na m2 umim. Je-li (x, 0) , x ; kJ! libovolné, Je

einx sinxlin ; lím
:r—o+

V Po-
a obě lin—iw „jsou nevlastní. Funkce f(x, y) tedy nm v žádném bodě osy :
limitu :: tudíž ji nelze dodefinovat jako spojitouna větší množině.
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3.10. Rozhodněte, zda funkce f(x, y) =% je spojit! a zde ji můžeme elox—latino—

vat v na tak, aby byla spojitá.
a e š a n 1 : Funkce r je spojitá na celém definičním oboru, t.j. v
((x, y . y * o) . Je—li (xe, o) libovolný bod, je pro xo ; (:

“:XMÍB = 152. u“ : 1m X“" : xu.! xy (my)—(110,0) y (x,y)a(xo,0) xy

Pro hod (o, o) je
lin “ š lim “Jx—*= 1m |xx=o.aetedyfunne(av)—(0,0) :! (mr)—(0,0) m (my)—(0,0)

sin _

y . y * o

f(x, v)
X ; y = o

spnjim v m2 .

3.1.1. Pvaem limity a spojitosti lze zavést zcela obdomě pro zobrazení v libovolném
metrickém praetor-u. mame alespoň pro nás nejdůležitější podm limity poslaup—
ností.
3.5—3. Nech! gn je pnaloupnosc bodů v metrickém prostoru (P,? ). Říkáme, že
posloupnost hn; má v (P, (a) limitu x a P , jestliže !: líbavolnému 5 > () exis—
me index nos N tak, že pro všechna ns !: , n % na je \“(xn, x) < c .
Tuto skutečnost zapíaujame 1m xu = x , nebo xn»x v P (n ..a) .„»\le-li L lineární normovaný prostor, pak 111—— x v Lawn" _ xuao \! m
(lz-von) .

3.12. na rnm = 1 - v." , „= »: posloupnost ', c((o. 1 >), LC(<o, 1> ) &

LŠ( < a, 1 > ). Určete 1m rn . (viz 1.512, n).n...,
n e š u ní: 3) Pro každé ne u je funkce rum : 1 — z“ spojitá ; tadypatří do prostoru c(<c, l)). Pro její limitu x(t) Imai platit

mu[12n<n>-m>l; te <o,1>]—o<n——»)
atew/

tn) = limfnu) , t€<0, 1> .mou-\

.n tudiž f(z) : lim(1 - €*) = xm = 1, se <a, 1>, rm = o .n..,
„ Funkcn f(z) není spojitá & tedy posloupnost fl - „Plum v c(<o, 1>) 11-

mm.
!=) Pro m.) = 1 je v Lc(<o,11 >)

llfn(t)-f(t)||=Jtndt= * ..o (::—ao)
„ n+1

. nm
liml — z
n..-z

=l v Lc(<o, 1>> .

c) Zcela obdobně doatmene, že 1m 1 - v." = 1 v Lět<0, l)) , nebo!n...
.32_



l
u: _ z“ - m2 : J tzndt : 1

a Znďl

sou. Éeaémke;
jmé, že ve skutečnosti

Lim ! : ť \!

n..: “
plyne i fakt, ze

lim fn :
nebo! "“

!:

Lyman š (h - e) max
a

3.14. Ukažme, že am—11

Rešení:
je max [isiníh tE<O, n>]— sin

Pro n=1, zje maxílsinšh cs<o,w>]

. 1
& Inn—_:now“2n+l

Konvergancev prostoru c(<e, b>) se nazývá stejnoměrné & je zře—

CK a. b>)

f v LCK<5, o>) e LŠK<5, b>>.

(gm ; t€<a, „>] .

“40(n-oa)v c(<o,1r>;,Lc(<0,1r>) e zgx<o,w>).
=1.Pco ně:
sínín rostoucí! , neue! je funkce

v intervalu<o, Jr >. Protože je lim- sín a = o , je sín -->o v c((o 1>).
Podle 3.13 anebo přímm výpočtu dexšzeue zbývající část. “neni.

Neřešené úlohy
3.1 . Spočtěte limitu funkce

1m & 4 1m sin 2z2
;

(xm—(0,0) :: + y
' (x,y,z).<o,1,o> v:

2
b) 15.11: mu; 5) 1m x—12+2_

(x,y)'<0,0) :: — y (x,y).(1,o) lx _ „, vyu
v

2 2 2
1m ušlý—, 1m (x+y)einžgin.1.;

(my)-(0,0) x + :! (x,y)+(1,2) * y

z 2
&) 1m 45—0—1'' ; . e:( “V 1a 1) 1m —— .(x,y)'(1,1) 4x - Jy (x,y)a(o,o) |x| . IylL1m (1 + WWW ;

(my)-(0,0) '
[a) neexiecuje; u) neexistuje; c) 1; a) a; e) neexistuje; r) a;
po; n)35inlsinŠ; wo.

3.2 . Rozhodněte, zde je funkce f spojitá:

a)f<x,y)=1.u x20y2+1; :) r(x,y)=arcain—ř1—sž;! y
) ( ) 4 1 . f(O. 0) = a

D : x, y : sm ————— ,
1*X2—32 a) r(x,y>=cer—x27—2;

: + y
f(O, c) = 1
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l
f(x, y, z) = —x*—Y-—- :) f(x, y, z) emm;v

X2+y2+zz
f(o, o, c) = o

a)

f(x,y,z)=1 pro x*y'z=0.
La) anov IRZ; a) Brno pro 3:2 —x2< 1; c)v1R2 -[o, m];
a) anov m2;

%) v nJ-(o, o, a); f) \! m3 kromě bodů roviny
X+y*2=0.|

z.z'. Určete 1m “";—_" v c(<—n,1r>); xt<<—7-', JI >) .
n

[umi—,a je rovna o.]

3.4'. Určete lím srot; nx v C(<0,1>) & v LC(<D, 1 >) ,
n...,

[Limizy neexígtuji.]

3.5'. Určete 1m inn“ \! ct<l, 2>> av LC(< 1, 2>) .
„-...

[me jsou rovny 0.1

.g.


