3. LIMITA A SPOJITOST FUNKCE

3.1-D. Necht £ je zobrazent mosiny ACR® do R®. Kfkéme, Ze funkce £ mé
vbod a €A limitu be B, jestlife a Jje hromsdnym bodem muoZiny 4 & k li-
bovolnému okol{ U(b) bodu b v E® existuje okolf U(a) bodu a v IR® takové,
%e pro ke?dé x € R® platf:

x €Ula) N4 = £(x) € UD) .

Tuto skutefnost zapisujeme 1lim f(x) =
X8

3.2-D. Nechf f je zobrezenf miofiny ACR® do K" . Rfkéme, e je spojité v bo-
d® a € A, jestliZe k libovolnému okolf U(b) bodu b = f(a) € B existuje takové
okolf U(a) bodu avR®, Ze plat{i:

xeU(a)n A = f(x)€ UD) .

J%—li zobrazeni f spojité v ke’dém bod¥ mnoZiny A , Ffkéme, Ze je spojité na
mno#in& A . Je-1i spojité na celém svém definifnim oboru, pak stru¥ndji Fikéme, Ze
Je spojité.

0 limité a spojitosti zobrazent v IR® platf obdobné v&ty jako pro
funkce jedné redlné promdnné. Jsou to zejuéna viastnosti soudtu, soudinu, podflu a
kompozice funkef.

ReSené flohy

3.1. Urdeme lim +3y .
(x y)~(2 4)

Resenf: Funkce 2x a 3y Jsou spojité jako funkce jedné proménné a tu-
af% jsou spojité i v R? . Limita se tedy bude rovnat funkfnf hodnot%, tj. 16.
DokaZme to podle definice 3.1. Je

l2x+3y -161=l2(x-2) + 3y - 41 § 2ix - 21 + 3|y - 4I.
Zvolme £> 0 1libovoln¥. Pak pro §-okolf bodu (2, 4), kde & =§ , plati:
Je-li (x, y) z 6-okolf bodu (2, 4), je Ix - 21<8 aly - 41<§ tudtz

l2x + 3y - 161< 2§+368 = 56 =
Limita je tedy rovna 16.

e

3.2, Urdeme Hwe S X by

(x,9)+(0,0) 2,32 11 3

ReSent: Funkce je podflem spojitych funkc! a dosszenfm dosteneme v Fita-
teli i jmenovateli nulu. Nelze tedy pousft véty o limité podflu a proto vyjédFe-
nf funkce vhodnd roziffme.




X2+ y2 Sl 2V y2 41 01)

lin
(x,5)+(0,0) 2, 42,11 (x¥)+(0,0) ey +1-1

=y
Vx24y24'101=

= lim
(x,¥)=(0,0)

3.3. UrZeme lim -E’ﬁ'_z :

(x,¥)+(0,0) x° + y'

Reéen!:de(x—y)z 0=>x%+y22 2 = x% + y2 2 21xyl. Tedy platf
| | "Lg'.ProLo!eja 2in 2L -0, e Ixl. o
P 2 x00 2 (150,00 2
a tedy i lin = 0.
(x,5)+(0,0) x° + y’
3.4, Urfeme  lin (xsind+yeind .
(x,5)+(0,0)

Re¥eni: Funkee je definovéna na moZin& A ={(x, y): x#0, y # 0} .
Pro viechny body (x, y) € 4 platf

Ix si.n%#ysm-i‘ix”sml[oly)lexn 1S 0xl+1yl .

ProtoZe je lim IxI+ 1yl =0 abod (0, 0) je hromadnym bodem mnoZiny A,
§ (x,7)(0,0)
e
3 g P
lim xsinz+ysinz = 0,
(x,5)+(0,0) f %
x
L ®
3.5. UrSeme TR v gt

(x,5)(0,0)
Resent: MA-li uft funkce v bod¥ limitu, musf mit tuto limitu, jestliZe
se k bodu (0, 0) bli#fme po libovolné pFimce. V tomto pF{padé je pro body

(x, 0):
L 1
lin e = +o0 a lim & = -oo,
x+0, %0_
Limite tedy neexistuje.
3.6. Urdete 1 P

in
(%,5)(0,0) x -y
ReZent : Funkce je definovéna pro viechny body v IR® s v§jimkou bodd pifm-
: ky ¥ = x . Spo¥téme limitu funkce po pXfmkéch y = kx , k # 1 . Je
: Lin XA +k) | Ll+k
‘ x+0 x(1 - k) 1-k
& tedy funkce limitu nems.

3
3.7. UrSeme  1lim M“;—*JZ—’ 5

(x,5)+(0,0)  x° + ¥’
ReSent : VySetifme limity funkce po pFimkéch y = kx , x =0 . Je

3a+d) | 1e83 . in (1 + 3 14k3
lip Sinx’Q + = lip x S0 (1 + = lim x .
X0 220+ KD 14220 O+ 1) 30

x0

=0



3.9.

1+ 0 =

in 20+ X
. lim +0.1 = 0.
1402 =

x0 x7(1 +

Abychom ukézali, ze je limita rovna nule, zavedeme v IRZ souFadhice x = g¢cosy,
Y = @ sin y a odhedneme chovénf funkce pro ¢ - O nezévisle na dhlu p. Tim
vlastng nejdeme v 2 okolf bodu (0, 0), které se zobrezf do okolf limity. Je

‘ sin e3(cosdy + sind

éz_g_j=2¢>
¢

alin2p =0 . Je tedy
©+0

A singx3¢x3) A

(x,¥)+(0,0) x°+y

1
s
UrZeme lin L e TW,
(x,7)+(0,00 = + y*

Resent: Zavedeme opét poldrnf souradnice x = P cos y, y = @sin §.
Dostaneme

lim = .
$20 o¥(co

Odhadneme chovén{ funkce v zévislosti na pe <O, 27> . Funkee cos’y + sin®y

je v tomto intervalu spojitd a nabyvé svého minime m =% (proy = F+ k5. Je
tedy
-~ 3 S
T
e b
Déle je 1lim e =1lim 2" =0
£20, oF & rore 2

kde jsme pouZili véty o limit¥ slofené funkce a L'Hospitalova pravidla. Je tedy
1

5 4
lim S
(x,5)+(0,0) x* +y

Rozhodndme, zda je funkce f(x, y) = e spojité a zda ji lze dodefinovat

v celém R® tak, aby byla spojité vsude. =

Beden{: Funkce je definovéna v R® s vyjimkou bodd, kde je y = 0, tj.
osy bodl osy x . Na této mnoZin& je funkce spojité, nebot sin x a y Jjsou
funkce spojité, jejich podfl také a exponenciélni funkee je spojité viude. Po-
dle vity o spojitosti slofené funkee je f(x, y) spojité v A ={(x, ¥): y*0}.
Abychom mohli dodetinovat funkci f(x, y) v R - A , misela by mit v kefdém
bods (x, 0)€ R% limitu. Je-1i (x, o) , x # k7 libovolné, je

sin x sin x

lin + lim
ys0, 7 ¥+0_

& ob& limity Jsou nevlastni. Funkce f£(x, y) tedy nemé v Zédném bod® osy x
limitu a tudf? ji nelze dodefinovat jeko spojitou na v&t3{ mnoZin.

=S



3.10. Rozhodnéte, zda funkce £(x, y) = %— Je 8pojité a zda ji miZeme dodefino-
vat v R® tek, aby byla spojité.

ReSenf: Fukce £ Jje spojitd na celém definitnfm oboru, tj. v

{00 ¥): ¥ # 0} . Je-1i (x,, 0) Llibovolny bod, je pro x, ¥ O
glagy  sinxgy , 4, sing_ lin ‘M:"w
¥y xy (x,¥)2(x,,0) ¥ (x,y),(xa,O) xy
Pro bod (0, 0) je
lin |8 Syl lim  |xl=0 . Je tedy funkee
(x,3)+(0,0)! ¥ (x,)%(0,0) 131 (x,5)(0,0)
S ys0
£(x, y)
x ;3=0

spojité v RZ .

3.11. Pojem limity & spojitosti lze zavést zcela obdobn& pro zobrezenf v libovolném
metrickém prostoru. Uvedme alespoli pro nés nejdile?itdjif pojem 1imity posloup~
nosti.

3.5-D. Nechi x, Je posloupnost bodd v metrickém prostoru (P, ¢ ). Rikéme, Ze

posloupnost {x,} md v (P, @) limitu x e P, jestliZe k libovolném € > O exis-
tuge index n,€ N tek, Ze pro viechna ne N, n 2 B, Je @lxy, x)<eE .

Tuto skutetnost zepisujeme lim x, = x , nebo X —+x v P (n—c0) ,
se

Je-li L lineérn{ normovenj prostor, psk X, x v Le>lx -xI=0 v R
(a=o) .

3.2, Bad £,(t) =1 -t", ne N posloupnost v C(< 0, 1), L;(<0,1>) a
120<0, 1 >). urdete ling, . iz 1912, 13).
ReSendf: a)Prokafdé ne N je funkce fa(t) =1 - t% gpojité a teay
patr{ do prostoru C(<0, 1>). Pro jejf limitu £(t) msf platit

max {1£,(t) = £(t) | ; 1€ <0, 1>} =0 (a— )
a tedy
£(t) = 1imfn(t) S b O Yo
e

Je tudfs £(t) = lim(l - t) = £(t) =1, t€ <0, 1>, £(1) =0 .
new

Funkce f(t) nenf spojité a tedy posloupnost {1 - t®}nems v €(<0, 1>) 1i-
mitu.

b) Pro f£(t) =1 jev l'c(<°'11>)

urn(t)-f(t)ll=ft“at= f-50 m—w)
e n+1

a tedy

Linl-t"=1 v Li<0, 1) .

nee

¢) Zeela obdobnd dostaneme, ze lim1 - t"=1 v 12(<0, 1>) , nebot
new

o




-t -

a lim

1
on+1 nwo\l e

3.13. Poznémka, Konvergence v prostoru C(<a, b>) se nazjvé stejnomérné a je z¥e-
Jmé, Je ve skutednosti

limf = £ v C(<a b>)
nse

plyne i fakt, Ze
Limf = f v L,(<a b>) a Lg((a,b>) ’
nebot e
b
[18t)1at S @ - o) max () ; te<ay 0> .
a
3.14. Ukafme, Ze sin £-0 (m=e) v C(<0, T, L(<0, T>) a 120, 7>) .
ReSenf: Pro n=1,2je maxflsin 1, t€<0,7>} =1.Pro nZ3
je max {lein £l; t€ <0, 7>} = sin T, nevot je funkce sin & rostouct
v intervalu < 0, T > . ProtoZe je lm s).nEA 0, Jje sm;-»o ¥ 0(C0, 1>)x
Podle 3.13 anebo pimym vypoten doki%eme zbyvajfct Sdst tvrzent.

Nefedené dGlohy

3.1°, Spo¥téte limitu funkee

A
=5 : Gy e1-1, 5 sin xy°z

lim . £) lim 3
(x,3)+(0,00 x+y (x,9,2)+(0,1,0)  xyz
2
b) Jinm e y)® . g) lim (x-1)2+y2
(x,5)+(0,0) x-¥ (x,¥)+(1,0) " Ty
2 2 4
<) lin EEyTron; h) lin (x+yeinisinl;
(x,9)2(0,00  x° +y? (%,y)(1,2) S,
22
a) 1lin Lon) 3 XY
2 1) 1lim —,
(%,)+(1,1) 4x° - 3y (x,5)(0,0) 1x! + 1]
o 1
e) lin A+ )™
(x,¥)+(0,0)

{

[ @) neexistue; b) neexistaje; ¢) 1; a) 0; e) neexistuje; 1) 0;
g 0; m3sinleing; i)0.

3.2°. Rozhodndte, zda je funkce £ spojité:

&) fx ) =1 Vxl+yPrl ;o) flx, 3) = avesin ey ;
x

S : £(0, 0) =0
b) £(x, ¥) = H
a) f£(x, y):caez—’z-?'—z;
24y
£(0, 0) =1

St




1
e) f£(x, ¥, 8) =~ ; £) f£(x, y, 2) = &2

x2+y2+7,2
£(0, 0, 0) = 0 f(x,y,2) =1 pro x+y+z=

[ @ anov ®%; b) amopro y2-x°<1; o) v B2-{0, 0};
4a) ano v R%; ﬁ) v ®3 - {0, 0, 0} ; £) v R kromd bodl roviny
x+y+z=0.]

3.3, Urdete lim 8BEX ¢ c(C-m,7>); (<=7, T>) .
e
[1anita go rovaa o.]
3.4". Ur&ete lim arctgnx v C(<0,1>) av Lc(<0, )
new

[Limity neexistuji.]

3.5, Urdete lim ZBBX v (<1, 2>) av LK1, 2>) .

neco

[Linity joou rovay 0.

i3t




