Poznamky k limitam

Véta 0.1. (o limité sevirené funkce)
Necht f1, f2 a [ jsou rediné funkce (na vhodngch definiénich oborech, které jsou édsti R™). Pokud pro
ap € R™ a néjaké jeho prstencové okoli P-(ag) plati, Ze

e fi(a) < f(a) < fa(a) pro vsechna a € P.(ag) N D(f) CR™ a

o lim fi(a) = lim fa(a) =c€R,
a—aop

a—ag

pak lim f(a) =c.

a—aqo

Véta 0.2. (o limité sloZeného zobrazeni)
Méjme sloZené zobrazeni

D) = D(f) L rR™
N N
R™ R

a necht ag € R™ je hromadny bod defini¢niho oboru D(g) ( =D(fo g))
Pokud nyni existuji body by € R* a cog € R™ takové, Ze

lim g(a) =by a lim f(b)=co

a—ao b—bg

a pokud je splnéna alespon jedna z ndsledujicich podminek
e existuje prstencové okoli P.(ayp), Ze g(PE(aO) N D(g)) neobsahuje bod by nebo
o funkce [ je v bodé by spojitd,

pak alLIEO f(g(a)) = co.

Véta 0.3. (o pouziti poldrnich soutadnic)
Necht f je funkce z R? do R a bod ag = (0,0) € R? je hromadnym bodem definiéniho oboru D(f). Necht
existuje prstencové okoli P.(ag), hodnota ¢ € R a funkce g z R do R takovd, Ze
‘f(rcosgo, rsingp) — c‘ < g(r)
pro vechna r € (0,¢€) a ¢ € (0,2m). Jestlize lim g(r) =0, pak lim f(a) =c.

r—04 a—rao

Véta 0.4. (postacujici podminka pro neexistenci limity)
Necht h, g jsou funkce z R™ do R, které jsou spojité v néjakém okoli U.(ag) bodu ag € R™ a ddle plati:

e bod ag je hromadny bod definiéniho oboru D(%) funkce g,
o cxistuje mnozina M C R"™ takovd, Ze

(i) ag je hromadny bod mnoZiny M,
(i) pro kazdé a € M je h(a) # 0 a g(a) = 0.

Pak NEEXISTUJE (konecnd) limita lim .

a—ag (a‘)



Typické pouziti véty o neexistenci limity:
Mnozina M je néjaka kiivka, kterd prochazi bodem aq takova, ze funkce g se na ni vynuluje, zatimco
funkce h se na téhle kiivce nikde nevynuluje (kromé bodu ag, v némz se snazime zjistit limitu funkce %)

Véta 0.5. (obecnéjsi verze postacujici podminky pro neexistenci limity)
Necht f je funkce z R™ do R takovd, Ze plati

e bod ag je hromadny bod definicniho oboru D(f) funkce f.
e cristuje mnozina M C R"™ takovd, Ze

(i) ag je hromadny bod mnoziny M,
(ii) pro kazdé a1 € M je ILm |f(a)] = oc.
a aq

Pak NEEXISTUJE (konecnd) limita li_>m f(a).
a—ag

(Limity rovné too sice v pripadé funkci vice proménnych z definice neuvaZujeme, ale v ramci prehlednéjsiho
znéni véty a dikazu je na chvili pripustime.)

Diikaz. 'V kazdém okoli U, (ap) bodu ag si vezmeme bod a; € M, ktery k nému bude “dost blizko” (napf.
aby [la1 — ao|| < /2). Protoze lim |f(a)| = oo, musi v okoli U, /5(a1) existovat bod ap € D(f) v némz je
a—aq

hodnota |f(ag)| dostateéné vysokd (vétsi nez libovolnd pevné zvolend mez K, tedy |f(az2)| > K). Bod ay se
ale evidentné nachézi i v Uc(ap), protoze

laz — aol| < llaz — a1l + [lar —aoll <e/24+¢e/2=¢.

V okoli U.(ag) (voleném libovolné) tak méme bod, kde je hodnota funkce f piilis velkd (v absolutni
hodnoté). Tudiz funkce f nemuze mit v ag koneénou limitu (jinak by musela byt uz omezend v néjakém
okolf ag.)

lim f(a) tedy neexistuje (alespon ne jako koneénd limita). O
a—aqo
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