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Prednaska MA1

Obsah, smysl a prostredky



Co je matematicka analyza?

»analyza“ je jen nazev

matematika spojitého svéta

prace s nekonecnem

limity, derivace a integraly
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Pouziti matematicke analyzy

popis procesl zaloZzenych na spojité zméné, diferencialni rovnice

fyzika (nejstarsi motivace)

optimalizace (hledani maxima, nejlepsiho feseni)

aproximace (hledani pfiblizné hodnoty)

matematické modelovani
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Organizace predmétu

Pfednaska (vyklad teorie a pocetnich postupli)

Utery 14:30-16:00, poslucharna 209
stfeda 16:15-17:45, poslucharna 256
Gc¢ast nepovinna, ale doporucena

Cviceni (pocitani a dokazovani)

viz osobni rozvrh
Gcast povinna

Proseminar (dalsi procviceni, rozsifujici informace)

stfeda 18:00-19:30, poslucharna 132 (tydny 1-8)
Utery 16:15-17:45, poslucharna 209 (tydny 9-14)
Gcast nepovinna, samostatny predmét (2 kredity)
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Hlavni zdroj (skripta ). Tkadlece):
[T]). Tkadlec: Diferencialni a integralni pocet funkci jedné proménné. CVUT,
Praha, 2011

Pomocneé zdroje:

Skripta Ctyf jezdcl z Apokalypsy (MFF UK, hlubsi teorie):

[4H] L. Pick, S. Hencl, J. Spurny a M. Zeleny: Matematicka analyza 1
www?2.karlin.mff.cuni.cz/~pick/analyza.pdf

Klasické ucebnice matematické analyzy (velmi detailni, starsi pristup):
[)1V. Jarnik: Diferencialni pocet I, Integralni pocet I.
dml.cz/handle/10338.dmlcz/401980
dml.cz/handle/10338.dmlcz/402028

Interaktivni Math Tutor:
[Tut] P. Habala, Math Tutor

math.fel.cvut.cz/mt/index.htm
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http://www2.karlin.mff.cuni.cz/~pick/analyza.pdf
https://dml.cz/handle/10338.dmlcz/401980
https://dml.cz/handle/10338.dmlcz/402028
https://math.fel.cvut.cz/mt/index.htm

Ucebnice kalkulu (pomérné odlisny vyklad):
[S] M. Spivak: Calculus, 4™ Ed. Publish or Perish, Inc., 2008

[Scw] ). Stewart, D. K. Clegg, S. Watson: Single Variable Calculus, 9" Ed. Cen-
gage Learning 2020

[Th]). Haas, C. Heil, M. D. Weir, P. Bogacki: Thomas’ Calculus, 15t Ed. Pearson
2023
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Skripta o fadach:
[Pr] L. Pricha, Rady. CVUT, Praha, 2005

Sbirka resenych prikladu:
[ZH] P. Zemanek, P. Hasil: Sbirka reSenych prikladi z matematické analyzy |
is.muni.cz/do/sci/UMS/el/analyza/pdf/SPzMAIl.pdf

Sbirka z pekel (nefesené priklady s velmi variabilni obtiZnosti):
[D] B. P. Démidovic: Sbirka iloh a cviceni z matematické analyzy. Fragment,
2003

RUzné zajimavéjsi problémy z matematické analyzy:
[KN] W. ). Kaczor, M. T. Nowak: Problems in Mathematical Analysis |, 11, 111,
AMS 2000, 2001, 2003
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https://is.muni.cz/do/sci/UMS/el/analyza/pdf/SPzMAI.pdf

Klasika o tom, jak resit matematické problémy:
[Po] G. Polya: How To Solve It, 15t Ed. Princeton University Press, 1945

Doplikovy text ). Velebila o matematickeé logice:
[V]1). Velebil: Velmi jemny tvod do matematické logiRy
math.fel.cvut.cz/en/people/velebil/files/y01mlo/logika.pdf

Pozoruhodny zplsob kontroly matematickych dikazd pocitacem:
www.ma.imperial.ac.uk/~buzzard/xena/natural_number_game
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https://math.fel.cvut.cz/en/people/velebil/files/y01mlo/logika.pdf
https://www.ma.imperial.ac.uk/~buzzard/xena/natural_number_game

(1) Zapocet ze cviceni

aktivita na cviceni, domaci tkoly
(2) Pisemna cast zkousky

pocetni i teoretické Glohy
(3) Ustni éast zkousky

klicovy pojem, teoretické Glohy

Pro absolvovani pfedmétu nutno splnit bod (3). Splnéni bodu (n) je nutnou
podminkou pro splnéni bodu (n + 1), kde n € {1,2}.
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Zakladni pojmy

Elementarni vyrokova logika



Definice 1.1 (vyrok)

Vyrok je takové tvrzeni (oznamovaci véta), o kterém ma smysl fici,
jestli je pravdivé (plati) nebo nepravdivé (neplati).

je vyrok neni vyrok

14

,Cislo 6 je sudé.” ,Bang
,Brno leZi v Cechach.“ | ,Kéz by uZ bylo 16:00.“

,Cislo =™ je iracionalni.” Ted lZu“
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Definice 1.2 (negace)

Necht A je vyrok. Negaci vyroku A je vyrok:
»Neplati A.“

Negaci A znacime symbolem
—A.
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Definice 1.3 (konjunkce)

Konjunkci vyroki A a B je vyrok:
,Plati A a B.“

Konjunkci znacime symboly

A&B nebo A A B.
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Definice 1.4 (disjunkce)

Disjunkci vyroki A a B je vyrok:

Disjunkci zna¢ime symbolem

,Plati A nebo plati B.“

AV B.

Pozor!

Disjunkce neznamena vylucovaci vztah ,bud, a nebo” (,XOR"). Vyrok A v B
je pravdivy i v pripadé, Ze plati A & B.
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Definice 1.5 (implikace)

Implikaci je vyrok:
JJestlize plati A, potom plati B.“

Tento vyrok znacime symbolem
A= B.

Vyrok A v tomto kontextu nazyvame prepokladem (premisou), vyrok B
zavérem.

Alternativni formulace:

,Vyrok A implikuje vyrok B.“

-Z A plyne B,

»Necht plati A. Potom plati B.“

,A je postacujici podminkou pro B.
,B je nutnou podminkou pro A.“
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Pozor!
Vyrok A = B plati automaticky v pripadé, ze vyrok A je nepravdivy. Napfi-
klad:

JJestliZe je Praha hlavnim méstem TadZikistanu, potom Slunce obiha okolo

> u

Zeme,
je pravdivym vyrokem.

Z tohoto vyroku ovsem nevyplyva, Ze Slunce obiha okolo Zemé. Ovsem ani
to, ze okolo ni neobiha!
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Definice 1.6 (ekvivalence)

Ekvivalenci rozumime vyrok:
VroR A plati pravé tehdy, kdyz plati vyrok B.“

Tento vyrok znacime symbolem A < B.

Alternativni formulace:

,Vyrok A plati tehdy a jen tehdy, plati-li vyrok B.”
,VVrok A je ekvivalentni vyroku B*

LA je nutnou a postacujici podminkou pro B.”
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Pravdivostni tabulka pro zakladni typy vyroku

1= pravda, 0 = nepravda

A|B|-A|A&B|AVB|A=B|A&B
1j1{0] 1 D 1 1
1{o] o] 0 1 0 0
0|1] 1 0 1 @® 0
ojol 1] o o | @ 1

(1) ,,OR # XOR*
@ ~hepravda = cokoli“
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Prvni véta

Véta 1.7 (vlastnosti negace, konjunkce a disjunkce)

Necht A, B, C jsou vyroRy s libovolnou pravdivosti. Potom plati nasle-
dujici vyroky:

(i) ~(-A) = A;

(i) (A&B) & (B&A);

(iii)

(iv

(A&B)&C) < (A& (B&C));
(AVB) < (BVA)

(AVB)VC) < (AV (BVC(O);
(AV (B&C) < ((AVB)&(AV (),
(A&(BVC) < (A&B)V (A&Q)).

)
(v)
(vi)

)

(vii

Tuto a dalsSi podobné véty lze dokazat pomoci tabulky pravdivostnich hod-
not (viz skripta [4H]).
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Dalsi uZitecné vlastnosti logickych operaci

Véta 1.8 (negace konjunkce, disjunkce, implikace a ekvivalence)
Necht A, B jsou vyroRy s libovolnou pravdivosti. Potom plati nasledujici
Vyroky:

(i) ~(A&B) < (—AV —B);

(i) ~(AVB) < (-A&-B);
(iii) (A= B) & (A&—B);
(iv) =(A < B) & (A<= —B).
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Dalsi uZitecné vlastnosti logickych operaci

Véta 1.9 (vztah implikace a ekvivalence)

Necht A, B jsou vyroRy s libovolnou pravdivosti. Potom plati:

(A& B)< (A= B)&(B=A)).

Véta 1.10 (ekvivalentni vyjadFeni implikaci)

Necht A, B, C jsou vyroRy s libovolnou pravdivosti. Potom plati:
(i) (A= B) & (-B= -A);

(i) (A=B) < (-AVB);

(iii) (AVB)=0) < (A= 0&(B=0()).

19/603



Zakladni pojmy

Mnoziny



MnozZiny

Definice 111 (mnozina)

MnozZinou rozumime jakykoli souhrn navzajem rliznych objektd
(prvku) do jednoho celku. Skutecnost, Ze objekt x je prvkem mno-
Ziny M, znacime

X e M.

Naopak symbol
X¢M
znamena, ze objekt m neni prvkem mnoZiny M.

Mnozinu, ktera neobsahuje Zadny prvek, nazyvame prazdnou mnozi-
nou a znacime symbolem @.

Toto je ,naivni definice” mnoziny. Lze ji nahradit korektni formalni definici,
to ale dalece presahuje nas zajem v této prednasce.
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Zkraceny zapis vice prvku mnozZiny

Necht M je mnozina. Namisto
X1 EM, X M
piSeme obvykle zkracené
X1,Xo € M.

Analogicky postupujeme u vice prvkl stejné mnoziny.
Jsou-li My, My mnoziny, miZzeme namisto

X1 € My, X5 € My
psat

(X1,X2) € My X Mg,

viz Definici 1.19 kartézského soucinu pozdéji. Analogie pro vétsi pocet mno-
Zin je opét mozna.
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Podmnoziny

Definice 1.12 (podmnoZina, inkluze)

Necht M, P jsou mnoziny.

(i) Rekneme, Ze P je podmnozinou M, a znacime
PcCM,
je-li kazdy prvek mnoziny P zaroven prvkem mnoziny M.

(i) Rekneme, Ze mnoZiny P a M jsou si rovny, a piseme

P=M,
plati-li zaroven P c Ma M C P.V opacném pripadé piSeme
P+£M.
(iii) Rekneme, Ze P je vlastni podmnozinou M, a znacime
Pc M,

pokud plati zaroven P c Ma P # M.
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Znaceni:

Vztah P C M oznacujeme za neostrou inkluzi. Nékdy se v tomto kontextu
misto ,,C“ pouziva ,,C* my ale druhy symbol pouZivat nebudeme.

Vztah P C M oznacujeme za ostrou inkluzi.
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Zapis mnozin

Nové mnoziny ¢asto definujeme jako mnoziny vSech prvki néjaké vétsi mno-
zZiny, které maji danou vlastnost. Napriklad predpis

M:={neN|3kReN:n=~k}

nazev / \ mnozinova
mnoziny zavorka

mnoZzinova mnozinovy
. zavorka oddélovac
definicni

rovnitko vlastnost

ptr\ilakru prvku

definuje mnozinu vSech druhych mocnin pfirozenych cisel.

Kratsi zapis:
M= {R* | kR € N}

Misto oddélovace | se pouZiva takeé stfednik (;), pfipadné dvojtecka (:).
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Mnozinové operace

Definice 1.13 (sjednoceni mnozin)

Necht M, N jsou mnoziny.
(i) Sjednocenim mnozin M a N je mnoZina
MUN = {x|xeMVxeN}.
(ii) Pranikem mnoZin M a N je mnoZina
MNN:={x|xeM&xe N}.
Rekneme, Ze M a N jsou disjunktni, pokud plati
MNN=g.
(iii) Rozdilem mnozin M a N v tomto poradi je mnozina
M\N:={x|xeM8&x ¢ N}.
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Mnozinové operace

Pozor!
Pro zapis mnozinového rozdilu pouzivame vyhradné symbol M \ N,
nikoli ,M — N“. Druhy symbol ma jiny vyznam!

Pozorovani.
Operace sjednoceni a priniku jsou komutativni, plati totiz

MUN=NUM, MNN=NNM.
Operace rozdilu neni komutativni, obecné mize nastat
M\ N # N\ M.

V jakém pripadé zde jediné nastava rovnost?
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Konec 1. prednasky 23. 9. 2024
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Pfirozena, cela a racionalni ¢isla

~Xu

Zavedeme nyni ,intuitivné” zakladni Ciselné obory.

Presné;jsi (ale méné intuitivni) definice uvidime zanedlouho.
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Prirozena cisla

Pfirozenymi Cisly rozumime cisla 1, 2, 3, 4 atd. MnozZinu vSech pfirozenych
Cisel znacime N.

Lze tedy psat
N={1,2,3,...}.

Konvence.
Nulu v této prednasce nepovazujeme za pfirozené cislo. Je-li tfeba, lze zna-
Cit

No := NU {0}.
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Prirozena cisla

Mnozina N je uzavfena na operaci s¢itani, coz znamena:
mneN=m+necN.

Pfirozena Cisla ale neobsahuji neutralni prvek vici s€itani (nulu) a své in-
verzni prvky vici s¢itani (zaporna cela Cisla).
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Mnozina celych cisel vznikne tak, Ze ji doplnime neutralnim prvkem vici
s¢itani (0) a inverznim prvkem vici scitani pro kazdé prirozené Cislo. Zna-
¢ime ji Z.

Plati tedy
Z={1,2,3,..3U{0,—1,-2,-3,...}.
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Racionalni ¢isla

Mnozinu racionalnich ¢isel znacime Q a definujeme jako
Q= {Z‘peZqEN}.

PlatiN c Z c Q. Racionalni cisla jsou uzaviena na operace scitani, odcitani,
nasobeni a déleni nenulovym prvkem.
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Parita celych cisel

Uvedme jeSté tyto notoricky znamé pojmy:

Definice 114 (suda a licha ¢isla)

Cislo z € Z se nazve
(i) sude, pokud existuje k € Z takové, ze plati z = 2k;
(i) liché, pokud existuje k € Z takové, Ze plati z = 2k + 1;

Tvrzeni 1.15 (parita celych cisel)

KaZdeé celé Cislo je bud'sudé, nebo liché.

Dukaz tohoto tvrzeni je cvicenim na matematickou indukci.
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Zakladni pojmy

Kvantifikatory



Vyrokova forma

Definice 1.16 (vyrokova forma)

V(Xl, c.

Necht My, ..., M, jsou mnoziny. Vyrokova forma

. Xn)

je vyraz, jenz se stane vyrokem, dosadime-li za proménné xy, ..., X, po
radé konkrétni prvky z mnozin My, ..

., My. Znacime také

V(X1,...,Xn), X1 €My,...,Xn € My,

abychom specifikovali, jaké proménné pripadaji v Gvahu.

,Cislo x je sudé, x € N“ je vyrokova forma.

,Cislo 4 je sudé“ je vyrok.
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Definice 1.17 (obecny a existen¢ni kvantifikator)

Necht M je mnoZzina a V(x),x € M je vyrokova forma.
(i) vyrok ,Pro kazdé x € M plati V(x)“ symbolicky zapisujeme
VxeM:V(x).

(i) vyrok ,Existuje x € M takové, Ze plati V(x),“ symbolicky zapisu-
jeme

Ix e M: V(x).

(iii) vyrok ,Existuje pravé jedno x € M takové, Ze plati V(x),“ symbo-
licky zapisujeme

Alx e M: V(x).

Symboly V, 3 nazyvame obecny, resp. existencni kvantifikator.

35/603



Poradi stejnych kvantifikatoru

Obsahuje-li vyrok/vyrokova forma vice kvantifikatorl stejného typu za se-
bou, midZeme poradi jimi kvantifikovanych vyrazii libovolné zameénit.
Napf. vyrok

VxeMVyeM;:V(xy)

ma stejnou pravdivostni hodnotu jako vyrok
VyeMyVxeM;:V(xy)
a oba lze zkracené zapsat jako

VxeMy,yeMs:V(x,y).
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Poradi ruznych kvantifikatoru

Pozor!
Jsou-li kvantifikatory ruzného typu, nelze poradi zaménit bez zmény vy-
znamu vyroku/vyrokoveé formy!
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Poradi ruznych kvantifikatoru

Pozor!
Jsou-li kvantifikatory ruzného typu, nelze poradi zaménit bez zmény vy-
znamu vyroku/vyrokoveé formy!

Priklad (o Cingischanovi):
Necht D je mnoZina vSech déti a M mnozina vsech muzi. UvaZzujme vyroko-

vou formu
Vim,d), meM, deD

s vyznamem ,MuZ m je otcem ditéte d*“.
Co rikaji vyroky

VdeDdmeM:V(m,d),
IdmeMvdeD:V(im,d)?
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Dalsi zkracené znaceni

Necht M je mnozina a U, V jsou vyrokove formy s proménnou x € M. Potom
vyrok
VxeM: (Ux) = V(x)

zapisujeme zkracené jako
Vx e M,U(x) : V(x).

Priklad.
Velka Fermatova véta je formulovana jako

Vx,y,z,neN, n>2: x"+y"£2"
Delsi zapis je:

Vx,y,zzn e N: ((n>2) = (X" +y" #2")).
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Zapis neexistence

Otazka:
Jak zapsat vyrok:

Neexistuje zadné x € M, pro které plati V(x)? (1)
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Zapis neexistence

Otazka:
Jak zapsat vyrok:

Neexistuje zadné x € M, pro které plati V(x)? (1)

Nepise se nic jako , 2 neni to potieba.

39/603



Zapis neexistence

Otazka:
Jak zapsat vyrok:

Neexistuje zadné x € M, pro které plati V(x)? (1)

Nepise se nic jako , 2 neni to potieba.

Vyrok (1) znamena toto:
—(3x e M: V(x)),
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Zapis neexistence

Otazka:
Jak zapsat vyrok:

Neexistuje zadné x € M, pro které plati V(x)? (1)

Nepise se nic jako , 2 neni to potieba.

Vyrok (1) znamena toto:
—(3x e M: V(x)),

tudiz se zapiSe takto:
VxeM: =V(x).
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Negace kvantifikovanych vyroku

Obecné negujeme kvantifikované vyroky takto:

S(3IxeM: V(X)) <<= VxeM:-V(x),
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Negace kvantifikovanych vyroku

Obecné negujeme kvantifikované vyroky takto:
S(3IxeM: V(X)) <<= VxeM:-V(x),

A(VxeM:V(x)) <« 3IxeM:-V(x).
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Negace kvantifikovanych vyroku

Obecné negujeme kvantifikované vyroky takto:
S(3IxeM: V(X)) <<= VxeM:-V(x),

A(VxeM:V(x)) <« 3IxeM:-V(x).

Timto zplsobem znegujeme i zfetézené kvantifikované vyroky (negujeme
postupné zleva doprava).
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Retézeni kvantifikatort

Priklad.
Necht vyrokova forma V(x, y) znamena:

X +y je sudé cislo.

Které z téchto vyroku jsou pravdivé?

(i) VX e ZVy e Z: V(x,y).
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Retézeni kvantifikatort

Priklad.
Necht vyrokova forma V(x, y) znamena:

X +y je sudé cislo.

Které z téchto vyroku jsou pravdivé?

(i) VX e ZVy e Z: V(x,y).
(i) 3xeZVy e Z: V(x,y).
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Retézeni kvantifikatort

Priklad.
Necht vyrokova forma V(x, y) znamena:

X +y je sudé cislo.

Které z téchto vyroku jsou pravdivé?

(i) VX e ZVy e Z: V(x,y).
(i) 3xeZVy e Z: V(x,y).
(i) Vx e Z 3y € Z: V(x,y).
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Retézeni kvantifikatort

Priklad.
Necht vyrokova forma V(x, y) znamena:

X +y je sudé cislo.

Které z téchto vyroku jsou pravdivé?

(i) vxezZzvyeZ:V
(i) IxezvyeZ: Vv
(ili) vxeZ3Iy e Z: V.
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Zakladni pojmy

Matematicka teorie



Matematicka teorie

Matematicka teorie se sklada z definic, axiomu, vét a jejich dikazu.
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Definice jsou pojmenovani/oznaceni riznych objektl nebo vlastnosti.
Definice samotné nijak ,nedokazujeme”, to by nedavalo smysl.

Zalezi nam ale na tom, aby definice byly tzv. korektni, tedy aby neobsaho-
valy néjaky vnitfni spor, napf. nedefinovaly objekt, ktery nemiZze existovat.
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Axiomy jsou tvrzeni, ktera pfijimame bez dlikazu jako pravdu. Matematika

pracuje se sadami axiomd, ze kterych logicky vyvozuje vSechny ostatni vy-
sledky.

Axiomy zpravidla popisuji ,samozrejmé skutecnosti“, napr. takovy axiom
maze fikat: ,Kazdy prvek (objekt) je roven sam sobé.”
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Véty jsou hlavnim obsahem matematiky. Casto se jedna o vyroky ve tvaru
implikace, tedy:

~Pokud plati tento predpoklad, potom plati tento zaver.”

Predpoklady jsou ve vétach zasadni, bez jejich splnéni nemusi zavér platit
(a zpravidla neplati).

Véty maji i svlij prakticky vyznam, €asto davaji konkrétni navod, jak ,néco
spocitat”.

Slovem lemma obvykle oznacujeme pomocné tvrzeni, které se vyuziva k di-
kazu néjakého vétsiho vysledku (véty).
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Matematicka teorie

Soucasti matematickych vét jsou i jejich dukazy. Diikazem je logické vyvo-
zeni zavéru z predpokladd pomoci axiomU nebo dfive dokazanych tvrzeni.
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Zakladni pojmy

Zakladni typy dikazu



Zakladni typy dikazu

Matematicka tvrzeni maji casto podobu implikace
P =72
kde P je néjaky predpoklad a Z néjaky zavér.
Napriklad tvrzeni typu
»pro kazdy prvek x mnoziny M plati Z(x)“
je totéz, co implikace

.Xje prvkem mnozinyM = plati Z(x)"
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Pfimy dukaz tvrzeni P = Z:

Predpokladame P, vyvozujeme logicky rfetézec vhodnych dil¢ich kroka:

P=D,=Dy=---= D=7

Tip — ,,postup pozpatku“:
Zname vhodné tvrzeni C takove, ze C = Z? Mozna je jednodussi dokazat
P=C.
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Jak se pfimo dokazuji tvrzeni typu Vx € M: V(x)?

Predpokladame, Ze x € M, tedy mame k dispozici néjaky takovy prvek. Vyvo-
zujeme, Ze plati V(x) - asi z néjakych nam znamych vlastnosti vSech prvkl
mnoziny M (Casto napf. pfimo z jeji definice).
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Jak se pfimo dokazuji tvrzeni typu Vx € M: V(x)?

Predpokladame, Ze x € M, tedy mame k dispozici néjaky takovy prvek. Vyvo-
zujeme, Ze plati V(x) - asi z néjakych nam znamych vlastnosti vSech prvkl
mnoziny M (Casto napf. pfimo z jeji definice).

Pozor!

Uvodni predpoklad: ,necht x € M“ je Easto formulovan jako: ,volme x € M“
Tim se ale nemysli, Ze vybereme konkrétni prvek (napf. x = 5z mnoZziny N).
Tak bychom dokazali pouze V(5), na ,Vx € N : V(x)“ to ale nestaci.
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Jak se pfimo dokazuji tvrzeni typu Vx € M: V(x)?

Predpokladame, Ze x € M, tedy mame k dispozici néjaky takovy prvek. Vyvo-
zujeme, Ze plati V(x) - asi z néjakych nam znamych vlastnosti vSech prvkl
mnoziny M (Casto napf. pfimo z jeji definice).

Pozor!

Uvodni predpoklad: ,necht x € M“ je Easto formulovan jako: ,volme x € M“
Tim se ale nemysli, Ze vybereme konkrétni prvek (napf. x = 5z mnoZziny N).
Tak bychom dokazali pouze V(5), na ,Vx € N : V(x)“ to ale nestaci.

Priklad.
Dokazte prfimo, ze pro kazdeé celé Cislo n plati:

nje sudé = n? je sudé.
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Jak se pFimo dokazuji tvrzeni typu 3x € M: V(x)?
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Jak se pFimo dokazuji tvrzeni typu 3x € M: V(x)?

Konstruktivni dukaz:
Najdeme konkrétni pfipad prvku x € M, ktery spliuje V(x).
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Jak se pFimo dokazuji tvrzeni typu 3x € M: V(x)?

Konstruktivni dukaz:
Najdeme konkrétni pfipad prvku x € M, ktery spliuje V(x).

Nekonstruktivni (existenéni) dikaz:
Existenci takového x € M vyvodime bez konkrétniho pfikladu.
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Jak se pFimo dokazuji tvrzeni typu 3x € M: V(x)?

Konstruktivni dukaz:
Najdeme konkrétni pfipad prvku x € M, ktery spliuje V(x).

Nekonstruktivni (existenéni) dikaz:
Existenci takového x € M vyvodime bez konkrétniho pfikladu.

Priklad.
Dokazte, Ze v této poslucharné jsou dvé osoby, které maji narozeniny ve
stejném tydnu.
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Nepfimy dukaz

Nepfimy dukaz tvrzeni P = Z:

Pouzijeme ekvivalenci (viz V 1.10(i)):
(P=2) & (~Z= —P).

Dokazat vyrok vpravo miZze byt snazsi nez dokazat vyrok vlevo.
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Nepfimy dukaz

Nepfimy dukaz tvrzeni P = Z:

Pouzijeme ekvivalenci (viz V 1.10(i)):
(P=2) & (~Z= —P).

Dokazat vyrok vpravo miZze byt snazsi nez dokazat vyrok vlevo.

Priklad.
Dokazte neprimo, ze pro kazdeé celé Cislo n plati:

n? je sudé = n je sudeé.
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Konec 2. prednasky 24. 9. 2025
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Dukaz sporem tvrzeni P = Z:

Vyuzivame ekvivalenci (viz V 1.8(i), V 1.10(ii)):

(P=2) < ~(P&-Z).

Predpokladame tedy P & —Z a odtud se snazime vyvodit nepravdivy vyrok
(spor). Pokud se to podafi, dokazali jsme —(P & —2Z), a tudizi P = Z
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Dukaz sporem tvrzeni P = Z:

Vyuzivame ekvivalenci (viz V 1.8(i), V 1.10(ii)):

(P=2) < ~(P&-Z).

Predpokladame tedy P & —Z a odtud se snazime vyvodit nepravdivy vyrok
(spor). Pokud se to podafi, dokazali jsme —(P & —2Z), a tudizi P = Z

Priklad.
DokaZte, Ze neexistuje zadné €islo x € Q takové, ze x> = 2.
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Dukaz matematickou indukci

Matematickou indukci [ze Casto dokazat tvrzeni typu
VneN:V(n),
kde V(n),n € N je néjaka vyrokova forma. Postupujeme takto:

1. krok:
Dokazeme, ze plati V(1).

2. krok (indukéni krok):
Predpokladame, Ze V(n) plati (tzv. indukéni pfedpoklad), a vyvodime odtud,
ze plati V(n + 1).

Pokud se oba kroky podafily, dokazali jsme, Ze V(n) plati pro vSechnan € N.
Z V(1) totiz podle indukéniho kroku vyplyva V(2), odtud V(3) atd.
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Dukaz matematickou indukci

Priklad.
Dokazte toto tvrzeni (pojem R zde na dluh):

Tvrzeni 1.18 (Bernoulliho nerovnost)

Pro vsechna x € R, x > —1 a vSechna n € N plati:

(14+x)" > 1+ nx.

Poznamka. Predpoklad x > —1 se zde da dokonce zeslabit az na x > —2. To
lze dokazat chytrejsi indukci.
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Zakladni pojmy

Relace



Kartézsky soucin

Klicova definice 1.19 (kartézsky soucin)

Necht X, Y jsou mnoZiny. Potom kartézskym soucinem mnozin X a Y,
v tomto poradi, rozumime mnozZinu

XxY={xy)|[xeX yeVY}
Pokud X = Y, lze psat zkracené

X2 =X xX.

Kartézsky soucin je tedy mnozina vSech uspofadanych dvojic, které lze vy-
tvofit tak, Zze prvnim clenem dvojice je prvek mnozZiny X a druhym prvek
mnoziny Y.
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Kartézsky soucin

Na poradi zalezi, mize platit
XxY#£YxX.

Kdy zde plati rovnost?
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Kartézsky soucin

Na poradi zalezi, mize platit

XxY#£YxX.
Kdy zde plati rovnost?
Plati: Pokud X # @ & Y # @, potom

XxY=YxX) < X=VY).
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Kartézsky soucin

Priklad.
UvaZujme mnoziny

[={xeR|0<x<1},
D::{g]keZJ)gng}.

Jak vypadaji nasledujici kartézské souciny?
(i) 1x1

(i) Dx D

(iii) IxD

(iv) D x I
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Binarni relace

Kli¢ova definice 1.20 (relace)

Necht X, Y jsou mnoziny. Potom (binarni) relaci R na X x Y nazyvame
libovolnou podmnozinu kartézského soucinu X x Y.

Pokud X = Ya R C X x X, fikame struc¢né, ze R je (binarni) relaci na X.

V této prednasce budeme pro strucnost slovo ,binarni“ vypoustét.
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Binarni relace: znaceni

Necht R je relace na X x Y a dvojice (x,y) je jejim prvkem. Jak toto znacime?
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Binarni relace: znaceni

Necht R je relace na X x Y a dvojice (x,y) je jejim prvkem. Jak toto znacime?

MnozZinové znaceni:
(x,y) €R
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Binarni relace: znaceni

Necht R je relace na X x Y a dvojice (x,y) je jejim prvkem. Jak toto znacime?

MnozZinové znaceni:
(x,y) €R

Znaceni ,se stfednim symbolem*:
XRy

1

Napf. u relace usporadani: ,x < y“ misto ,,(x,y) € <*
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Binarni relace: znaceni

Necht R je relace na X x Y a dvojice (x,y) je jejim prvkem. Jak toto znacime?

MnozZinové znaceni:
(x,y) €R

Znaceni ,se stfednim symbolem*:
XRy

1

Napf. u relace usporadani: ,x < y“ misto ,,(x,y) € <*

Znaceni pro zobrazeni:
y=RX)
Pouziva se, je-li R zobrazeni.

Definice zobrazeni a usporadani viz dale.
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Binarni relace

Priklad.

(i) Clovék v poslucharné je v relaci R; se Zidli v poslucharné, pokud na ni
nékdy sedél.

(ii) Realné cCislo x je v relaci R, s realnym Cislem y, je-li druhé z nich druhou
mocninou prvniho.

(iii) Dva lidé v poslucharné jsou v relaci Rs, pokud je prvni z nich té€zsi nez
druhy.
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Binarni relace

Priklad.

(i) Clovék v poslucharné je v relaci R; se Zidli v poslucharné, pokud na ni
nékdy sedél.

(ii) Realné cCislo x je v relaci R, s realnym Cislem y, je-li druhé z nich druhou
mocninou prvniho.

(iii) Dva lidé v poslucharné jsou v relaci Rs, pokud je prvni z nich té€zsi nez
druhy.

Relace R, je dokonce zobrazeni (viz D 1.21) a R je usporadani (viz D 1.33).
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Zobrazeni

Kli¢ova definice 1.21 (zobrazeni)

Necht X, Y jsou mnoziny.

(i) Zobrazenim mnoziny X do mnoZiny Y nazveme takovou relaci
f C X x Y, ktera spliuje
VxeX3lyeY:(xy) ef
Je-li (x,y) € f, znacime
fix) =y.
Prvek x v tomto vztahu se nazyva argument, prvek y pak hodnota
zobrazeni v bodé x.

(if) MnoZinu X v tomto kontextu nazveme defini¢nim oborem zobra-
zeni f a znac¢ime D(f).

(iii) Oborem hodnot zobrazeni f nazveme mnozinu

R(f) = {f(0) | x € X}.
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Zobrazeni

Necht X, Y jsou mnoziny.

Znaceni:
Skutecnost, Ze f C X x Y je zobrazeni z X do Y, zapisujeme symbolicky takto:

f:X—Y.
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Zobrazeni

Necht X, Y jsou mnoziny.

Znaceni:
Skutecnost, Ze f C X x Y je zobrazeni z X do Y, zapisujeme symbolicky takto:

f:X—Y.

Pozor!
Tento zapis obecné neznamena, Ze Y = R(f). Pouze fika, Ze R C V.
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Zobrazeni

Nas pfistup (Def. 1.21):
Zobrazeni je totéz, co jeho graf, tedy mnozina usporadanych dvojic (x, f(x)),
kde x € D(f).

Jiny pfistup:
Zobrazeni f jako

~pravidlo, které kazdému x € D(f) pfirazuje pravé jednoy € Y*

To je vagni pro formalni definici, dava to ale dobrou intuitivni predstavu.
Zde je pak ale formalni rozdil mezi funkci a jejim grafem.

Oba dva pfristupy nesou stejnou informaci o zobrazeni f.
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Zobrazeni: symbolickée znaceni

Znacent:
Chceme-li definovat/popsat konkrétni zobrazeni, pouzivame casto nasle-
dujici schéma:

f:X=Y,

X = f(x).

Namisto ,f(x)" zpravidla piSeme konkrétni pozadovany tvar obrazu, viz na-
sledujici priklad.
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Zobrazeni: symbolickée znaceni

Znacent:
Chceme-li definovat/popsat konkrétni zobrazeni, pouzivame casto nasle-
dujici schéma:

»Zobrazovaci“
defini¢ni Sipka cilova
obor mnozina
] \ l /
nazev
zobrazeni Hf: X— Y’
X = f(X).
/ I \ hodnota
argument (obraz)
(vzor)  wPfifazovaci*
Sipka

Namisto ,f(x)" zpravidla piSeme konkrétni pozadovany tvar obrazu, viz na-
sledujici priklad.
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Zobrazeni: symbolickée znaceni

Priklad.
Zobrazeni f, které kazdému prirozenému Ccislu prifradi Cislo o 1 vétsi, sym-
bolicky zapiseme takto:

f:N— N

X — X+ 1.

Symbol f znaci celé zobrazeni, formalné je to tedy podmnozina N2,

Symbol f(x) znaci hodnotu zobrazeni v bodé x, je to tedy cislo.

Symboly ,f“a ,.x — x + 1 maji stejny vyznam. Formalné je spravné toto
zobrazeni nazyvat nikoli ,zobrazeni x 4 1% ale

LZobrazeni x — x + 1“

Je ale vhodné zminit definicni obor, zde je to N.
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ZuzZeni a rozsifeni

Definice 1.22 (ziizeni a rozsifeni zobrazenti)

Necht A, B, X,Y jsou mnoziny a platiA ¢ X c B. Nechtf: X — Y je
zobrazeni.

(i) Zuzenim (restrikci) zobrazeni f na mnozinu A rozumime zobrazeni
g:A—=Y
X = f(x).
Toto zobrazeni g znacime také symbolem f|,.
(ii) Necht C> Yah:B — Cje zobrazeni spliujici
Vx e X: h(x) = f(x).

Pak Fekneme, Ze toto zobrazeni h je rozSifenim (extenzi) zobrazeni
f na mnozinu B.
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ZuzZeni a rozsifeni

Pozorovani.

Zlzeni je jednoznacné definovano. Rozdil oproti plivodnimu f je pouze ten,
Ze f|a je definovano na ,mensi“ mnoziné A C D(f).

Na mnoziné A jsou f a f|, definovany stejné. Mimo A zobrazeni f|, defino-
vano neni.

Rlznych rozsifeni stejného zobrazeni mize byt nekonecné mnoho. Rozsire-
nim je libovolné zobrazeni, které se s plvodnim f shoduje na mnoziné D(f).

Jinymi slovy, rozSireni f na mnozinu B O X je takové zobrazenih: B — C DY,
Ze f je zOZenim h na mnozinu X.
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Injekce, surjekce a bijekce

Kliova definice 1.23 (zobrazeni prosté, na a vzajemné jednoznacné)

Necht X, Y jsou mnoziny af: X — Y je zobrazeni. Rekneme, Ze f je
(i) prosté (injektivni), pokud plati
Vye R(f) Axe X:y=f(x).
(ii) na (surjektivni), pokud plati
VyeY3dxeX:y=fx).
(iii) vzajemné jednoznaéné (bijektivni), je-li f prosté a surjektivni.

Mluvime-li o zobrazeni na, musi byt zminéna cilova mnozina Y, bézné uzi-
vame formulaci ,zobrazeni mnoziny X na mnozinu Y*.
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Injekce, surjekce a bijekce

Ekvivalentni formulace:
Zobrazenif: X — Y je prosté, pravé kdyz

Vx,zeX: ((fix) =f(2) = (x=2)).
To dale ekvivalentni formulaci:
VX, ZEX: (X £2) = (FX) £ F2))).

Slogan:
,Prosté zobrazeni zobrazuje riizné argumenty na rtizné hodnoty.”
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Injekce, surjekce a bijekce

Ekvivalentni formulace:
Zobrazeni f: X — Y je surjektivni (na mnozinu Y), pravé kdyz

R(f) =Y.

Slogan:
»Hodnoty surjektivniho zobrazeni vycerpavaji celou mnozinu Y.
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Inverzni zobrazeni

Klicova véta 1.24 (invertibilita bijekce)

Necht f je bijekce mnoziny X na mnozinu Y. Potom relace

fl={x|xeX yeY, fix) =y}
je bijerce mnoZiny Y na mnoZinu X.

Kli¢ova definice 1.25 (inverzni zobrazeni)

Necht f je bijekce mnoZiny X na mnoZzinu Y. Zobrazeni f~! : Y — X
z Véty 1.24 nazyvame inverznim zobrazenim vudi f.

Pozorovani.

Za vySe uvedenych podminek plati pro vSechna x € X a vSechnay € Y:

) =x & (fx) =y).
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Inverzni zobrazeni: je potfeba bijekce?

Pozorovani.
Neni-li zobrazeni f bijekce, ale je alespon proste, ze stale definovat jeho
inverzi, ale pouze na mnoziné R (f). Dostavame:

fR— X

f(x) —x
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Konec 3. prednasky 30. 9. 2025
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Obraz a vzor mnoziny

Definice 1.26 (obraz a vzor mnoziny)

Necht X, Y jsou mnoziny af: X — Y je zobrazeni. Necht Ac XaB C Y.

(i) Obraz mnoziny A pfi zobrazeni f definujeme jako
f(A) = {f(x) | x € A}.
(ii) Vzor mnoZiny B pf¥i zobrazeni f definujeme jako
f7(B) = {x e X| f(x) € B}.

Plati pak f(A) c Yaf~!(B) C X.

75/603



Obraz a vzor mnoziny

Pozor!
Vzor mnoziny pfi zobrazeni fznac¢ime symbolem f~*(B), coZ ale neznamena,
Ze existuje inverzni zobrazeni 1.

Definice vzoru ma smysl i pro zobrazeni f, které neni prosté, symbol , f~!“
v tomto kontextu chapejte jako formalni znacku.
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Obraz a vzor mnoziny

Priklad.
Mé&jme zobrazeni

f:R—=R

X —=x2—1
a mnoziny

A={xeZ| -1<x<3},
B={yeR|3<y<4},
C={yeR|y< -2}

Najdéme obraz mnoziny A, resp. vzory mnozin B, C pfi zobrazeni f.
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Koneénost mnozin

Definice 1.27 (koneéna a nekoneéna mnozina)

Mnozina M se nazve nekonecnou, existuje-li bijekce mnoZiny M na né-
jakou jeji vlastni podmnozinu. V opacném pripadé se M nazve konec-
nou.

Konecnost lze popsat i uzivatelsky pristupnéji:

Tvrzeni 1.28 (charakterizace koneénych mnozin)

MnoZina M je konecna praveé tehdy, kdyz je bud' prazdna, nebo existuje
Cislo n € N a bijekce mnoziny M na mnoZinu {1,2,3,...,n} C N.
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Mohutnost mnozin

Definice 1.29 (mohutnost mnoziny)

Necht M je mnozina.
(i) Je-liM = 2, definujeme card(M) = 0.
(i) Existuje-li n € N a bijekce mnoziny M na mnozinu {1,...,n} C N,
pak definujeme card(M) := n.

(iii) Je-li M nekonecna, definujeme card(M) := occ.
Hodnotu card(M) nazyvame mohutnosti (kardinalitou) mnoziny M.

Mohutnost mnoZiny tedy odpovida poétu jejich prvki. Misto ,card(M)“ se
nékdy pouziva znaceni |M| nebo #M.
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Spocetnost

Definice 1.30 (spo¢etna mnoZina)

Mnozina M se nazyva spocetnou, existuje-li prosté zobrazeniz M do N.
V opacném pripadé se M nazve nespocetnou.

Slogan:

»Prvky spocetné mnoziny lze ocislovat pfirozenymi cisly.”
Pozorovani.

e Kazda konecna mnozina je spocetna.

e Mnoziny N, Z, Q jsou spocetné.

e Spocetné sjednoceni spocetnych mnoZzin je spocetné.
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Slozené zobrazeni

Klicova definice 1.31 (sloZené zobrazent)

Necht U, X, Y, Z jsou mnoziny. Nechtg : X — Yaf: U — Zjsou zobra-
zeni a necht plati R(g) C U. Potom sloZenim zobrazeni fa g (v tomto
pofadi) rozumime zobrazeni dané predpisem

fog:X—2Z
x - flgx)).

Zobrazeni f se zde nazyva vnéjsim a zobrazeni g vnitfnim zobrazenim.

Hodnotu sloZzeného zobrazeniv bodé x € X znacime jednoduse f(g(x)),
pripadné (fo g)(x).
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Slozené zobrazeni

Priklad.
Uvazujme zobrazeni

iZ—7Z g:7Z =7

Z — 2z —5; y — V2

NapiSme predpisy pro zobrazenifog,gof.
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Zakladni pojmy

Télesa



Axiomy télesa

Binarni operaci b na mnoziné T rozumime jakékoli zobrazenib: T? — T.

Definice 1.32 (téleso)

Télesem rozumime mnozinu T, na které jsou definovany binarni ope-
race scitani (4) a nasobeni (-) a dva vyznacné prvky 0 a 1, spliujici
nasledujici podminky:

(A1) VX,y €T: X+y=y+X&XYy=yX.

(A2) VX,y,zeT: (X+y)+z2=x+ (Y +2) & (xy)z = x(y2).

(A3) VX,y,Zz€ T: X(y+2) =Xy + xz.
(A4) VXET: x+0=Xx&X-1=x.
(A5) VxcT3IyeT: x+y=0.

(A6) YxeT\{0}3yeT: xy=1.
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Axiomy télesa

e Konvence: 0 # 1 (co by se stalo bez ni?)
e Prvek 0 je jedinym v télese T, ktery nema inverzi vii¢i nasobeni.
e Inverze k x € T vlci scitani se znaci —x.

e Inverze k x € Tvuci nasobeni se znadi x— 1.
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Axiomy télesa

e Konvence: 0 # 1 (co by se stalo bez ni?)
e Prvek 0 je jedinym v télese T, ktery nema inverzi vii¢i nasobeni.
e Inverze k x € T vlci scitani se znaci —x.

e Inverze k x € Tvuci nasobeni se znadi x— 1.

Priklad.
Jsou pfirozena Cisla télesem? Co cela a racionalni ¢isla?
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Axiomy télesa

e Konvence: 0 # 1 (co by se stalo bez ni?)
e Prvek 0 je jedinym v télese T, ktery nema inverzi vii¢i nasobeni.
e Inverze k x € T vlci scitani se znaci —x.

e Inverze k x € Tvuci nasobeni se znadi x— 1.

Priklad.
Jsou pfirozena Cisla télesem? Co cela a racionalni ¢isla?

Priklad.
DalSi vlastnosti lze vyvodit z axiomd. Napfiklad dokazme:

() x+y=x+z=y=z
(ii) inverzni prvek vici scitani je jednoznacny;
(i) VxeT: x-0=0.
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Téleso a usporadani

Definice 1.33 (uspofadané téleso)

Necht (T, +, -,0,1) je téleso. Rekneme, Ze toto téleso je usporadané,
je-li na T dana relace < splnujici:

(01) Vx,y € T nastane pravé jedna z moznosti: x < y,y < X, X = y.
(02) Vx,y,zeT: (x<y&y<2z)=x<2).

(03) VX,y,z€T: (X<y=X+2<y+2).

(04) VX,y,z€T: (x<y &0 < 2)=xz<Yyz).

V tomto kontextu dale definujeme relaci < na T tak, Ze Vx,y € T fek-

neme, Ze plati x <y, pravé kdyz bud x < y, nebo x = y.
Relace < a < nazveme ostrym, resp. neostrym usporadanim télesa T.

Standardné budeme také pouzivat symboly >, > ve smyslu:
X>yey<X, X>yey<x

prox,yeT. 85/603



Téleso a usporadani

Pozorovani.
Relaci usporadani lze definovat i obecnéji a nepotrebujeme pro ni ani té-
leso (viz DM, LGR, algebru).
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Téleso a usporadani

Pozorovani.
Relaci usporadani lze definovat i obecnéji a nepotrebujeme pro ni ani té-
leso (viz DM, LGR, algebru).

Priklad.
Jsou racionalni Cisla usporadanym télesem?
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Téleso a usporadani

Pozorovani.
Relaci usporadani lze definovat i obecnéji a nepotrebujeme pro ni ani té-
leso (viz DM, LGR, algebru).

Priklad.
Jsou racionalni Cisla usporadanym télesem?

Otazka: Jaka vlastnost jim tedy jesté chybi?
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Zakladni pojmy

Meze a supremum



Meze a omezenost

Nasledujici teorii formulujeme obecné pro uspofadana télesa. Mizete si
ale vzdy predstavovat, Ze timto télesem jsou realna cisla se standardnim
usporadanim ,<*“ (,mensi nez").
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Omezené mnoziny

Kli¢ova definice 1.34 (omezena mnozina)

Necht (T,+, -,0,1,<) je usporadané télesoa M C T.
(i) Rekneme, Ze mnoZina M je shora omezena, existuje-li h € T ta-
kové, ze
VXeM:x<h. (2)
Kazdeé cislo h € T spliujici (2) nazveme horni mezi mnoziny M.

(i) Rekneme, Ze mnoZzina M je zdola omezena, existuje-li d € T ta-
kové, ze
VXEM:x>d. (3)
Kazdeé Cislo d e T spliujici (3) nazveme dolni mezi mnoZiny M.

(iii) Rekneme, Ze mnoZina M je omezena, je-li omezena shora i zdola.
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Omezené mnoziny

Otazka (dulezita):
Jak vypadaji omezené a neomezené mnoziny?
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Omezené mnozi

Otazka (dulezita):
Jak vypadaji omezené a neomezené mnoziny?

Pozorovani.
e Neomezena mnozina musi byt nekonecna.

e Omezena mnozina muze byt kone¢na i nekonecna.
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Omezené mnoziny

Otazka (dulezita):
Jak vypadaji omezené a neomezené mnoziny?
Pozorovani.

e Neomezena mnozina musi byt nekonecna.

e Omezena mnozina muze byt kone¢na i nekonecna.

Priklad.
Jsou tyto mnoZiny (shora/zdola) omezené v télese Q?

(i) My = {1,2,3,4);
(i) My = { 5 [ x € @}
(iv) My = {xe@\ﬁ<%}.
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Kliova definice 1.35 (maximum a minimum)

Necht (T,+, -,0,1, <) je usporadané télesoa M C T.
(i) Existuje-li Cislo h € T takové, Ze plati obé podminky
(Ma1) Yxe M: x < h,
(Ma2) h e M,
pak toto Cislo h nazveme maximem mnoziny M.
(i) Existuje-li Cislo d € T takové, Ze plati obé podminky
(Mi1) Yx e M: x> d,
(Mi2) d e M,
pak toto Cislo d nazveme minimum mnoziny M.
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Pozor!

e Maximum ani minimum mnoziny nemusi existovat!

e Maximum mnozZiny M existuje, pravé kdyzZ je M shora omezena a existuje
jeji horni mez, ktera je jejim prvkem.

e Minimum mnoziny M existuje, pravé kdyz je M zdola omezena a existuje
jeji dolni mez, ktera je jejim prvkem.
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Optimalni meze

Pozorovani.
Je-li h € T horni mezi mnoziny M C T, je libovolné vétsi islo H > h také
horni mezi této mnoziny.

Ma-li M maximum, je toto maximum nejmensi horni mezi mnoziny M. (Proc?)

Co kdyz ale maximum M neexistuje? Lze ho néc¢im nahradit?
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Supremum a infimum

Kliova definice 1.36 (supremum)

Necht (T, +, -,0,1,<) je usporadané téleso a M C T je shora omezena
neprazdna mnozina. Rekneme, Ze €islo s € T je supremum mnoZiny M,
a piSeme

S =supM,
spliuje-li obé nasledujici podminky:
(S1) YxeM:x<s;
(S2) VteT,t<sIxeM: x>t

(S1) fika, ze Cislo s je horni mezi mnoziny M;
(S2) rika, Ze libovolné Cislo nizsi nez s uz neni horni mezi M.

Supremum je tedy urceno jednoznacné a je nejmensi horni mezi mnoziny M.
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Supremum a infimum

Kli¢ova definice 1.37 (infimum)

Necht (T, +, -,0,1,<) je usporadané téleso aM C T je zdola omezena
neprazdna mnozina. Rekneme, Ze €islo u € T je infimum mnoZiny M,
a pisSeme

u=infM,
spliuje-li obé nasledujici podminky:
(M) VxeM:x>u;

(I2) VveT,v>udaxeM:x<v.

(1) fika, Ze Cislo u je dolni mezi mnoziny M;
(12) fika, Ze libovolné Cislo vy$si nez u uz neni dolni mezi M.

Infimum je tedy urceno jednoznacné a je nejvétsi dolni mezi mnoziny M.
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Rozdil mezi supremem a maximem mnoziny M C T:

Maximum mnoZiny v ni musi byt obsazeno.
Supremum mnoZziny v ni nemusi byt obsazeno.

Existuje-li maximum mnoziny, je automaticky jeji supremum.
(DokazZete to snadno z definice?)

VSe vyse uvedené plati a analogicky pro infimum a minimum.
Pozorovani.

Kazda konecna neprazdna podmnoZina usporadaného télesa T ma mini-
mum i maximum.
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Konec 4. prednasky 1. 10. 2025
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Otazka (dulezita):
Ma kazda neprazdna shora omezena podmnozina racionalnich cisel racio-
nalni supremum?
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Otazka (dulezita):
Ma kazda neprazdna shora omezena podmnozina racionalnich cisel racio-
nalni supremum?

Pointa je, Ze supremum ma byt racionalni - Def. 1.36 fika, Ze ma byts € T.
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Otazka (dulezita):
Ma kazda neprazdna shora omezena podmnozina racionalnich cisel racio-
nalni supremum?

Pointa je, Ze supremum ma byt racionalni - Def. 1.36 fika, Ze ma byts € T.
Toho ale napf. u mnoziny
M:={qeQ|0<q*<2}

nelze dosahnout.
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Zakladni pojmy

Realna cisla



Zavedeni realnych cisel

Konstruktivni zpUsoby zavedeni realnych Cisel:

e Dedekindovy rezy
e desetinny rozvoj

e limity racionalnich posloupnosti
Axiomatické zavedeni realnych Cisel:

Definujeme realna Cisla pomoci jejich vlastnosti (téleso, usporadani, tpl-
nost).
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Definice 1.38 (iplné usporadané téleso)

Necht (T, +, -,0,1, <) je uspofadané téleso. Rekneme, Ze toto téleso
je aplné, spliuje-li podminku:
(C) Pro kazdou neprazdnou shora omezenou mnozinu M C T existuje
jeji supremums € T.

Pozor!
VSimnéte si podminky s € T. Je poZadovano, aby hledané supremum leZelo
v télese T. Téleso racionalnich Cisel podminku (C) nespliiuje.
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Co jsou tedy realna cisla?

Véta 1.39 (zavedeni realnych ¢isel)

Uplné usporadané téleso existuje pravé jedno.

Spravné je zde dodat: az na izomorfismus.

Definice 1.40 (realna ¢isla)

Uplné usporadané téleso z V 1.39 nazyvame télesem realnych cisel
a znacime R.

Tuto vétu v prednasce nedokazeme, ale dilkaz samoziejmé existuje.
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Jesté jednou o prirozenych cislech

Lze nejdfiv axiomaticky zavést R a potom teprve N (je to ale ve skute¢nosti
podvod).

Myslenka:
Realna Cisla obsahuji specialni prvek 1 (neutralnivici nasobeni). Uvazujme
prvky

1, 1+1, 1+41+1atd

Prirozena Cisla jsou mnozinou pravé vsech prvki, které dostaneme timto
zpusobem - sectenim konecného poctu jednicek.
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RozSiFena realna osa

Pro analyzu je zasadni koncept nekonecna, ktery zavedeme tato:

Definice 1.41 (rozSifena mnozina realnych cisel)

RozSifenou mnozinou realnych cisel rozumime mnozinu
R:=RU {—00,0}.
Pojmy usporadani a absolutni hodnoty roz3ifime na R takto:
(i) VXeR: —00 < X < o0;

(ii) | — oo| = |oo| = c0.

vvvvv

kdy) mozné pouzit také na +oo.

Pozor!
Prvky oo a —oo nejsou realna cisla!
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Uz zase supremum a infimum

V definici 1.36 suprema podmnoziny M obecného usporadaného télesa jsme
pozadovali, aby M byla shora omezena a neprazdna. (Analogicky v D 1.37.)

o

U realnych Cisel je prakticke tyto definice rozsifit, aby supremum a infimum
méla jakakoli realna podmnozina. (Vzpomente zde vlastnost z D 1.38.) Udé-
lame to takto:

Kliova definice 1.42 (supremum a infimum prazdnych a neomezenych

podmnozin R)

(i) Definujeme sup @ := —oco a inf @ == oco.
(i) Je-li M C R shora neomezena, pak definujeme sup M = oo.
(iii) Je-liM c R zdola neomezena, pak definujeme inf M := —cc.
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Jak ukazat, Ze realna mnozina je neomezena?

Pozorovani.
Necht M c R. Chceme-li dokazat, Ze mnozZina M je shora neomezena
(neboli to, Ze sup M = oo), mame ukazat, Ze plati

VheR3IxeM: x> h.
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Jak ukazat, Ze realna mnozina je neomezena?

Pozorovani.
Necht M c R. Chceme-li dokazat, Ze mnozZina M je shora neomezena
(neboli to, Ze sup M = oo), mame ukazat, Ze plati

VheR3IxeM: x> h.

Ve skutecnosti to ale staci testovat pouze pro kladna cisla h. Nema-li M
kladnou horni mez, nem(ize mit ani zapornou.

Toto pozorovani mizeme zformulovat jako nasledujici tvrzeni.
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Jak ukazat, Ze realna mnozina je neomezena?

Tvrzeni 1.43 (charakterizace neomezenosti shora)

Necht M C R. Pak jsou tyto vyroRy ekvivalentni:
(i) YheRIxeM:x > h;
(i) Vh € (0,00) IxEM: x> h.

Neomezenost zdola staci testovat zapornymi kandidaty na dolni mez:

Tvrzeni 1.44 (charakterizace neomezenosti zdola)

Necht M C R. Pak jsou tyto vyroRy ekvivalentni:
(i) VdeRIxeM:x>d;
(i) vd € (—0,0) IxeM: x < d.

Pouzito je zde znacCeni realnych intervald (viz Def. 1.53):

(0,00) = {x € R[x >0}, (-00,0)={xeR|x<0}. 105/603



Urceni suprema a infima realnych mnozin

Priklad.
Ureme supremum a infimum téchto mnozin v ramci Gplné usporadaného

télesa R:
1
A=< —|XeR;:
{1+x2| © }

n?+1
B::{ i |neN}.
n+2
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Porovnani s nulou

Vratme se nyni k realnym Cislim. Tyto pojmy dobre znate.

Definice 1.45 (kladna a zaporna ¢isla)

Necht x € R. Rekneme, Ze &islo x je:
(i) kladné, pokud x > 0;

(ii) zaporne, pokud x < 0;

(iii) nezaporné, pokud x > 0;

(iv) nekladné, pokud x < 0.
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Absolutni hodnota

Definice 1.46 (absolutni hodnota realného cisla)

Necht x € R. Definujeme absolutni hodnotu Cisla x jako

x| = X, pokud x > 0;
' —x, pokud x < 0.

Absolutni hodnota vyjadfuje vzdalenost realného Cisla od pocatku pfi jeho
zobrazeni na realné ose.
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Absolutni hodnota

Tvrzeni 1.47 (vlastnosti absolutni hodnoty)

Necht x,y € R. Pak plati:
(i) —Ix| <0< |x;

(ii) xyl = [xllyl;

(iii) [x+y| < [x| + |yl-

Treti vztah se nazyva trojuhelnikova nerovnost.
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Uvedeme dalsi dilezité vlastnosti realnych cisel.

Véta 1.48 (existence dolni celé ¢asti)

Necht x € R. Potom existuje pravé jedno cislo |x| € Z spliujici

IX] <x<|x]+1.

Definice 1.49 (dolni cela ¢ast)

Necht x € R. Cislo |x| z Véty 1.48 nazveme dolni celou &asti Cisla x.

e Dolni cela Cast je nejvétsi celé Cislo, které je mensi nebo rovno pivod-
nimu cislu.

e Dolni cela Cast cisla vznikne jeho celoCiselnym zaokrouhlenim smérem
dold.
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Cela cast

Podobné muzeme definovat i horni celou ¢ast.

Definice 1.50 (horni cela éast)

Necht x € R. Potom horni cela ¢ast Cisla x je definovana jako

X, X € Z;
[X] ::{
x| +1, xeR\Z.

e Horni cela Cast je nejmensi celé Cislo, které je vétsi nebo rovno pivod-
nimu cislu.

e Horni cela cast Cisla vznikne jeho celoCiselnym zaokrouhlenim smérem
nahoru.

e Je-lix € Z, pak |x] = [x].
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Odmocnina

Véta 1.51 (existence n-té odmocniny)

Necht x € R, x > 0, n € N. Potom existuje prave jedno Cisloy € R
takové, Zey > 0 a plati y" = x.
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Véta 1.52 (hustotaQaR \ QVR)

Necht x,y € R, x < y. Potom existuji Cislaqg € Qas € R\ Q takova, Ze
plati
X<qg<y Xx<s<y.

Mezi kazdymi dvéma riznymi realnymi Cisly tedy leZi néjaké racionalnia né-
jaké iracionalni Cislo.

Této vlastnosti se fika, Ze mnoziny Q a R \ Q jsou husté v mnoziné R.
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Zakladni pojmy

Realné intervaly



Definice 1.53 (otevFeny interval)

Necht a,b € R, a < b. Potom mnozinu

(a,b) ={xeR|a<x<b}

nazyvame otevienym intervalem s krajnimi body a, b.

Definice 1.54 (uzavieny interval)

Necht a,b € R, a < b. Potom mnozinu

[a,b] ={xeR|a<x<b}

nazveme uzavienym intervalem s krajnimi body a, b.
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Definice 1.55 (polootevieny/polouzavieny interval)

Necht a,b € R, a < b. Potom definujeme nasledujici mnoziny:

[a,b) = {xe€R|a<x<b}; (4)
(a,b] :={xeR|a<x<b}; (5)
[@,00) :={x€R|a<x< oo} (6)
(—oo,b] ={xeR| —oo < x<b}. (7)

Tyto mnoZiny nazyvame polootevienymi nebo polouzavienymi in-
tervaly s krajnimi body a,b (v pfipadech (4),(5)), a,c (pfipad (6)),
resp. —oo, b (pfipad (7)).

Intervaly typu [a, oo}, tj. ,0bsahujici nekonecno*, zde nedefinujeme (chceme,
aby interval obsahoval pouze realna €isla). Nékdy se ale s timto znacenim

lze setkat.
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Pozorovani.
Predchozi definice dovoluji, aby krajni body intervalu byly totozné.
Pro a € R dostavame:

(a,a) =(a,a] =[a,a) = &, [a,a] = {a}.

Co zde nedovolujeme, jsou pfipady typu (a,b), kde a > b, a typu (a, ool
I s timto znacenim se ale lze nékdy setkat.

Skripta [T] pouZivaji starsi znaceni (a, b) misto [a, b].

Znaceni (a,b) se pouziva také pro usporadané dvojice (dvouprvkové vek-
tory). Nedorozumeéni ale pfilis nehrozi, smysl je obvykle jasny z kontextu.

116/603



Definice 1.56 (vnitni body intervalu)

Body intervalu, které nejsou krajnimi, nazyvame vnitinimi body tohoto
intervalu.
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Funkce

Zakladni vlastnosti funkci



Realna funkce

Kli¢ova definice 2.1 (realna funkce)

Realnou funkci jedné realné proménné rozumime zobrazeni

f: D—R,

kde D C R.

Pokud nebude hrozit nedorozuméni, budeme v této prednasce rikat vyse
uvedenému pouze funkce.

V definici samozrejmé plati D = D(f).
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Konec 5. prednasky 7. 10. 2025
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Omezena funkce

Kli¢ova definice 2.2 (omezena funkce)

Necht BC Ac Raf: A — R. Rekneme, Ze funkce f je

(i) shora omezena na mnoziné B, pokud

JheRVxeB:f(x) <h;

(ii) zdola omezena na mnoziné B, pokud
dd e RVx e B:f(x) > d,
(iii) omezena na mnoziné B, pokud je tam omezena shora i zdola.

Jingmi slovy, funkce f je (shora/zdola) omezena na B, je-li R(f|,)
(shora/zdola) omezenou podmnoZinou R. Neni-li mnozina B zminéna,
mysli se B = A, tedy cely definicni obor f.

Pozor!

Konstanty d, resp. h musi byt univerzalni pro viechna x z mnoziny B!
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Vzpomenme: funkce je omezena, je-li omezena jak shora, tak zdola.

Véta 2.3 (charakterizace omezenosti funkce)

Necht B Cc A Cc Raf: A — R. Potom je funkce f omezena na B prave
tehdy, kdyz plati:

dce (0,00) Vx € B: |f(x)] <c.

Konstanta c je opét univerzalni pro vSechna x € B.

Analogickou vétu lze zformulovat pro omezenost mnozin.
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Monotonie funkci

Kli¢ova definice 2.4 (monotonni funkce)

Necht B C A C R. Funkce f: A — R se nazyva

(i) rostouci na mnoziné B, pokud
VX,y € B, x <y: f(x) <f(y).
(ii) klesajici na mnoziné B, pokud
Vx,y € B, x<y: f(x) > f(y).
(iii) nerostouci na mnoziné B, pokud
Vx,y € B, x<y: f(x) > fly).
(iv) neklesajici na mnoziné B, pokud
Vx.y€B, x<y: f(x) <fy).
VSechny tyto typy funkci nazveme monotonni na mnoziné B, typy (i)

a (ii) pak ryze monotonni na B. Neni-li mnoZzina B zminéna, uvazujeme
B = A, tedy cely definicni obor.
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Monotonie funkci

Pozor!
Funkce, ktera je rostouci na dilcich intervalech, nemusi byt rostouci na je-
jich sjednoceni! Totéz plati pro ostatni typy monotonie.
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Monotonie funkci

Pozor!
Funkce, ktera je rostouci na dilcich intervalech, nemusi byt rostouci na je-

jich sjednoceni! Totéz plati pro ostatni typy monotonie.

Varovny priklad.
Funkce f: [-1,1] — R dana predpisem

fo) = {x+ 1, xe[-1,0];

X, x € (0,1],

je rostouci na [—1,0] a na (0, 1], ale neni rostouci na [-1, 1]!
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Monotonie funkci

Véta 2.5 (injektivita ryze monotonnich funkci)

JeliXC Raf: X— Rjeryze monotonni funkce, potom je f prosta.

Pozorovani.
Naopak to neplati (prosta % monotonni).

Dusledek 2.6 (invertibilita ryze monotonnich funkci)

JeliX c Raf: X — R jeryze monotonni funkce, potom existuje jeji
inverzni funkce f~1: R(f) — X.
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Parita funkce

Definice 2.7 (suda a licha funkce)

Necht f je takova funkce, ze D(f) spliuje
Vx eR: (x € D(f) & —x € D(f)). (8)
Funkce f se pak nazyva

(i) suda, pokud

Vx € D(f) : f(—x) = f(x);
(i) licha, pokud

Vx € D(f) : f(—x) = —f(x);

Pozorovani.

e (8) fika: defini¢ni obor f musi byt ,symetricky podle nuly“.

e Jakou hodnotu musi mit licha funkce v nule, pokud 0 € D(f)?

o Jak vypadaji grafy sudych a lichych funkci?

e Funkce nemusi byt suda ani licha. 125/603



Periodicke funkce

Definice 2.8 (periodicka funkce)

Necht p > 0 a necht f je takova funkce, ze plati
Vx e R: (x e D(f) & x+ p € D(f)). (9)

Funkce f se pak nazyva p-periodicka (periodicka s periodou p), pokud
pro kazdé x € D(f) plati

fix+p) = fx).

Pozorovani.
Je-li p > 0 perioda funkce f, pak kazdé cislo np, kde n € N, je take jeji
perioda. Nejmensi perioda se nazyva zakladni.

Podminka (9) fika, Ze defini¢ni obor D(f) musi byt také ,p-periodicky”.
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Transformace grafu

Predpokladejme, Ze zname graf realné funkce f (ve formalnim smyslu Def. 1.21
tedy funkci samotnou) jakozto podmnozinu R2.

Rozmysleme si, jak pak vypadaji grafy funkci:
() x = fx+0),

(i) x — f(x) +c,

(iii) x — f(cx),

(iv) x = cf(x),

kde c € R\ {0}.

Pozorovani.

Vsechny tyto funkce vznikly jako sloZeni f o g (pfipady (i),(iii)) nebo g o f
(pfipady (ii),(iv)), kde g: R — R je n&jaka afinni funkce (viz Def. 2.15).
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Funkce

Mocniny, polynomy a dalsi zakladni
funkce



n Cinitelt

Je-li navic x # 0, pak definujeme

_ 1 0
x "= — X0 =1
Je-li n € Z a oznacime-li
R, n > 0;
D=
R\ {0}, n<0,
pak funkci f:D>R
X — X"

nazveme funkci n-té mocniny.
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Parita mocninnych funkci

Priklad.
Pro ktera n € Z je funkce

suda a pro ktera licha?

VSimnéme si, ze definicni obory téchto funkci jsou symetrické podle nuly.
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Véta 2.10 (bijektivita nenulové celociselné mocniny)

Necht n € Z\ {0} a f je funkce n-té mocniny z Definice 2.9. Pak plati:
(i) Je-lin > 0 liché, je f bijekce R na R.

(i) Je-lin < 0 liché, je f bijekce R\ {0} na R\ {0}.

(iii) Je-lin > 0 sudé, je restrikce f]| [0,00) bijekce [0, o) na [0, co).

(iv) Je-lin < 0 sudg, je restrikce f| (0.00) bijekce (0, 0) na (0, ).

Dukaz této véty plyne z V 1.51.
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Odmocniny

Véta 2.10 nyni umoziuje zavést odmocninu:

Definice 2.11 (celo€iselna odmocnina)

Necht n € N.

(i) Je-li n liché, definujeme funkci v/ : R — R jako funkci inverzni
k funkci n-té mocniny definované na R.

(i) Je-li n sudé, definujeme funkci ¥/ : [0,00) — R jako funkci in-
verzni k zaZeni funkce n-té mocniny na interval [0, o0).
(iii) Oznacime-li D definiéni obor funkce v/~ v jednom z pfedchozich
pripadd, pak definujeme funkci
D\ {0} —» R
1
X

Funkci v/, kde n € Z \ {0}, nazyvame funkci n-té odmocniny.

X —
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Racionalni mocniny

Nyni miZeme definovat i obecné&jsi mocninu:

Definice 212 (racionalni mocnina)

Nechtp e Nyge Z\ {0}ar = %- Je-li g liché, pak pro kazdé x € R
definujeme

X = V/xP. (10)

Je-li g sudé, pak je vyraz (10) definovan pouze pro kazdé x € [0,c0).
V obou pripadech €islo x" nazveme r-tou mocninou cisla x.

Pozorovani.

e Prox,p, q jako vy3e plati VxP = (¥x)".
e Z této definice a Definice 211 plyne, Ze /X = x# pro viechna x z defini¢-
niho oboru n-té odmocniny.
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Naznacime jesté zplisob, jak definovat zcela obecnou realnou mocninu pouze
pomoci pojmu, které mame prozatim k dispozici.

Je-lix > 0aa e R, lze definovat

a

sup{x" | reQ,r>a}, 0<x<1;
inf{x"|reQ,r>a}, x>1.
Vsimnéte si, Ze zde vyuZivame jiz definovanou racionalni mocninu.

Lze potom dokazat, Ze pro vSechna x > 0, a, b € R plati vztahy

Xa+b — XaXb, (Xa)b — Xab _ (Xb)a.
Pozdéji zavedeme obecnou mocninu snadnéji pomoci exponencialnifunkce
jako

X9 — ealnx.
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Polynomy

Uz zname funkce celociselnych mocnin. Nyni zavedeme jesté tento zakladni
pojem:

Definice 213 (polynom)

Polynomem (s realnymi koeficienty) nazveme kazdou funkcip: R — R
takovou, Ze existuje Cislon € NU {0} a Cisla ag, ay, . .., a, € R, takova,
Ze a, # 0 a pro kazdé x € R plati
n
P(X) =ao+ > apx" = ao+ a1x+asx* + -+ + apX".
k=1

Cislo n nazveme stupném polynomu p a znacime degp. Cisla ay, kde
k € {0, ..., n}, nazveme koeficienty tohoto polynomu.

Kromé toho povazujeme za polynom nulového stupné také nulovou
funkci danou pro vSechna x € R predpisem f(x) = 0.
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Priklad.

Uvazujme tyto funkce, definované vzdy na vhodné podmnoZiné R.

X

Lo & L & ¢

350 — i bt —
2x5

10

X3 +2x% +Xx+4+8
X243 +5

3e3 + 58 — 6eX +9

je polynom
je polynom
je polynom
neni polynom
neni polynom

neni polynom
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Polynomy

Definice 214 (konstantni funkce)

Necht c € R. Funkci f: R — R takovou, Ze pro vSechna x € R plati

fx) = c,

nazveme konstantni funkei.

Znaceni:
To, Ze f je konstantni funkce s hodnotou ¢ € R, se nékdy znaci symbolem

f=c
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Pro polynomy nizkych stupid ¢asto pouzivame toto oznaceni:

Definice 2.15 (specialni polynomy)

(i) Polynom stupné nejvyse 1 nazveme afinni funkci.
(i) Polynom stupné nejvyse 2 nazveme kvadratickou funkci.
(iii) Polynom stupné nejvySe 3 nazveme kubickou funkci.

Pozorovani.
Necht ¢ € R. Afinni funkce f s koeficientem ay = 0, tedy spliujici

fx) = cx
pro vSechna x € R, je specialnim pfipadem linearniho zobrazeni, které
znate z LA.

Linearni realné funkce jedné realné proménné ale nejsou prilis zajimave,

predstavuji totiZ vZdy pouze nasobeni realnou konstantou. 157/603



Racionalni funkce

Definice 2.16 (racionalni funkce)

Necht p, g jsou polynomy. Oznacme

K:={xeR|q(x)=0}.
Pak funkci

f:R\K =R
p(x)

q(x)

nazveme racionalni funkci.
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Charakteristicka funkce

Definice 217 (charakteristicka funkce)

Necht M C R je libovolna mnozina. Pak charakteristickou funkci mno-
Ziny M nazyvame funkci xu: R — R danou predpisem

1, xeM;
XM(X) =
0, xeR\M.

Charakteristické funkci se nékdy také fika indikator. MiZete se setkat se
znacenim ,, 1y “ misto yu.

Obvykly pfipad je charakteristicka funkce intervalu (a, b) znacena x q,p).
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Znameénkova funkce

Definice 2.18 (funkce signum)

Funkci sgn: R — R definovanou predpisem

-1, x<0;
sgn(x) =< 0, x=0;
1, x>0,

nazveme funkci signum (znaménkovou funkci).

Pozorovani.
Funkce signum spliuje
X
Vx e R\ {0} : sgn(x) = B
a také toto:
VX € R: Sgn(X) = X(U,OO) (X) — X(*O0,0) (X)
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Maximum jako funkce

BézZné se setkate také s funkci danou predpisem

f(x) = max{g(x), h(x)},

kde g, h jsou n&jaké jiné funkce (mdZze jich byt i vic nez dvé).

Tato funkce f tedy spliuje
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Maximum jako funkce

Priklad.
Nacrtnéme grafy funkci definovanych na R predpisy

f(x) :==max{1,x*},
g(x) =min{1,x?},

h(x) :==min{0,x, x> — 2x}.
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Funkce

Exponenciala a logaritmus



Exponencialni funkce

Klicova véta 219 (axiomatické zavedeni exponencialni funkce)

Existuje pravé jedna funkce exp : R — R splnujici tyto dvé podminRy:
(i) Vx,y € R: exp(x +y) = exp(x) - exp(y);
(i) vx € R: exp(x) > 1+ x.
Tuto funkci nazveme exponencialni funkci. PouZivame také znaceni
e* = exp(x).

Hodnota e := exp(1) se nazyva Eulerovo dislo.

Priblizna hodnota: e = 2, 71828.

Tato véta zatim o funkci exp moc nefika, ani ji jeSté neumime dokazat.

Za predpokladu, Ze véta plati, mizeme ale uz vyvodit, Ze exponencialni

funkce ma radu dalSich vlastnosti.
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Exponencialni funkce

Kli¢ova véta 2.20 (vlastnosti exponencialni funkce)

Exponencialni funkce splnuje kromé podminek z V 2.19 dale tyto:
(i) e® =1;

(i) VxeR: e = &;

(iii) Vx,y e R: (&)Y = (&¥)* = &Y;

(iv) exponencialni funkce je rostouci;

(v) oborem hodnot exponencialni funkce je interval (0, cc).

Vlastnosti (iii) zatim oficialné rozumime pouze pro x, y racionalni, obecnou
mocninu definujeme vzapéti.

Dusledkem vlastnosti (v) je znamy odhad e* > 0 platny pro vSechna x € R.
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Dusledkem vlastnosti (v), (vi) z Véty 2.20 a Dlsledku 2.6 je toto:

Dusledek 2.21 (invertibilita exponencialy)

Existuje inverzni funkce k exponencialni funkci. Tato inverzni funkce je
definovana na intervalu (0, co) a jeji obor hodnot je R.

Kli¢ova definice 2.22 (pFirozeny logaritmus)

Funkci inverzni k exponencialni funkci nazveme pFirozenym logarit-
mem a znacime |n.
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Kliova véta 2.23 (pFirozeny logaritmus a jeho vlastnosti)

Prirozeny logaritmus splhiuje:
(i) Vx,y € (0,00): In(xy) = lnx+ lny;
(i) n1=0;
(iii) Vx € (0,00): Ini = —Inx;
(iv) Vx € (0,00),y € R: In(¥) =ylnx;
(v) prirozeny logaritmus je rostouci funkce;
(vi) oborem hodnot pfirozeného logaritmu je R;
(vii) Vx € (0,00): Inx <x—1.

Vlastnost (iv) bude stejné jako u funkce exp legalizovana vzapéti (potiebu-
jeme definovat obecnou mocninu).
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Obecna exponenciala

Kliova definice 2.24 (exponenciala s obecnym zakladem)

Necht a € (0, ). Pak pro kazdé x € R definujeme
a* = eXlna,
Funkci
f:R— (0,00)
X — a®
nazveme exponencialni funkci o zakladu a.
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Obecna mocnina

Drive jsme uméli definovat r-tou mocninu kladného cisla pouze pro racio-
nalni r. Nyni uz mame i obecnou verzi.

Definice 2.25 (obecna mocnina)

Necht a € R\ {0}. Funkci
f:]0,00) — [0,00)
X = x°

nazveme funkci a-té mocniny.

Srovnejte funkce x — a* a x — x9.

Pozor!
Vyraz ,,0°“ neni definovan! Na to pozor pfi pocitani limit!
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Obecna exponenciala

Véta 2.26 (vlastnosti exponencialni funkce s obecnym zakladem)

Exponencialni funkce o zakladu a € (0,1) U (1, c0) splriuje:
(i) Vx,y € R: aVY = a*a¥;
(i) a = 1;
(i) vxeR:a* = %;
(iv) Vx,y € R: (@) = (a¥)* = a¥;
(v) pro a € (1, c0) je tato funkce rostouci a pro a € (0, 1) klesajici;
(vi) oborem hodnot této funkce je interval (0, co);
(vii) YxXeR: a*>1+xlna.

Dusledkem vlastnosti (v), (vi) je opét existence inverze této funkce.
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Obecny logaritmus

Kliova definice 2.27 (logaritmus s obecnym zakladem)

Necht a € (0,1) U (1, 00). Funkci inverzni k exponencialni funkci o za-
kladu a nazveme logaritmem o zakladu a a znacime log,.

Je-li a = 10, funkci log;, nazyvame dekadickym logaritmem a znacime
obvykle pouze log.

Pozorovani.
Proa € (0,1) U (1, 00) plati log,: (0,00) — R.

Technickeé texty (toto budeme pouzivat my):
log znaci dekadicky logaritmus, In znaci pFirozeny logaritmus.

Matematicke texty:
log znaci pFirozeny logaritmus, In neznaci nic.
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Obecny logaritmus

Véta 2.28 (vlastnosti logaritmu s obecnym zakladem)

Logaritmus o zakladu a € (0,1) U (1, c0) spliiuje:
(i) ¥x,y € (0,00): log,(xy) = log, x + log, y;
(ii) log,1=0;
(iii) Vx € (0,00): log, + = —log, X;
(iv) Vx € (0,00),y € R: log,(x¥) = ylog, x;
(v) funkce log, je rostouci pro a € (1,00) a klesajici pro a € (0,1);
(vi) oborem hodnot této funkce je R;
(vii) Vx € (0,00): log,x < =1

lna*

152/603



Prevodove vzorce

Dusledek 2.29 (vztahy mezi exp a log s riznymi zaklady)

Pro vsechna a,b € (0,1) U (1,>), X € R, y > 0 plati:

log, y

X _ pxlog, a _ b

a‘ = b, log,y e o
Iny

X _ ~xlna _

at=e""9 lOg“y_lna'

Pozorovani.
Zména zakladu exponencialy — horizontalni dilatace/kontrakce jejiho grafu.
Zména zakladu logaritmu - vertikalni dilatace/kontrakce jeho grafu.

V obou pfipadech mize navic nastat zrcadleni.
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Funkce

Goniometrickeé a cyklometrické funkce



Goniometricke funkce

Dalsi mimoradné vyznamny typ funkci je nejjednodussi zavést geometricky.
Nasledujici definice vyzaduje obrazek.

Kliova definice 2.30 (sinus a kosinus, geometricka definice)

Pro kazdé t € R ozna¢me (x,y:) bod na jednotkové kruznici v R?, je-
muz odpovida thel privodice t. Potom definujeme funkci kosinus jako

cos: R — [—1,1]
t — Xt
a funkci sinus jako
sin: R — [-1,1]
t — V.

Pozor!
Velikost Ghlu t je zadana v radianech! (Tedy = misto 180° atd.)
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Goniometricke funkce

Kli¢ova véta 2.31 (zakladni vlastnosti sinu a kosinu)

Funkce sinus a kosinus definované na R maji tyto vlastnosti:
(i) Oborem hodnot obou téchto funkci je [-1,1].
(ii) Obé funkce jsou 2m-periodicke.
(ili) Funkce sin je licha.

(iv) Funkce cos je suda.

(v) Funkce sin je rostouci na kazdém intervalu [(4"51)”,@

a klesajici na kazdém intervalu [(4"“)”7 (4"*3)”} kde k € Z.

(vi) Funkce cos je rostouci na kaZdém intervalu [(2R — 1), 2kT]
a Rlesajici na kazdém intervalu [2kw, (2R + 1)7], kde k € Z.

(vii) Rovnost sinx = 0 plati, pravé kdyZ x € {kr | k € Z}.
(viii) Rovnost cosx = 0 plati, pravé kdyz x e { 1T | kR e 7).
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Goniometricke funkce

Kliova véta 2.32 (souéet druhych mocnin sinu a kosinu)

Pro kazdé x € R plati sin®x + cos?x = 1.

Véta 2.33 (souctové vzorce pro sinus a kosinus)

Pro kazda x,y € R plati:

sin(x +y) = sinxcosy + cosxsiny

COS(X + y) = cosxcosy — sinxsiny.
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Goniometricke funkce

Véta 2.34 (sinus a kosinus posunu a dvojnasobku argumentu)

Pro kazdé x € R plati:
. v o T
smx:cos(x—§>, CosX = sin (x+§),
sin (x+ m) = —sinx COS (X + m) = — COSX
sin2x = 2sinxcosx oS 2X = cos2 X — sin” x
. 9 1 — cos2x 9 1+ cos2x
Sin X:#, cos X:f,
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Goniometricke funkce

Kli¢ova definice 2.35 (tangens a kotangens)

Prox e R\ { @17 | k¢ 2} definujeme

— sinx
§X= Cosx’
Prox € R\ {Rkm | k € Z} definujeme
CoS X
cotgx = ——.
sinx

Realné funkce x s tgx, resp. x — cotgx definované na vyse uvede-
nych mnozinach nazveme funkce tangens, resp. kotangens.

Znacent:
Nékdy (anglicky psana literatura) se pouziva znaceni tan, cot misto vyse
uvedeného.

Funkce sinus, kosinus, tangens a kotangens souhrnné nazyvame goniome-

trickymi funkcemi. 158/603



Kli¢ova véta 2.36 (zakladni vlastnosti tangenty a kotangenty)

Funkce
tg: R\ {EUT | ke 7z} SR
cotg: R\ {Rr |ReZ} - R
maji tyto vlastnosti:
(i) Oborem hodnot obou téchto funkci je R.
(ii) Oobé funkce jsou m-periodické.
(iii) Obé funkce jsou liché.
(iv) Funkce tg je rostouci na kazdém intervalu (@, @), kde
k € Z.

(v) Funkce cotg je klesajici na kaZzdém intervalu (kx, (R + 1)m), kde
k € Z.

(vi) Rovnosttgx = 0 plati, pravé kdyz x € {kr | kR € Z}.
(vii) Rovnost cotgx = 0 plati, pravé kdyz x € {M | ke Z}.
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Cyklometricke funkce

Pozorovani.

Goniometrické funkce jsou ryze monotonni na jistych intervalech
(viz Véty 2.31, 2.36). Napfiklad funkce sinus je rostouci na intervalu

).

Uvazujeme-li tedy zlZeni funkce sinus na interval A (znaceno sin |4), podle
Disledku 2.6 existuje inverze funkce sin|, definovana na mnoziné
R(sin|a) = [-1,1].

A= (—

IV

)

(N

Podobné zavedeme inverze i pro ostatni goniometrické funkce.

160/603



Cyklometrickeé funkce

Kliova definice 2.37 (cyklometrické funkce)

(i) Jako arkus sinus oznacujeme funkci
arcsin: [-1,1] —» [-Z,Z],
jez je inverzni k ziZeni funkce sinus na interval [-Z, Z].
(ii) Jako arkus kosinus oznacujeme funkci
arccos: [—1,1] — [0, 7],
jez je inverzni k z0zeni funkce kosinus na interval [0, 7].
(iii) Jako arkus tangens oznacujeme funkci
arctg: R — [-2, 2],
jeZ je inverzni k zZeni funkce tangens na interval [ 7, Z].
(iv) Jako arkus kotangens oznacujeme funkci
arccotg: R — [0, 7],
jez je inverzni k zGzeni funkce kotangens na interval [0, 7].
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Cyklometricke funkce

Funkce z Definice 2.37 se nazyvaji cyklometrické. Diky jejich vztahu ke go-
niometrickym funkcim snadno odvodime nasledujici vétu.

Véta 2.38 (zakladni vlastnosti cyklometrickych funkci)

CyRlometrické funkce maji nasledujici vlastnosti.
(i) R(aresin) = [-%,%].
(i) R(arccos) = [0, 7).
(i) R(arctg) = (-3, %).
(iv) R(arccotg) = (0, 7).
(v) Funkce arkus sinus a arkus tangens jsou liché a rostouci.
(vi) Funkce arkus kosinus a arkus kotangens jsou Rlesajici.
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Funkce

Hyperbolické a hyperbolometrické
funkce



Eulerova identita

Pro kazdé x € R plati tzv. Eulerova identita
eX = cosx + isinx. (11)

Timto zplisobem se zavadi exponencialni funkce v komplexnim oboru.

Z (11) lze snadno odvodit, Ze pro x € R plati

. eix o e—ix eix e—ix
sinx = ~———, cosx:%. (12)

Tyto vztahy nalezité vyuzijete v komplexni analyze.
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Hyperbolicke funkce

Vztahy podobné tém v (12) se vyuZiji v této definici:

Kli¢ova definice 2.39 (hyperbolicky sinus a hyperbolicky kosinus)

Funkce hyperbolicky sinus je definovana predpisem
sinh: R — R

X =

Funkce hyperbolicky kosinus je definovana predpisem

cosh: R — R
eXt+e X
5 :

X —

164/603



Hyperbolicke funkce

Kliova véta 2.40 (zakladni vlastnosti hyperbolického sinu a hyperbo-

lického kosinu)

Funkce sinus hyperbolicky a Rosinus hyperbolicky definované na R
maji tyto vlastnosti:

(i) R(sinh) =R.
(i) R(cosh) = [1,00).
(iii) Funkce sinh je licha.
(iv) Funkce cosh je suda.
(v) Funkce sinh je rostouci.
(vi) Funkce cosh je rostouci na [0, o).
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Hyperbolicke funkce

Véta 2.41 (rozdil druhych mocnin hyperbolického kosinu a hyperbolic-

kého sinu)

Pro kazdé x € R plati cosh® x — sinh® x = 1.

Véta 2.42 (souctové vzorce pro hyperbolicky sinus a hyperbolicky ko-

sinus)

Pro kRaZda x,y € R plati:

sinh(x +y) = sinhxcoshy + cosh xsinhy

cosh(x +y) = cosh x coshy + sinh xsinhy.
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Konec 7. prednasky 14. 10. 2025
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Hyperbolické funkce

Neprekvapivé se zavadi i nasledujici funkce:

Definice 2.43 (hyperbolicka tangens a hyperbolicka kotangens)

Funkce hyperbolicka tangens je definovana predpisem

tgh: R — R
sinh x
coshx’

Funkce hyperbolicka kotangens je definovana predpisem
cotgh: R\ {0} — R

cosh x
sinhx’
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Hyperbolicke funkce

Véta 2.44 (zakladni vlastnosti hyperbolické tangenty a hyperbolické

kotangenty)

Funkce tangens hyperbolicka, resp. kotangens hyperbolicka defino-
vané na R, resp. R \ {0} maji tyto vlastnosti:

(i) R(tgh) = (—1,1).

(ii) R(cotgh) = (—o0, —1) U (L, 00).
(iii) Obé funkce tgh a cotgh jsou liche.
(iv) Funkce tgh je rostouci.

(v) Funkce cotgh je klesajici na intervalu (—oo,0) a na intervalu
(0, 00).
(vi) Funkce cotgh je prosta.
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Hyperbolicke funkce

Funkce sinh, cosh, tgh, cotgh souhrnné oznacujeme jako hyperbolické
funkce.

Tyto funkce spliuji fadu dalSich vzajemnych vztahl analogickych vztahiim
mezi goniometrickymi funkcemi (viz [T]).

Vzhledem k vlastnostem z Vét 2.40, 2.44 a Dusledku 2.6 existuji inverze k hy-
perbolickym funkcim nebo alespon k jejich vhodnému zizZeni.
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Hyperbolometricke funkce

Definice 2.45 (hyperbolometrické funkce)

(i) Jako argument sinu hyperbolického oznacujeme funkci
argsinh: R — R,
jez je inverzni funkce k funkci sinus hyperbolicky.
(ii) Jako argument kosinu hyperbolického oznacujeme funkci
argcosh: [1,00) — [0, 00),
jez je inverzni k zazeni funkce kosinus hyperbolicky na [0, ).
(iii) Jako argument tangenty hyperbolické oznacujeme funkci
argtgh: (-1,1) — R,
jez je inverzni k funkci tangens hyperbolicka.
(iv) Jako argument kotangenty hyperbolické oznacujeme funkci
argeotgh: (—oo, —1) U (1,00) — R\ {0},
jez je inverzni k funkci kotangens hyperbolicka.
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Hyperbolometrické funkce

Funkce z Definice 2.45 souhrnné nazyvame hyperbolometrickymi funkcemi.

Véta 2.46 (zakladni vlastnosti hyperbolometrickych funkci)

Hyperbolometrické funkce maji nasledujici vlastnosti.
(i) R(argsinh) =R.

(i) R(argcosh) = [0, 00).

(iii) R(argtgh) =R.

(iv) R(argcotgh) =R\ {0}.

(v) Funkce argsinh, argcosh a argtgh jsou rostouci.

(vi) Funkce argcotgh je Rlesajici na intervalu (—oco, —1) a na intervalu
(1, 00).
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Hyperbolometrické funkce

Priklad.
Ukazme, ze pro x € R plati

argsinhx = In (x+ X2+ 1) .
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Limita a spojitost funkce

Definice a vlastnosti



Okoli bodu

Kli¢ova definice 3.1 (okoli realného bodu)

Nechta,re Rar > 0.
(i) Mnozinu
Ula,rn ={xeR||x—al<rt=(@—r,a+r)
nazveme okolim bodu a o poloméru r.
(i) Mnozinu
U_(a,r)=(a—r,al,
resp.
Ui(a,r)=[a,a+r),

nazveme levym, resp. pravym okolim bodu a o poloméru r.
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Okoli bodu

Kli¢ova definice 3.2 (prstencové okoli realného bodu)

Nechta,recRar> 0.
(i) MnoZinu
P(a,r) ={xeR|0<|x—a|<r}=(a—r,a)U(a,a+r)
nazveme prstencovym okolim bodu a o poloméru r.
(ii) Mnozinu
P_(a,r)=(a—r,a),
resp.
P.(a,r) = (a,a+r),

nazveme levym, resp. pravym prstencovym okolim bodu a o po-
loméru r.
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Okoli bodu

Pozorovani.
Plati:

P(a,r) = U(a,r) \ {a},
Pi(a,r) = Ux(a,n \{aj},

prstencové okoli tedy neobsahuje samotny bod a.
Polomér r je kladné ¢islo!

Hodit se nam bude i zavedeni pojmu okoli nekonecna:
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Okoli nekonecna

Kliova definice 3.3 (okoli nekone¢na)

Nechtre R, r > 0.
(i) MnozZinu
U(oo,r) :={xeR|r<x<oo} = (r,o0)

nazveme okolim bodu oc o poloméru r. Symboly U_ (oo, r), P(co, 1)
a P_ (oo, r) znaci totéz, co U(cx, r).

(if) MnoZinu

U(—oo,n) = {x€R| —oco <X < —r} = (—00,—r)

nazveme okolim bodu —cc o poloméru r. Symboly U, (—oo,r),
P(—o0,r) a P4 (—o0, r) znadi totéz, co U(—o, r).
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e Pro okoli bodu a < R plati ,,¢im mensi r, tim blize k bodu a“.
¢ Pro okoli nekonecna plati naopak ,,(im vétsi r, tim blize k nekonecnu®.

Ve starsich verzich téchto slajdi bylo zavadéno mirné odlisné znaceni pro
okoli nekonecna, nyni se ale budeme drzet Definice 3.3.

Prstencova okoli nekone¢na?

Jak je vidét v Def. 3.3, prstencové a ,plné* okoli nekonecna jsou totéz. To
usnadni formulace tvrzeni o limitach.
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0 co nam jde?

e Chceme popsat, jak se chovaji funkéni hodnoty f(x) pro argumenty x,
které jsou blizko néjakého bodu (,limitni chovani®).
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0 co nam jde?

e Chceme popsat, jak se chovaji funkéni hodnoty f(x) pro argumenty x,
které jsou blizko néjakého bodu (,limitni chovani®).

evon

e ,Stabilizuje” se funkéni hodnota, tedy ,,blizi“ se k né¢emu? Jak to popsat?
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0 co nam jde?

e Chceme popsat, jak se chovaji funkéni hodnoty f(x) pro argumenty x,
které jsou blizko néjakého bodu (,limitni chovani®).

evon

e ,Stabilizuje” se funkéni hodnota, tedy ,,blizi“ se k né¢emu? Jak to popsat?

e Funkce mohou byt libovolné , divoké“ Jak vypada funkce, jejiz hodnoty se
v néjakém bodé ,nicemu neblizi“?
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Kli¢ova definice 3.4 (jednostranna limita funkce zleva)

Necht a € R U {oo} a f je funkce definovana na néjakém levém prs-
tencovém okoli bodu q, tedy takova, ze 3r > 0: P_(a,r) C D(f). Necht
L € R. Rekneme, Ze funkce f ma v bodé a limitu zleva rovnou L, pokud:

Ve>035>0 VxeP_(a,d): fx)eU(L,e), (13)
neboli
Ve>0 35>0: f(P_(a,8)) C U(L,e).

V takovém pripadé znacime:
X—a_

lirp fx) =1L, fix) —— L, f(x) > Lprox —a_.

X—a_

Neexistuje-li Zadné L € R takové, aby platilo (13), fekneme, Ze funkce f
nema limitu v bodé a zleva, resp., Ze jeji limita v a zleva neexistuje,
a pisSeme

lim f(x) neexistuje.
X—a_
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Kliova definice 3.5 (jednostranna limita funkce zprava)

Necht ae RU{—co} a f je funkce definovana na néjakém pravém prs-
tencovém okoli bodu q, tedy takova, ze 3r > 0: P, (a,r) C D(f). Necht
L € R. Rekneme, Ze funkce fma v bodé a limitu zprava rovnou L, pokud:

Ve>0 3>0 VxePy(ad): f(x)eUL,e), (12)
neboli
Ve>0 36 >0: f(Pi(a,d)) C U(Le).

V takovém pripadé znacime:
im fx) =L,  fix) =250,
X—a4
Neexistuje-li Zadné L € R takové, aby platilo (14), fekneme, Ze funkce f
nema limitu v bodé a zprava, resp., Ze jeji limita v a zprava neexistuje,

a pisSeme

f(x) > Lprox—a,.

lim f(x) neexistuje.
X—ay4
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Limita funkce

Kli¢ova definice 3.6 (limita funkce)

Necht a € R a f je funkce definovana na néjakém prstencovém okoli
bodu a, tedy takova, ze 3r > 0: P(a,r) C D(f). Necht L € R. Rekneme,
Ze funkce f ma v bodé a (oboustrannou) limitu L, pokud plati:

Ve>0 36 >0 VxeP(ad): f(x)eUL,e), (15)

neboli
Ve >0 36> 0: f(P(a,d)) C U(L,e).
V takovém pripadé znacime:
limfo) =L, f(x) %1, f(x)—Lprox—a.
X—
Neexistuje-li zadné L € R takové, aby platilo (15), fekneme, Ze funkce f
nema limitu v bodé q, resp., Ze jeji limita v a neexistuje, a piSeme
lim f(x) neexistuje.
X—a
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Slovni vyjadfeni:
Funkce fma v bodé a limitu L € R, pokud ke kazdému okoli V hodnoty L lze
najit prstencoveé okoli U bodu a, které funkce f celé zobrazi do V.

Slogan:
,BliZi-li se argument k bodu a, funkéni hodnoty se bliZi k hodnoté limity.”

Tyto formulace lze snadno modifikovat pro pfipad jednostrannych limit.
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Terminologie:
Rekneme, Ze funkce fv bodé a € R

o konverguje k L, ma-li f v a vlastni limitu L, tedy plati-li

limf(x) = L € R;

X—a
o diverguje k +00, ma-li f v a nevlastni limitu +oc, tedy plati-li
lim f(x) = +o0;
X—a

o diverguje, nema-li f v a Zadnou limitu, tedy pokud

lim f(x) neexistuje.
X—a
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Dulezita pozorovani:

e V grafu fidi ¢ vertikalni okoli limitni hodnoty, § Fidi horizontalni okoli
limitniho argumentu.

e Kvertikalnimu okoli hledame horizontalni. Naopak by to nefungovalo.
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Dulezita pozorovani:
e Pokud L € R, pak ¢im mensi je e > 0, tim obtizné&jsi je splnit podminku
f(x) € U(L, ¢). (16)

Pokud L € {+co}, pak naopak ¢im vétsi je € > 0, tim obtiznéjsi je spl-
nit (16).

e Podstatna jsou tedy mala okoli limitni hodnoty. Pro kone¢nou limitu L to
znamena malé hodnoty poloméru = > 0 (,blizké nule“). Pro nekoneénou
limitu L naopak velké hodnoty = > 0.
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Dulezita pozorovani:

e Pro limitu funkce v bodé a neni relevantni, zda a jak je funkce definovana
v samotném bodé a. Proto je v definici pouze prstencoveé okoli a. (Srov-
nejte s definici spojitosti.)
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Priklad.
Necht a, ¢ € R. Ukazme z definice limity funkce, ze plati:

(i) imc=c¢ (limita konstantni funkce)
X—a

(ii) limx = aq;
X—a

(iii) lim x = foo;
X—too

. . 1
(iv) lim = = 0.
X—>O+ X
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Oboustranna vs. jednostranné limity

Tvrzeni 3.7 (vztah mezi jednostrannou a oboustrannou limitou)

Necht f je funkce definovana alespon na néjakém prstencovém okoli
bodu a € R. Potom ma funkce f v bodé a oboustrannou limitu prave
tehdy, kdyz ma v tomto bodé limitu zprava i zleva a ty se sobé rovnaji.

Dalsi véty a tvrzeni budeme obvykle uvadét ve verzi pro oboustranné limity.
Snadno je lze upravit do zcela analogickych verzi pro limity jednostranné.
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Jake funkce limitu nemaji?

Priklad.
Funkce, ktera nema limitu v nekonecnu:

Z definice limity funkce mizeme ukazat, Ze

lim sinx neexistuje.

X—00

Pozorovani.

To, Ze jista funkce nema v jistém bodé limitu, se nejsnaze dokaze pomoci
Heineho véty, kterou uvidime pozdgji (V 4.8). Je to jednodussi nez diikaz
z definice limity funkce.
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Jake funkce limitu nemaji?

Priklad.
Funkce, ktera ma ve vlastnim bodé jednostranné limity, ale ne oboustran-
nou:

Nechtf: R — R je definovana predpisem

1, Xxé€ (—o0,0);

0 = {2, X € [0, 00).

Ukazme, ze

lim f(x) = 1,

lim f(x) neexistuje.
Xx—0
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Konec 8. prednasky 15. 10. 2025
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Jake funkce limitu nemaji?

Priklad.
Funkce, ktera ve vlastnim bodé nema ani jednu jednostrannou limitu:

Necht f: R\ {0} — R je definovana predpisem
.1
f(x) == sin X
Opét lze dokazat, at uz z definice nebo pomoci Heineho (V 4.8), ze

lim f(x) neexistuje,
X—0_

lim f(x) neexistuje.
X—04
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Jake funkce limitu nemaji?

Priklad.
Funkce, ktera ve vlastnim bodé nema ani jednu jednostrannou limitu:

Necht f: R\ {0} — R je definovana predpisem
.1
f(x) == sin X
Opét lze dokazat, at uz z definice nebo pomoci Heineho (V 4.8), ze
f(x) neexistuje,

lim
X—0_

lim f(x) neexistuje.
X—04

Jak snadno upravit predpis, aby funkce neméla jednostranné limity v néja-
kém jiném zadaném bodé a € R?
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Jake funkce limitu nemaji?

Otazka:
Je-li funkce definovana na néjakém intervalu (a,b) C R, musi mit alespon
v jednom bodé z (a, b) alespon jednostrannou limitu?
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Jake funkce limitu nemaji?

Otazka:
Je-li funkce definovana na néjakém intervalu (a,b) C R, musi mit alespon
v jednom bodé z (a, b) alespon jednostrannou limitu?

Odpovéd:
Ne.

Priklad.
Funkce, ktera nema limitu v zadném bodé, a to ani jednostrannou:
Dirichletova funkce D: R — R je definovana predpisem

DY) :_{1, xeQ;
0, xeR\Q.

Ukazme, ze D nema v Zzadném bodé z R limitu zleva, ani zprava.
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Muze mit funkce vice limit?

Véta 3.8 (jednoznacnost limity)

Necht a € R afje funkce definovana alespofi na néjakém prstencovém
okoli bodu a. Potom ma funkce f v bodé a nejvyse jednu limitu.

Timto se také dodatecné legalizuje nase znaceni
lim f(x) = ,néco”,

X—a

které bychom nezavadéli, pokud by limita nebyla jednoznacné definovana.
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Limita z pohledu vzdalenosti

Véta 3.9 (charakterizace koneéné limity)

Necht a € R a f je funkce definovana alespofi na néjakém prstenco-
véem okoli bodu a. Necht L € R. Pak jsou nasledujici dveé tvrzeni ekvi-
valentni:

(i) lim f(x) = L;
(i) Lim [£(x) L[ = 0.

Pozor!
Pro nekonecnou limitu toto nelze udélat.

Pozorovani.
Véta plati samozrejmé i pro jednostranné limity.
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Jakeé funkce urcité maji limitu?

Otazka:
Existuje néjaky typ funkci, u kterych si mizeme byt jisti, Ze v daném bodé
a € R maji (jednostrannou) limitu?
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Jakeé funkce urcité maji limitu?

Otazka:
Existuje néjaky typ funkci, u kterych si mizeme byt jisti, Ze v daném bodé
a € R maji (jednostrannou) limitu?

Odpovéd:
Jsou to napfiklad monotonni funkce.

Neni ani tfeba, aby byla funkce monotonnina celém definicnim oboru, Gplné
stacijeji monotonie nanéjakém (jednostranném) prstencovém okoli bodu a
(tzv. lokalni monotonie.)
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Monotonie vs. limita

Véta 3.10 (limita monotonni funkce zleva)

Nechta € RU{c}, r > 0 a fje funkce definovana alespori na P_(a,r).
Je-li f na P_(a, r) monotonni, potom ma f v bodé a limitu zleva. Navic:

(i) Je-li f neklesajici na P_(a,r), potom

lim f(x) = sup {f(x) | x € P_(a.r)}.
(i) Je-li f nerostouci na P_(a,r), potom

lim f(x) = inf {f(x) | x € P_(a,)}.

e Staci, aby funkce byla monotonni na néjakém levém prstencovém okoli
bodu a, jinde mlze byt definovana jakkoli (nebo vibec).

e Jak mize vypadat funkce, ktera naopak neni monotonni na zadném levém
prstencovém okoli a? Uvazte Dirichletovu funkci.

e Limita miZze byt vlastni nebo nevlastni, stejné tak a mize byt realné

nebo +oo.
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Monotonie vs. limita

Véta 3.10 ma samozrejmé analogii pro limitu zprava:

Véta 3.11 (limita monotonni funkce zprava)

Nechta € RU{—oc}, r > 0 afje funkce definovana alespori na P, (a,r).
Je-lifna P, (a, r) monotonni, potom ma fv bodé a limitu zprava. Navic:

(i) Je-li f neklesajici na P (a,r), potom

f(x) = inf {f(x) | x € P+ (@, N}

lim
X—a4
(i) Je-li f nerostouci na P, (a,r), potom

lim f(x) =sup {f(x) | x € P+(a,r)}.

X—a
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Monotonie vs. limita

Otazka:

Proc jsme v predeslych vétach tentokrat vyslovné mluvili o jednostrannych
limitach?

Odpovéd:

| presto, Ze f je monotonni na oboustranném prstencovém okoli bodu a, jeji
oboustranna limita v a nemusi existovat:

Priklad.
Uvazujme funkci
iR - R
X, x < 0;
X
1+x, x>0.
Jak vypadaji jednostranné limity v 0? Co oboustranna limita?
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Monotonie vs. limita

Pozorovani.
Z predchozich vét vidime, Ze plati:

f monotonni na levém prstencovém okolia = fma limitu v a zleva.
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Monotonie vs. limita

Pozorovani.
Z predchozich vét vidime, Ze plati:

f monotonni na levém prstencovém okolia = fma limitu v a zleva.

Opacna implikace neplati!
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Limita vs. omezenost

Véta 3.12 (vztah limity a lokalni omezenosti)

Necht a € R afje funkce definovana alespon na néjakém prstencovém
okoli bodu a. Necht limy_,4 f(x) = L € R. Potom plati:
(i) Je-li L > —oo, pak pro kazdé d € (—oo, L) existuje r > 0 takove, Ze
Vx e P(a,r):f(x)>d.
(ii) Je-li L < oo, pak pro kazdé h € (L, o0) existuje r > 0 takove, Ze
Vx e P(a,r) : f(x) < h.

e Funkce s vlastni nebo kladnou nevlastni limitou v bodé a je zdola ome-
zena na néjakém prstencovém okoli bodu a.

e Funkce s vlastni nebo zapornou nevlastni limitou v bodé a je shora ome-
zena na néjakém prstencovém okoli bodu a.

e Funkce s vlastni limitou v bodé a je omezena na néjakém prstencovém

okoli bodu a.
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Limita vs. omezenost

Pozor!
Omezenost, kterou dava Véta 3.12, je vzdy pouze lokalni, tedy pouze na né-
jakém prstencovém okoli bodu a.

Z existence limity funkce v bodé a nevyplyva omezenost funkce na zadné
mnoziné, ktera neni podmnozinou vysSe uvedeného prstencovéeho okoli.

Stejné tak z ni nevyplyva existence limity dané funkce v zadném bodé jiném
nez a.
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Kdy mizZeme , dosadit“?

Pozorovani.
Z definice jsme ovérili, Zze pro funkci danou predpisem f(x) .= xaboda € R
plati

lim f(x) = f(a).

X—a

Tedy limitu dostaneme tak, Ze do predpisu funkce pouze dosadime limitni
argument.

To funguje pro fadu funkci, ale ne vzdy! (Funkce napfiklad nemusi byt v a
vubec definovana!)

Funkce, které toto umoznuji, maji zasadni vyznam, a tudiz i vlastni pojme-
novani.
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Kliova definice 3.13 (spojitost v bodé)

Necht a € R a necht f je funkce definovana alespon na néjakém okoli
bodu a. Rekneme, Ze funkce f je spojita v bodé a, plati-li

lim f(x) = f(a).

X—a

Pozorovani:

spojitost v a = existence vlastni limity v a.

£~
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Kli¢ova definice 3.14 (jednostranna spojitost v bodé)

Necht a € R a necht fje funkce definovana alespon na néjakém levém
(resp. pravém) okoli bodu a. Rekneme, Ze funkce f je spojita v bodé a
zleva (resp. zprava), plati-li

lim f(x) = f(a), < resp. lim f(x) :f(a)> .

X—a_ X—a4

Véta 3.15 (vztah jednostranné a oboustranné spojitosti)

Necht a € R a necht f je funkce definovana alespofi na néjakém okoli
bodu a. Pak je funkce f spojita v bode a praveé tehdy, kdyz je tam spojita
zleva i zprava.
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Priklad.

e Funkce x(0,) je v nule spojita zleva, ale ne zprava.

Funkce x(0,) je v nule spojita zprava, ale ne zleva.

Funkce sgn neni spojita v nule ani z jedné strany.

VSechny tfi vySe uvedené funkce jsou spojité na R \ {0}.

Dirichletova funkce neni spojita v zadném bodé z R, nema tam totiz ani
limitu.
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Definice ve skriptech [T] je ponékud odlisna:

~Funkce fje spojitava € D(f), pokud pro kazdé okoli U hodnoty f(a) existuje
okoli V bodu a takové, Ze f(VN D(f)) c U

Podle této definice mohou byt spojité i funkce, které nejsou definované na
zadném prstencovém okoli bodu a. To nase definice (Def. 3.13) nepfipousti.
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Definice 3.16 (spojitost na intervalu)

Necht f je funkce, a,b € R, a < b. Rekneme, Ze f je:
(i) spojita na (a,b), pokud (a,b) C D(f) a f je spojita v kazdém bodé
x € (a,b).
(i) spojitana [a,b), pokud [a, b) C D(f), fje spojita na (a, b) a spojita
zpravav a.
(iii) spojitana (a,b], pokud (a,b] C D(f), fje spojita na (a, b) a spojita
zleva v b.
(iv) spojita na [a, b], pokud [a, b] C D(f), f je spojita na (a, b), spojita
zprava v aa zleva v b.
Pokud mnozina M c D(f) je sjednocenim intervali, fekneme, Ze f je
spojita na M, je-li spojita na kazdém z téchto interval.
Rekneme-li pouze, Ze f je spojita, znamena to, Ze je spojita na celém
svém defini¢nim oboru (pokud je D(f) sjednocenim intervald).
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Limita a spojitost funkce

Véty pro vypocet limit



Limity dulezZitych funkci

Kli¢ova véta 3.17 (limity mocnin)

Necht a € R. Potom plati:

oo, a <0 0, a<Qo;
lim x*=<1, a=0; limx*=<¢1, a=0;
X—0+ X—00

0, a>o. 0o, a>0.
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Limity dulezZitych funkci

Kli¢ova véta 3.18 (limity exponencialy a logaritmu)

Necht a > 0. Potom plati:
oo, ac€(0,1);
lim a=¢1, a=1;
X——00
0, a>1.
. oo, ae(0,1);
lim log,x = { 1)
5=y —o0, a>1.

0, ae(0,1);
lima*=<¢1, a=1;
X—00
oo, a>1.
o —0Q, ac 071 5
lim log,x = 1)
X—=oo 9, a>1.
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Limity dulezZitych funkci

Kliova véta 3.19 (limity goniometrickych a cyklometrickych funkci)

Plati:
lim tgx=— lim tgx = oo,
X——5 X=% _
lim cotgx = lim cotgx = —oo,

x—0_ X—m_

lim arctgx = —z, l|m arctgx = T
X——00 2 2’
lim arccotgx =, lim arccotgx =

X——00 X—00
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Spojitost dulezitych funkci

Kli¢ova véta 3.20 (spojitost elementarnich funkci)

VSechny mocniny, exponencialni, goniometrické, hyperbolické funkce
a funkce k temto inverzni jsou spojite.

Tuto vétu je mozné dokazat pomoci Véty o artitmetice limit (V 3.22) a Véty
o dvou policajtech (V 3.28), které budou nasledovat.
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Vyrazy s nekonecnem

Pro potreby pocitani limit budeme potfebovat zachazet s vyrazy typu:
"a + m“? l'a : m“7 "m + w“
a podobnég, kde a € R.

Nyni tyto objekty ,legalizujeme*.
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Vyrazy s nekonecnem

Definice 3.21 (pFipustné vyrazy s nevlastnimi Cisly)

Necht a € R. Definujeme nasledujici vyrazy:
0 £a:=ox —oco+a:=—00
00 + 00 == 00 —00 + (—00) == —00
00 — (—00) =0 —00 — 00 1= —00
00, a> 0; —o0, a>0;
a-oo:= a-(—oo) =
—00, a<0 0, a<o
00 - 00 = 00 00 - (—00) = —00
—00 00 = —00 —00 - (—00) == 0
a
a =0 — =0
00 —00
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Vyrazy s nekonecnem

Pozor!
Nadale nejsou definovany vyrazy

400 ,cokoli”

- - T 0-(£ )
00 — 00, 00 + 00, Too (£o0) 0

Tyto vyrazy jsou past! Ale i s nimi se naucime vyporadat.
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Aritmetika limit

Kli¢ova véta 3.22 (aritmetika limit)

Necht a € R. Necht f, g jsou funkce definované (alespon) na néjakém
prstencovéem okoli bodu a. Necht existuji limity

A= )M)}f(x) eR, B:= )Eir; gx) eR
(i) Je-li A+ B definovany vyraz, pak existuje )Eim}(f(x) +g(x)) aspliuje
}irrl(f(x) +g(x)) =A+B.
(i) Je-li AB definovany vyraz, pak existuje lim (f(x)g(x)) a spliuje

X—a

lim (f(x)g(x)) = AB.

(iii) Je- ll - defmovany vyraz, pak existuje l|m X g spliiuje

a 9(%)
. f(x) A
)E_mﬁ ~ B
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Konec 9. prednasky 21. 10. 2025
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Aritmetika limit

Priklad.
Urceme limity

X2 —3x+2 . X2 —T7xX+5
m-— lim ————.
x—=2 X2 -4 x—o00 4 4+ 2X — 3x2
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Aritmetika limit

Pozor!
Implikace ve Vété 3.22 nelze obracet!

Existence )Em((f(x) + g(x)) neimplikuje existenci im f(x) a im g(x)!

Analogicky pro soucin a podil.

Priklad.
UvaZujte a = oo a funkce dané na R predpisy

f(x) = sinx, g(x) = —sinx.
Pak
im (f(x) +g(x)) = 0,

ale Xle f(x) ani Xle g(x) neexistuiji.
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Nasobeni konstantou

Dusledek 3.23 (limita nasobku)

Necht funkce f ma v bodé a € R limitu a necht c € R\ {0}. Potom plati

lim(c- f(x)) = c- lim f(x).

X—a X—a

Slogan:
»Pred limitu lze vytknout konstantu.”

Pozor!

Nesmime pred limitu vytykat nic, co zavisi na argumentu funkce! (Zde je
argumentem x.)
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Kombinovani spojitych funkci

Kliova véta 3.24 (aritmetika spojitosti)

Necht a € R. Necht f, g jsou funkce spojité v bodé a. Pak jsou v bodé a
spojité i funkce f + g a fg. Je-li navic g(a) # 0, pak je v bodé a spojita
i funkce f/g.

Tato véta je pfimym disledkem véty o aritmetice limit (V 3.22) a definice
spojitosti.
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Aritmetika limit: déleni nulou (skoro)

Véta 3.25 (limita podilu s mizejicim jmenovatelem)

Necht a € R a f, g jsou funkce splriujici

lim f(x) € (0, 00) U {0}, lm g(x) = 0.

X—a

Necht navic existuje r > 0 takove, Ze
Vx e P(a,r):g(x)>0.

Potom plati
lim f®)

x—a g(X)

DokazZete tuto vétu upravit pro zapornou limitu funkce f a/nebo funkci g
zapornou na prstencovém okoli bodu a?
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Aritmetika limit

Priklad.

Urceme limitu
X—3

m-—m—.
x—2 X2 —4x+4

Priklad.
Urceme jednostranné limity
.oox+1
lim .
x—=1£ X —1

Existuje oboustranna limita?
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Aritmetika neexistujicich limit

Véta 3.26 (kombinace funkci s limitou a bez limity)

Necht a € R a f, g jsou funkce definované alespofi na néjakém prs-
tencovém okoli bodu a. Necht funkce g ma v bodé a vlastni limitu, ale
limita funkce f v tomto bodé neexistuje. Potom plati nasledujici.

(i) Limity funkci f+ g v bodé a neexistuji.

(ii) Pokud platilimy_,, g(x) # 0, pak v bodé a neexistuje limita funkce
fg ani funkce L.
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Aritmetika neexistujicich limit

Priklad.
Existuji limity

. 1 . . 1
lim (+smx> , lim ((x+ 1)2cos)?
x—o0 \ X x—0 X
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Odhady vs. limity

Véta 3.27 (limita a usporadani)

Nechta € R,r>0af,g:P(a,r) — R. Necht
Vx e P(a,r): f(x) < g(x).
Necht navic kazda z funkci f, g ma v bodé a limitu. Potom plati

lim f(x) < lim g(x).

X—a X—a
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Odhady vs. limity

Pozor!
Necht funkce f, g jsou jako ve V 3.27, ale spliuji na néjakém prstencovém
okoli a dokonce ostrou nerovnost:

f<g.

Potom obecné dostavame pouze neostrou nerovnost mezi limitami:

lim f(x) < lim g(x).

X—a X—a

Slogan:
»Limitni pfechod déla z ostrych nerovnosti neostré.”

Priklad.
Pro x > 0 definujme f(x) = 0, g(x) = 5 a uvazujme limity v nekonecnu.
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Odhady vs. limity

Kliova véta 3.28 (sevieni / dva policajti)

Nechta € R,r>0af,g,h:P(a,r) — R. Necht
Vx € P(a,r): f(x) < g(x) < h(x).
Necht dale maji funkce f, h v bodé a stejnou limitu, tedy plati
lim f(x) = lim h(x).

Potom existuje lim g(x) a splhuje
X—a

lim g(x) = lim f(x) (: lim h(x)) :

X—a X—a X—a
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Odhady vs. limity

Priklad.
Dokazme, zZe plati

limsinx = 0, limcosx = 1.
xX—0 x—0
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Odhady vs. limity

Priklad.
Dokazme, zZe plati

limsinx = 0, limcosx = 1.
xX—0 x—0
Priklad.
Urceme limitu
lim (x> + (x+ 3)sinx).

X— 00
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Pouziti omezenosti funkce v limité

Dusledek 3.29 (soucin omezené a mizejici funkce)

Nechta € R, r > 0af,g: P(a,r) — R. Necht je funkce f omezena na
P(a,r) a plati
lim g(x) = 0.

X—a
Potom plati
lim £(x)g(x) = 0.

X—a
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Pouziti omezenosti funkce v limité

Priklad.

Urceme limitu . )
X* — cos(x +3)) (x— 4).

,E'_rﬂl arctg ( e2sinhx 1 ¢
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Pouziti omezenosti funkce v limité

Priklad.

Urceme limitu . )
X* — cos(x +3)) (x— 4).

,E'_rﬂl arctg ( e2sinhx 1 ¢

Pro fajnSmekry: Urcete limitu téhoZ vyrazu pro x — oo. VSimnéte si, Ze vtom
pripadé bude tfeba naprosto odliSny postup.
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Konec 10. prednasky 22. 10. 2025
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Kdy staci jeden policajt?

Véta 3.30 (divergentni policajt)

Nechta € R,r>0af,g:P(a,r) — R. Necht
Vx € P(a,r): f(x) < g(x).
Necht

lim f(x) = oc.

Potom plati také

im g(x) = co.

e Na rozdil od V 3.27 zde nepredpokladame, Ze lim,_,, g(x) existuje. To na-
opak dostavame jako soucast zavéru.

e Bez predpokladu, Ze limita f je nevlastni a kladna, véta neplati.

e Jak lze asi vétu preformulovat pro pripad horniho policajta, ktery diver-
guje do —oo?
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Zakladni srovnavaci limity

Kliova véta 3.31 (srovnavaci limity duleZitych funkci)

Plati nasledujici:

. sinx .oeX—1 . In(x+1
im>=—==1, lim =1, lim Inx+1)
x—0 X X—0 X X—0 X

. sinhx
lim = 1,
X—0 X
. tgx . arctgx . arcsinx
llmizl, lim g =1 lim =1
x—0 X X—0 X xX—0 X
. tghx . argtghx . argsinhx
llmg—zl, llmizl, llmgizl
x—0 X X—0 X x—0 X
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Limita sloZené funkce

Klicova véta 3.33 (limita slozené funkce)

Necht a,b,c € R, r,s > 0. Nechtf: P(a,r) = R, g : P(b,s) — R. Necht

lim f(x) = b,
X—a

limg(y) =c
y—b

a navic je splnéna jedna z podminek:

(i) b € D(g) a g(b) = c (tedy g je spojita v b);
(i) pro vsechna x € P(a,r) plati f(x) # b.
Potom plati

lim g(f(x)) = c.

X—a
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Limita sloZzené funkce

Priklad.
Rozhodnéme, jestli existuji tyto limity, a pfipadné je urceme.

lim cos(x*> — 9),
X—3

- .1
lim xsin —,
X

X—00

. 1
lim arctgexp ()(_) .

X%1+ 1
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Cerna magie a kreativni iicetnictvi

Priklad.
Urceme nasledujici limitu:

. sin(e* —e?
[|m ¥
X—3 X2 -9

V zapise vyuZijeme techniku pujc¢ovani a vraceni a zakladni srovnavaci
limity.
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Konec 11. prednasky 29. 10. 2025
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Limita sloZzené funkce

Proc jsou ve Vété 4.22 podminky (i), (ii)?
Vnéjsi funkce g nemusi byt definovana pfimo v bodé b. Vyraz g(b) pak nema
smysl.

Dvé cesty ven z tohoto problému:

(i) Vnéjsi funkce g je definovana v bodé b a ma tam hodnotu c. (Toto zna-
mena spojitost g v b. Co by se stalo, kdyby g(b) # c?)

(ii) Hodnoty vnitini funkce f se ,vyhybaji“ hodnoté b na prstencovém okoli
bodu a. Tedy na tomto okoli se neobjevi vyraz g(f(b)).

Pozorovani.

Je-li b € {£oo} a funkce f je definovana na néjakém prstencovém okoli
bodu a, je podminka (ii) splnéna automaticky, protoze f nabyva realnych
hodnot.
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Limita sloZzené funkce

Priklad nesplnéni podminek:

. .1 .
lim sgn (xsm D neeX|stu1|.
X—04 X
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Pomucka pro dukaz LSF

Co mame:

e Z definice limy_q f(x) = b:

Vo>036>0: f(P(a,d)) C U(b,o).
e Z definice limy_pg(y) =

Ve>030>0: g(P(b,p)) C U(ce).
e Plati (i) nebo (ii).

Co chceme:
Ve>036>0: g(f(P(a,d))) C U(c,e).
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Limita sloZené funkce - jednostranny pfipad

Uvazujme (oboustrannou) limitu

linl v/ 1—sinx.

x—Z

Ta existuje a je rovna 0. Pfimo z V 4.22 to ale nedostaneme, protoze vnéjsi
funkce (y — /y) nema v bodé 0 oboustrannou limitu, ale pouze limitu
zprava. Vadi to ale opravdu?

Pro takovéto situace mame nasledujici ,jednostrannou” modifikaci Véty
o limité slozené funkce.
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Limita sloZzené funkce: jednostranny pripad

Véta 3.34 (limita sloZené funkce s ,levou vnéjsi funkci“)

Nechta,c € R, b € RU {c0} adaler,s > 0. Nechtf : PL(a,r) — R,
g:P_(b,s) — R aplati
Vx € P(a,r) : f(x) <b.
Necht plati
lim f(x)=b lim g(y) =c.

X—a4 y—b_
Necht je navic splnéna jedna z podminek:

(i) b € D(g) a g(b) = c (tedy g je spojita zleva v b);
(i) pro vsechna x € Py (a,r) plati f(x) < b(x).
Potom plati

lim g(f(x)) = c.

X—a4
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Limita sloZzené funkce: jednostranny pripad

Véta 3.35 (limita sloZené funkce s ,,pravou vnéjsi funkci“)

Nechta,c € R,b € RU{—oc} adaler,s > 0. Nechtf: PL(a,r) — R,
g:P.(b,s)— Raplati
Vx e P(a,r):f(x) > b.
Necht plati
lim fx)=b lim g(y) =c.

X—0t y—by
Necht je navic splnéna jedna z podminek:
(i) b € D(g) a g(b) = c (tedy g je spojita zprava v b);
(i) pro vsechna x € PL(a,r) plati f(x) > b(x).
Potom plati
lim g(f(x)) =c.

X—a4
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Skladani spojitych funkci

Kliova véta 3.36 (sloZeni spojitych funkci)

Necht a € R. Je-li f funkce spojita v bode a a g funkce spojita v bodeé
f(a), pak funkce g o f je spojita v bodé a.

Tato véta plyne z véty o limité sloZené funkce (V 4.22(i)) a definice spojitosti.
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Trik s rozdilem odmocnin

Priklad.
Pokud existuje, uréeme limitu:

lim Vox2+1—vV2x2+x—3
X—00 X—~/X2—|—1 .
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Trik s rozdilem odmocnin

Priklad.
Pokud existuje, uréeme limitu:

lim Vox2+1—vV2x2+x—3
X—00 X—~/X2—|—1 .

Trik s rozdilem odmocnin pouzijte, pokud je to nutné. Nékdy nemusi.

Priklad.
Pokud existuje, urceme limitu:

lim VX2 +1—-vx2+x-3
X500 X — VX2 + 1 '

Potrebovali jsme tu predchozi trik?
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Limita sloZzene funkce: typicky priklad

Typickeé jsou takovéto limity:

lim f(x)9™).

X—a

Jsou-li f,g ,rozumné” funkce (spojité nebo aspon s limitou v potfebnych
bodech), miZeme se pokusit ,dosadit” limitni hodnoty.

Pozor!
MlZeme ale dostat jeden ze ,,zakazanych“ vyrazii:
Y 1:EOO “ O u Y O() u.

1 "OO ?

Tyto vyrazy jsou past! Jak se jich zbavit?
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Limita sloZzene funkce: typicky priklad

Doporuceny univerzalni postup:
Vyraz f(x)9%) nejdfive prepiste do tvaru

900 Inf(x)_

Tim se problém méni na zkoumani limity soucinu

g(x) Inf(x).

Dostavame-li zde nedefinovany vyraz, mizeme Casto pouZzit 'Hospitala nebo
srovnavaci limity zV 3.31a V 3.32.
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Limita sloZzene funkce: typicky priklad

Priklad.
Necht b € R. Uréeme limitu (pokud existuje):

lim 1+ bx.
X—
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Limita sloZzene funkce: typicky priklad

Priklad.
Uréeme limitu (pokud existuje):

x24x—1

. (x - 3) 2244
lim .
x—oo \ X — 2
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Limita sloZzene funkce: typicky priklad

Priklad.
Uréeme limitu (pokud existuje):

x24x—1

. (x - 3) 2244
lim .
x—oo \ X — 2

Priklad.
Uréeme limitu (pokud existuje):

xS 4x—1
_(x—3)
lim )
x—o00 \ X — 2

Myslite, Ze je to jen mala zména? Jen pockejte!
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Posloupnosti

Definice a zakladni vlastnosti



Posloupnost

Kliova definice 4.1 (posloupnost)

Posloupnosti realnych ¢isel (realnou posloupnosti) rozumime jaké-
koli zobrazeni mnoziny N do mnoziny R.

Pro kazdé n € N nazyvame n-tym clenem posloupnosti obraz prvku n
a znacime jej ap.

Celou posloupnost znac¢ime symboly

(@n)nen = (@n)p2; = (a1,02,03, . . .).
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Posloupnost

e Realnou posloupnost mizeme chapat jako funkci a definovanou takto:

aN->R

n — a.
V tomto zapisu je tedy a, = a(n) pro kazdé n € N.

e Cislu n € N u élenu aj, se fika index. O posloupnosti (ap)cn se pak Fika,
Ze je indexovana pfirozenymi Cisly.

e Nékdy se pouziva také znaceni s mnozinovymi zavorkami: {a,}nen.
Neni to ale totéz, jako kdyz napiSeme

{an | n € N}.
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Posloupnost

e Pojem posloupnosti se bézné pouziva v SirSim smyslu - je-li M libovolna
mnozina, pak posloupnosti prvkii mnoziny M rozumime zobrazeni mno-
Ziny N do M. Znaceni je pak analogické Definici 4.1.

e Obecna posloupnost také nemusi byt indexovana pravé ,od 1 do oo,
setkate se napf. s pripady jako (an)$° -, (an)nez apod.

e Nékdy se hovofi o koneénych posloupnostech (a,)N_,, kde N € N je dané
Cislo. To je totéz, co vektory.
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Zadavani posloupnosti

Posloupnost (realna i obecna) mize byt zadana rozlicnymi zpisoby, napf.
pFedpisem zavisejicim na n:

a, = n? —3n+15, neN;

b n?, je-lin € Nsudég;
" 0, je-lin € Nlichg;

pFimym vy¢tem prvku:
€ =3,C=17,¢c3=-9, VneN, n>4:¢,:=21

i jinak.
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Rekurentné zadana posloupnost

Dalsi dilezita moznost - rekurentni zadani posloupnosti:

Je dan jeden (nebo vice) pocatecni ¢len posloupnosti a obecny n-ty ¢len je
vyjadren v zavislosti na predchozim (nebo vice predchozich) ¢lenech.

Setkate se s tim pfi feSeni diferenénich rovnic.

256/603



Aritmeticka a geometricka posloupnost

Priklad.
Necht c,d,q € R.

Aritmeticka posloupnost s diferenci d je dana takto:
a, = C,
ap,:=d-+a,_1, neNn>2.
Geometricka posloupnost s kvocientem g je dana takto:
b1 =C,
b, :=qgb,_1, neN,n>2.
Dokazete napsat explicitni predpis pro jejich n-ty clen?
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Fibonacciho posloupnost

Priklad.

Fibonacciho posloupnost je dana nasledovné:

a; = ]_7
a =1,

Qpn=0p1+Qpn2, NENN>3.
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Fibonacciho posloupnost

Priklad.

Fibonacciho posloupnost je dana nasledovné:

a; = ]_7
a =1,

anp=0p_1+0an_2, heNn>3.

Lze ukazat, ze pak plati:

VneN:an:\}g<<1+2\/g> —(1_2\6) >
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Vlastnosti posloupnosti

Pozorovani.
Posloupnosti jsou specialnim pFipadem funkci - takovych, jejichz definic-
nim oborem je N.

MlZeme tedy analogicky uvaZovat jejich vlastnosti (srovnejte nasledujici
slajdy s jejich protéjsky u funkci).
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Monotonni posloupnosti

Kli¢ova definice 4.2 (monotonni posloupnost)

Realnou posloupnost (ap)nen Nazveme

(i) rostouci, pokud
VneN:ap < apis;
(ii) klesajici, pokud
VneN:ap, > aniq;
(iii) neklesajici, pokud
VneN:a, <apgr;
(iv) nerostouci, pokud
VvneN:a, > aps;.

Vsechny tyto typy posloupnosti se nazyvaji monotonni, pripady (i) a (ii)
pak ryze monotonni.
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Monotonni posloupnosti

Priklad.

(i) Posloupnost
(2,5,8,11,14,...)
je rostouci.

(ii) Posloupnost

je nerostouci.
(iii) Posloupnost

neni monotonni.
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Omezené posloupnosti

Kli¢ova definice 4.3 (omezena posloupnost)

Rekneme, Ze realna posloupnost (ap)nen je

(i) shora omezena, existuje-li h € R takove, ze
VneN:a, <h;

(ii) zdola omezena, existuje-li d € R takové, ze
VneN:a, >d;

(iii) omezena, je-li omezena shora i zdola.

Ekvivalentni formulace:

Realna posloupnost je (shora/zdola) omezena, je-li (shora/zdola) omezena
mnozina jejich ¢lend, tedy mnozina

{a, | n € N}.
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Omezené posloupnosti

Priklad.
Rozhodnéme, zda jsou nasledujici posloupnosti omezené:

() (=)
() ((=mM")pen
(i) (97)

V prikladu (iii) miZzeme v tuto chvili vyuZit napt. Bernoulliho nerovnost
(T 118). Pozdéji budeme také umét ukazat, Ze lim,_, . v/n = 1, coz da ome-
zenost podle V 4.23.
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Konec 12. prednasky 31. 10. 2025
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Podposloupnost

Kli¢ova definice 4.4 (podposloupnost)

Necht (ap)nen je realna posloupnost a (ng)ren j€ rostouci posloupnost
prirozenych cisel. Potom posloupnost

(a"k)keN

nazveme podposloupnosti posloupnosti (a,)sen nebo posloupnosti
vybranou z (ap)nen.

Podposloupnost vznikne tak, Ze vybereme nékteré ¢leny z plivodni posloup-
nosti, ale zachovame jejich vzajemné poradi.
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Podposloupnost

Priklad.
Uvazujme posloupnost danou predpisem

an::2n71, nEN’

tedy
(An)nen = (1,3,5,7,...).
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Podposloupnost

Priklad.
Uvazujme posloupnost danou predpisem

ap:=2n-—1, neN,

tedy
(@n)nen = (1,3,5,7,...).
Posloupnost
(4R — 3)pen = (1,5,9,13,...)

je podposloupnosti posloupnosti (ap)nen. Oznacime-li totiz
n,:=2kR—1 prokeN,
pak je posloupnost vybranych indexl (ng)key rostouci a dostavame

(4k _'B)kEN ::(a”k)keN'
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Podposloupnost

Priklad.
Uvazujme posloupnost danou predpisem

a, :=2n-—1, neN,
tedy
(An)nen = (1,3,5,7,...).
Posloupnost
(br)ken = (3,1,7,5,11,9,...)

neni podposloupnosti posloupnosti (an)nen. KaZdy jeji prvek sice je i prv-
kem (ap)nen, plati dokonce

{ap, | neN} ={by | keN},
ale poradi prvku neni zachovano.

Nesouvisejici otazka:
Uméli byste k-ty Clen by, vyjadrit explicitnim predpisem (v zavislosti na k)?
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Posloupnosti

Limita posloupnosti



Limita posloupnosti

Kli¢ova definice 4.5 (limita posloupnosti)

Necht (a,)nen je realna posloupnostaL € R. Rekneme, Ze posloupnost
(@n)neny Ma limitu L, pokud

Ve>0 dnpeN VneNn>ng: a,eU(Le).

V takovém pripadé znacime

lim a, =L, nebo  a, =5 L.

n—o0
Je-li zde L € R, fekneme, Ze je (ap)nen konvergentni, resp. Ze ma
vlastni limitu. Pokud L € {+cc}, fekneme, Ze (an)neny Ma nevlastni
limitu.
Pokud neexistuje takové L € R, aby vySe uvedené platilo, fekneme,
Ze posloupnost (ap)neny Nema limitu, resp., Ze jeji limita neexistuje,
a piseme

lim a, neexistuje.
n—o0o
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Limita posloupnosti

Slovni vyjadreni:

Posloupnost (ap)neny Ma limitu L € R, pokud pro kazdé okoli hodnoty L
existuje ng € N takové, Ze vSechny cleny a, posloupnosti s indexem vétSim
nez n, lezi vtomto okoli.

Slogan:
,Cleny posloupnosti s dost velkymi indexy se blizi k hodnoté limity."
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Limita posloupnosti

Oblibeny slovni obrat:
Formulaci
,Pro dost velka n € N plati V(n). (17)

myslime toto:
JExistuje ny € N takové, Ze pro vSechna n € N, n > ng plati V(n) (18)

Ekvivalentni formulace téhoz:

»Pro vSechna n € N az na konecné mnoho plati V(n)." (19)

Vyjadreni (17) je vagni, ale (18), (19) uz jsou dostatecné presné matematické
formulace.
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Limita posloupnosti

Dulezita pozorovani:

e Vdefinici limity jsou podstatna mala okoli. Pro vlastni limitu L tedy malé
hodnoty = > 0 (tj. blizké nule), pro nevlastni limitu L velké hodnoty ¢ > 0.

e Pro limitu je relevantni pouze chovani a, pro velka n, tedy pro n € N vétsi
nez néjaké ny € N.

Co se déje ,pred ny“, je lhostejne.
e Diky pouziti pojmu okoli, tj. U(L, ), mame stejné formulovanou definici
pro vlastni i nevlastni limitu. Pro L € R by bylo mozné misto ,.a, € U(L,¢)"

psat ,|a, — L| < & ale pro L = +oo tento zapis nelze pouZit.

e Limitu posloupnosti zkoumame pouze v nekonecnu. Jinde to nema smysl.
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Limita posloupnosti

Priklad.
Ovérme z definice, ze plati

lim n? = oo.
n—oo
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Jednoznacnost limity posloupnosti

Véta 4.6 (jednoznaénost limity)

KaZda realna posloupnost ma nejvyse jednu limitu.
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Limita podposloupnosti

Véta 4.7 (limita podposloupnosti)

Necht realna posloupnost (a,)nen ma limitu (vlastni nebo nevlastni).
Potom kaZda jeji podposloupnost ma stejnou limitu.
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Posloupnost bez limity

Diky predchozimu tvrzeni lze snadno dokazat napriklad toto:

Priklad.
Ukazme, Ze posloupnost ((—1)"),cy nema limitu.
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Jaky je vztah mezi limitou funkce a limitou posloupnosti?

Uvazujme funkci f: [1,00) — R a pro kazdé n € N definujme:

an = f(n).

Vznikla posloupnost (an)nen je tedy restrikci funkce f na mnozinu N.
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Jaky je vztah mezi limitou funkce a limitou posloupnosti?

Uvazujme funkci f: [1,00) — R a pro kazdé n € N definujme:
an = f(n).

Vznikla posloupnost (an)nen je tedy restrikci funkce f na mnozinu N.

Pozorovani.
Ma-li funkce f limitu v nekonecnu, potom ma limitu posloupnost (an)nen
a obé tyto limity se rovnaji.

Pozor!
Nelze to obratit! | pokud ma (ap)nen limitu, funkce f mit limitu v nekonecnu
nemusi!
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Jaky je vztah mezi limitou funkce a limitou posloupnosti?

Priklad.
UvaZujme posloupnost (ap)nen, j€jiz n-ty clen ma tvar

a, = sin(mwn).

Potom
lim a, = lim 0=0,
n—oo

n—oo
ale
lim sin(wx) neexistuje.

X—00
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Limita funkce vs. limita posloupnosti

Kli¢ova véta 4.8 (Heine)

Nechta € R, r > 0, L € R af je funkce definovana alespori na P(a,r).
Potom jsou nasledujici podminRy ekvivalentni:

(i) Plati ii_r}r;f(x) =L

(ii) Pro kazdou posloupnost (xp)new bodu z P(a,r), ktera spliiuje
lim,_, o Xp = a, plati

fxa) = L.

lim
n—o0

e ,Posloupnosti bodil z P(a, r)* myslime takovou posloupnost (X,)nen, Z€
vYneN: x, € P(a,r).
e Pozor! Rozlisujte mezi posloupnosti argumentu (x,),cn a posloupnosti
hodnot (f(x,))nen.

e V podmince (ii) je zasadni, Ze to plati pro kazdou posloupnost (Xp)nen

spliujici dané pozadavky.
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Limita funkce vs. limita posloupnosti

Uvedme pro poradek jesté jednostranné verze Heineho véty.

Véta 4.9 (Heine, jednostranna verze)

Nechta € R, r > 0, L € R a fje funkce definovana alespon na P.(a,r).
Potom jsou nasledujici podminky ekvivalentni:

(i) Platixirp f(x) = L.

(ii) Pro kazdou posloupnost (x,)nen bodi z Po(a,r), ktera spliiuje
limy_ o Xp = a, plati
lim f(xn) = L.

n—oo

Symbol ,+“ zde jako obvykle znamena, Ze si muzZete vybrat levou nebo pra-
vou stranu, ale na vSech mistech stejnou.
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Limita funkce vs. limita posloupnosti

Heineho véta a V 4.7 maji spolec¢né nasledujici disledek.

Dusledek 4.10 (charakterizace funkce nemajici limitu)

Necht a € R, r > 0 a f je funkce definovana alespon na P(a, r). Potom
jsou nasledujici podminRy ekvivalentni:

(i) Funkce f nema v bodé a limitu.
(ii) Existuje posloupnost (xp)nen bodi z P(a, r) spliujici lim,_, . Xp=a
a zaroven takova, Ze lim,_, - f(xn) neexistuje.
(iii) Existuji posloupnosti (Yn)nen, (Zn)nen bodl z P(a,r) spliujici
limp oo ¥n = limy_ o 2, = a a zaroven takove, Ze existuji obé li-
mity limp_o. f(yn), limy_,~ f(zx), ale nerovnaji se navzajem.
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Limita funkce vs. limita posloupnosti

Opét mizeme uvazit i jednostrannou verzi:

Dusledek 411 (charakterizace funkce nemajici jednostrannou limitu)

Nechta € R, r > 0 a f je funkce definovana alespon na P.(a, r). Potom
jsou nasledujici podminRy ekvivalentni:
(i) limy_q, f(X) neexistuje.

(i) Existuje posloupnost (X,)nen bodld z Py(a,r) spliujici
lim,_, . Xn = a a zaroven takova, Ze lim,_, . f(x,) neexistuje.

(iii) Existuji posloupnosti (Yn)nen, (Zn)nen bodl z Pi(a,r) spliujici
limp— oo ¥n = limy_ o 2, = a a zaroven takove, Ze existuji obé li-
mity limp_o. f(yn), limy_, o f(z4), ale nerovnaji se navzajem.
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Pouziti Heineho na funkce bez limity

Pozorovani.
Pomoci Heineho véty, resp. DUsledku 4.10, lze snadnéji dokazat, Ze funkce
nema v daném bodé limitu.

Priklad.
DokaZzme, Ze funkce

.1
X — Sin —
X

nema limitu v nule zprava.

Toto umime udélatijinak - primo z definice limity funkce. Pomoci ,Spatnych
posloupnosti“ je to ale snazsi.
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Funkce reprezentujici posloupnost

Ke kazdé posloupnosti (ap)nen lze zkonstruovat specialni funkci, ktera ma

»stejné limitni vlastnosti“ jako (ap)nen:

Tvrzeni 412 (konstrukce stupiiovité funkce)

Necht (an)nen je realna posloupnost. Definujme funkci fq: [1,00) — R
tak, Ze pro kazdé n € N a kaZdé x € [n,n + 1) poloZme

fa(X) == ay.

Potom plati, Ze limy_ . f(x) existuje pravé tehdy, kdyZ existuje
limp_ o0 (@n)nen, a v takovém pripadé se obé limity rovnaji.

Hodnotu funkce f, v kaZzdém bodé x € [1, 0co) mUZeme zapsat predpisem

fa(x) = Z AnX[n,n+1) (X)
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Funkce reprezentujici posloupnost

Diky Tvrzeni 4.12 dostavame pro limity posloupnosti ,zdarma“ analogie vét
o limité funkce.

Nasledujici véty lze ale samozrejmé také dokazat primo z definice limity
posloupnosti, zcela analogicky jako u limit funkci.
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Posloupnosti

Véty pro vypocet limit



Déja vu: Limita z pohledu vzdalenosti

Véta 4.13 (charakterizace koneéné limity posloupnosti)

Necht (a,)nen je realna posloupnost a L € R. Pak jsou nasledujici dve
tvrzeni eRvivalentni:

(i) lima,=L;
n—oo

(i) nle lap — L| = 0.

Pozor!
Pro nekonecnou limitu toto nelze udélat.
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Déja vu: Limity konstant a mocnin

Kliova véta 4.14 (limity zakladnich posloupnosti)

Necht a € R. Potom plati:

lim a =q;
n—oo
0, a<Qo;
imn®=<¢1, a=0;
n—oo
oo, a>0;

neexistuje, a < —1;

. =0, ae(—1,1);
lim a" ( )
nooo | =1, a=1;

= 00, a>1.
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Déja vu: Aritmetika limit

Kli¢ova véta 4.15 (aritmetika limit)

Necht (an)nen, (bn)nen jsou realné posloupnosti a A, B € R. Necht

lim a, =A, lim b, = B.
n—oo n—oo

(i) Je-li A+ B definovany vyraz, pak existuje nlim (ap + by) a spliuje
—00

im (ay + by) =A+B.
—00
(ii) Je-li AB definovany vyraz, pak existuje nlim (an - by) a spliuje
—00
lim (an . bn) = AB.
n—oo

(iii) Je-li A definovany vyraz, pak existuje lim g spliuje
B n—oo by,
lim &0 — A

n—o0 Ei; " B
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Déja vu: Nasobeni konstantou

Dusledek 4.6 (limita nasobku)

Necht (an)nen je realna posloupnost a c € R je konstanta. Potom

lim (c-ay) =c- lim ap,
n—o0 n—o0

je-li na pravé strané definovany vyraz.

Slogan:
»Pred limitu lze vytknout konstantu.”

Pozor!
Nesmime pred limitu vytykat nic, co zavisi na n! (Pfesnéji na indexu v po-
sloupnosti - ten nemusi byt zrovna n.)
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Déja vu: Aritmetika neexistujicich limit

Véta 4.17 (soucet, soucin a podil konvergentni a nekonvergentni po-
sloupnosti)

Necht (an)nen, (bn)nen jsou realné posloupnosti. Necht (bp)pen ma
vlastni limitu a limita (a,)nen Neexistuje. Potom plati nasledujici.

(i) Limity posloupnosti (a, & b,)nen neexistuji.
(ii) Pokud plati lim,_,., b, # 0, pak neexistuji limity posloupnosti
(anbn)neN; (an/bn)neN-

Pozorovani.

e Ktomu, abychom dokazali, Ze néjaka posloupnost nema limitu, tuto vétu
ve skutecnosti nepotfebujeme. Misto ni mizeme najit dvé podposloup-
nosti s riznymi limitami nebo podposloupnost bez limity a vyuzit V 4.7.

e Podobné u funkci nepotfebujeme V 3.26, misto které lze pouZit Heineho,

resp. D 4.10.
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Déja vu: Aritmetika neexistujicich limit

Priklad.
Existuji limity
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Déja vu: Odhady vs. limity

Véta 4.18 (limita a usporadani)

Necht (an)nen, (bn)nen jsou realné posloupnosti spliujici
an < b

pro vsechna n € N aZ na konecné mnoho. Necht obé posloupnosti
navic maji limitu (vlastni nebo nevlastni). Potom plati

lim a, < lim b,.
n—oo n—oo
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Déja vu: Odhady vs. limity

Pozor!
Necht (ap)nen, (bn)nen jsou jako ve V 418, ale spliuji dokonce ostrou ne-
rovnost:

V¥ n € N az na kone¢né mnoho: a, < b,.

Potom obecné dostavame opét pouze neostrou nerovnost mezi limitami:

lim a, < lim b,.
n—oo

n—oo

Slogan:
,Limitni pfechod déla z ostrych nerovnosti neostré.”

Priklad.

1
vYneN:a, =0, b":ﬁ'
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Déja vu: Odhady vs. limity

Kliova véta 4.19 (sevieni / dva policajti)

Necht (an)nen, (bn)nen, (Cn)nen jsou realné posloupnosti spliujici

lim a, = lim cp.
n—oo n—o0
Necht dale plati
an < bp <cp

pro vSechna n € N az na konecné mnoho. Potom existuje lim,_,.. by
a spliuje
lim b, = lim a, (z lim c,,).

n—oo nh—o0

n— oo
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Déja vu: Tlumeni poddajnych posloupnosti

Dusledek 4.20 (soucin omezené a mizejici posloupnosti)

Necht (an)nen, (bn)nen jsou realné posloupnosti. Necht (ap)nen je ome-
zena a necht
l.im bn = 0.

n—oo

Potom plati
I.im (an : bn) = O.

n—oo
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Déja vu: Tlumeni poddajnych posloupnosti

Priklad.

Urceme limitu
(-1)"+3n

n—oo N 4 cos4n’
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Déja vu: Monotonie vs. limita

Véta 4.21 (limita monotonni posloupnosti)

Necht (an)nen je realna monotonni posloupnost. Potom ma limitu,
ktera spliuje toto:

(i) Je-li (an)nen neklesajici, potom
nlLrgoan =sup{a, | n € N}.
(i) Je-li (an)nen nerostouci, potom
lim a, =inf{a, | n € N}.
n—o0

Z této véty vyplyva:

e Kazda monotonni posloupnost ma limitu.

e Je-li posloupnost shora omezena a neklesajici, ma vlastni limitu.
e Je-li posloupnost zdola omezena a nerostouci, ma vlastni limitu.
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Déja vu: Skladani funkci a posloupnosti

Véta 4.22 (limita sloZeni funkce a posloupnosti)

Necht a, b, c € R. Necht (ap)nen je realna posloupnost spliujici
lim a, = b.
n—o0o
Necht g je funkce definovana alespon na néjakem prstencovém okoli
bodu b a vyraz g(a,) ma smysl pro vSechna n € N. Dale necht
limg(y) =c
y—b
a navic je splnéna jedna z podminek:
(i) b € D(g) a g(b) = c (tedy g je spojita v b);
(i) existuje N € N takoveé, Ze pro vsechna n € N, n > N plati a, # b.
Potom plati
lim g(a,) =c.

n—o0
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Déja vu: Skladani funkci a posloupnosti

Priklad.
Pomoci predchozi véty uréeme limitu (posloupnosti)

. (—1)" +3n
lim —
n—oo n + cos4n
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Dalsi véty o limité posloupnosti

Nasledujici tvrzeni uz nejsou primou analogii tvrzeni o limité funkce a jsou
specifické pro posloupnosti.
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Omezenost vs. konvergence

UZiteCnou vlastnosti konvergentnich posloupnosti (tj. téch s vlastni limi-

tou), je toto:

Véta 4.23 (omezenost konvergentni posloupnosti)

KaZda realna konvergentni posloupnost je omezena.

Zapomnéli jste, co je omezena posloupnost? Podivejte se do Definice 4.3!
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Vybirani konvergentnich posloupnosti

Véta 4.24 (Bolzano-Weierstrass)

Z kaZzde omezené realné posloupnosti [ze vybrat konvergentni podpo-
sloupnost.
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Konec 13. pfednasky 4. 11. 2025 14. prednaska pokracuje na strané 320.
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Spojite funkce

Nespojitosti



Typy nespojitosti

Uvazujme funkci f, ktera je definovana na prstencovém okoli bodu a € R,
ale neniv tomto bodé spojita.

Nespojitost mize nastat z rtznych divodd.
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Typy nespojitosti

1. typ: odstranitelna nespojitost

Existuje vlastni limita
L =Llimf(x),

X—a

ale funkce f bud'v a neni definovana, nebo f(a) # L.

Neni-li f(a) definovano, lze funkci spojité dodefinovat poloZzenim f(a) := L.
Nova funkce je spojitym rozsifenim plvodni f.
Priklad: funkce )
sinx
H [

X
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Typy nespojitosti

2. typ: skok
Existuji vlastni jednostranné limity

Jm fix. - tim 00,
ale nerovnaji se.

V tomto pripadé v grafu funkce nastava v bodé a ,skok*.

Priklad: funkce
X = X(0,00) (X)-
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Typy nespojitosti

3. typ: asymptoticka nespojitost
Existuji nevlastni jednostranné limity

ng_ f(xX) = o0, Xir‘& f(X) = +o0.
(Nemuseji se rovnat.)

V tomto pripadé graf funkce na okoli a pfipomina ,komin*.

Priklad: funkce
X —, X —.

305/603



Typy nespojitosti

4, typ: podstatna nespojitost

Alespon jedna z limit

lim f(x), lim f(x)

X—a_ X—a

neexistuje.

Priklad: funkce )
X — sin —.
X
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Spojite funkce

Dulezité vlastnosti spojitych funkci



Prostor spojitych funkci

Necht I C R je interval. Uvazujme funkce f, g, které jsou na I spojité, a kon-
stantu c € R.

Uz vime (z V 3.24):
(i) Soucet f+ g je opét spojita funkce na .
(ii) Skalarni nasobek cf je opét spojita funkce na I.

Mnozina vsech spojitych realnych funkci na intervalu je tudiZz vektorovy
prostor (nad télesem R).

Vlastnosti (i), (ii) fikaji, Ze je tato mnoZina uzaviena na s€itani a nasobeni
skalarem.
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Prostor spojitych funkci

Definice 5.1 (prostor spojitych funkci na intervalu)

Necht I C R je interval. Pak prostor vSech spojitych funkci na inter-
valu | znacime symbolem

C(l) nebo o).

Podobné znaceni pak zavedeme i pro prostory diferencovatelnych funkci,
které budou podprostory tohoto.
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UzZitecny dusledek véty o policajtu

Tvrzeni 5.2 (konvergence v uzavieném intervalu)

Necht a,b € R, a < b a necht (x,)nen je posloupnost bodu z intervalu
[a, b], ktera ma limitu. Potom plati

a< limx, <b.
n—o0

Slogan:
»Z uzavreného intervalu se neda vykonvergovat ven.”

Tato vlastnost (formulovana presnéji) definuje tzv. uzaviené mnoziny. Uza-
vrené intervaly jsou jejich specialnim pripadem v R.
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Extrém na mnoziné

Kli¢ova definice 5.3 (extrém funkce na mnoziné)

Necht f je funkce definovana na mnoziné M c R a £ € M. Rekneme, Ze
funkce fv bodé ¢ nabyva maxima (resp. minima) na mnoziné M, pokud
pro vSechna x € M\ {¢} plati

fix) <f(§)  (resp. f(x) > f(£))- (20)

Je-li nerovnost v (20) ostra, fekneme, Ze f nabyva v ¢ ostrého maxima
(resp. minima) na M.

Souhrnné fekneme, Ze funkce f v bodé ¢ nabyva extrému na M, pokud
tam nabyva svého maxima nebo minima na M. Opét lze uvést, zda je
extrém ostry.
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Extrém na mnoziné

Terminologie: Necht f nabyva v bodé ¢ € M svého extrému na mnozZiné M.

Slovem extrém myslime funkéni hodnotu f(¢).

Bod (argument) ¢ miZeme nazvat bodem nabyvani extrému funkce f na
mnoziné M.

Pozor!

Funkce f nemusi na M viibec zadného extrému nabyvat! Za jistych podminek
se to ale stat musi, viz V 5.5.
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Posloupnost mifici k supremu

UziteCnym disledkem vlastnosti suprema mnoziny je to, Ze v ni lze najit
posloupnost, jejiz hodnoty se k supremu ,,blizi“:

Lemma 5.4 (posloupnosti s limitou rovnou supremu a infimu mnoziny)

Necht M Cc R, M # & a nechty = supM, z = inf M. Potom existuji
posloupnosti (Yn)nen @ (Zn)nen bodi z M takove, Ze plati

lim y, =y, nli_}ngoz,, =2z

n—o00

e Tvrzeni plati nezavisle na tom, zda je mnozina M omezena ¢i ne. Pro shora
neomezenou plati y = oo, pro zdola neomezenou z = —oo.
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. duleZita véta o spojitych funkcich

Klicova véta 5.5 (nabyvani extrému spojité funkce na omezeném uza-
vieném intervalu)

Necht funkce f je spojita na omezeném uzavieném intervalu [a, b] C R.
Potom funkce f nabyva na [a, b] svého maxima a minima, neboli exis-
tuji body ¢m, ém € [a, b] takove, Ze

flém) = min{f(x) [ x € [a,b]},  f(&m) = max{f(x) | x € [a, b]}.
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1. dulezita véta o spojitych funkcich

Pozorovani.
Zadny z predpokladii Véty 5.5 nelze vynechat. Véta neplati, pokud:

e funkce f neni spojita byt v jediném vnitfnim bodé intervalu nebo neni
jednostranné spojita v jednom z krajnich bodd,

e interval neni uzavreny,

e interval neni omezeny.
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Konec 15. prednasky 12. 11. 2025
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2. dilezita véta o spojitych funkcich

Véta 5.6 (nabyvani mezihodnot spojité funkce)

Nechtfje spojita funkce na intervalu [a, b] C R. Necht f(a) < f(b), resp.
f(b) < f(a). Necht ¢ € [f(a),f(b)], resp. c € [f(b),f(a)]. Potom existuje
¢ € [a, b] takove, Ze plati

fle) =c

e Bez predpokladu spojitosti Véta 5.6 neplati.

e Jelikoz ¢ € [f(a),f(b)], resp. ¢ € [f(b),f(a)], mUzZe byt zvoleno libovoln§,
véta rika, Ze funkce f nabyva na [a, b] vSech mezihodnot mezi f(a) a f(b).

e Vlastnosti nabyvani mezihodnoty se také rika Darbouxova vlastnost. Viz
téz Vétu 7.7.
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2. dilezita véta o spojitych funkcich

Ekvivalentni formulace V 5.6:
Je-li f spojita na [a, b] C R, potom plati
vc € [min{f(a).f(b)}, max{f(a).f(b)}] 3¢ < [a,b]: f(£) = c;

neboli
[min{f(a),f(b)}, max{f(a),f(b)}] c R (f | [a,b]) :

uzavreny interval
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2. dilezita véta o spojitych funkcich

Dusledek 5.7 (nulovy bod spojité funkce ménici znaménko)

Je-li funkce f spojita na [a, b] C R a plati f(a) - f(b) < 0, potom f nabyva
v intervalu (a, b) nulové hodnoty.

Dusledek 5.8 (spojity obraz intervalu)

Je-li f spojita funkce a | C D(f) je interval, potom f(I) je interval nebo
jednobodova mnozina.

318/603



3. dulezita véta o spojitych funkcich

Véta 5.9 (inverze spojité funkce)

Necht f je spojita funkce definovana na intervalu | C R. Potom plati:
(i) Funkce fje prosta pravé tehdy, kdyz je ryze monotonni.

(ii) Je-li f prosta, potom je jeji inverzni funkce spojita.

Bez predpokladu spojitosti funkce f Véta 5.9 neplati.
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Derivace

Definice a zakladni vlastnosti



Derivace

Kli¢ova definice 6.1 (derivace funkce)

Necht xo € R a f je funkce definovana na néjakém okoli bodu xo.
Derivaci funkce fv bodé x, nazveme limitu

f(Xo + h) — f(xo)

/ — h
f (XO) = fl';irl!) h )
pokud tato existuje. Pouzivame také znaceni
d
I x0) = 17 x0).

Rekneme, Ze funkce f je v bodé x, diferencovatelna, ma-li v tomto
bodé vlastni derivaci f'(xo).
Rekneme, Ze f je diferencovatelna na otevieném intervalu | C R, po-
kud je diferencovatelna v kazdém bodé z I. Je-li toto splnéno, definu-
jeme derivaci funkce f (bez pfivlastku ,v bodé“) jako funkci
f'el =R
x = f(x).
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Derivace

Kli¢ova definice 6.2 (jednostranna derivace funkce)

Necht xo € R a fje funkce definovana na néjakém levem okoli bodu xo.
Derivaci funkce fv bodé x; zleva nazveme limitu
. f(Xo +h) — f(xo)
! o—
Fo) = i PO,
pokud tato existuje.

Je-li f definovana na néjakém pravém okoli bodu Xy, analogicky defi-
nujeme derivaci funkce f v bodé x, zprava.
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Derivace

Dulezita pozorovani:

Derivace diferencovatelné funkce v bodé je realné €islo. Derivace funkce
(bez privlastku) je funkce, ktera kazdému bodu z otevieného intervalu
prifazuje derivaci ptvodni funkce v tomto bodé.

Limitu v definici lze (z LSF) ekvivalentné zapsat jako

f/(XO) — lim f(X) _f(XO)7

X—rXo X — Xo

analogicky pro jednostranné.

Derivace vyzaduje, aby funkce byla definovana na okoli bodu x,, tedy
i pifimo v bodé x,. To je rozdil oproti limité, ktera pozaduje pouze jedno-
stranné okoli.
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Derivace

Dulezita pozorovani:

e Derivace v bodé reprezentuje ,okamzitou zménu“ hodnoty funkce
v tomto bodé.

e Geometrickym vyznamem derivace f’(x) je smérnice tecny ke grafu funkce f
vedené bodem (x,f(x)), tedy tangens Ghlu sviraného touto te¢nou a ho-
rizontalni osou. Formalni definice pojmu ,tecna“ ovsem sama o sobé vy-
uziva pojmu derivace (viz D 6.23).
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Derivace

Dulezita pozorovani:
e Se symbolem % lze za urcitych okolnosti pracovat jako s podilem.

(vyuZiti: derivace sloZené funkce, substituce v integralu.)

e Derivace v bodg, i jednostranna, mize byt vlastni i nevlastni nebo nemusi
existovat.

e Derivace v bodé existuje pravé tehdy, kdyz existuji obé jednostranné de-
rivace tamtéz a rovnaji se. Toto plati i pro nevlastni derivace a vyplyva to
z Tvrzeni 3.7, jelikoZ derivace je jista limita.
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Derivace

Priklad.
Pomoci definice uréeme derivaci funkce
X = X
v bodé 0.
Muzeme strucnéji psat
3/0\/ d 3 - 3/0\/
(Vx)" nebo ax VX misto (x — V),
(W)' nebo d /X misto (x — W)/ (0).
X=0 dx x=0

Nebudeme ale psat nic jako

(V0)" NE!
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Derivace vs. parita

Tvrzeni 6.3 (derivace sudé a liché funkce)

Necht f je funkce diferencovatelna na intervalu (—b,b), kde
b € (0,00) U {cc}. Pak plati:
(i) Je-li funkce fsuda, pak je jeji derivace f' licha.

(ii) Je-li funkce f licha, pak je jeji derivace f’ suda.

326/603



Derivace zakladnich funkci

Kli¢ova véta 6.4 (derivace elementarnich funkci)

Derivace konstantni funkce je nulova v kazdém bodé z R. Derivace dal-
Sich elementarnich funkci (vi¢i proménné x) maji nasledujici tvary:

R, p e {1+g r,g €N, qliché}u{l};
(xP) =pxP~' proxeq R\{0}, pe {1—5 r,geN,q liché};
(0,00), peR.
(eX) = X pro x € R.

(sinx) =cosx proxeR.
(cosx)' = —sinx prox e R.
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Derivace zakladnich funkci

Otazka:
Proc jsou ve V 6.4 tak komplikované podminky u derivace funkce x s xP?

Vime (viz Def. 2.12), Ze racionalni mocniny, kde p = ¢ I € Zagqjelichg, jsou
definovaneé i pro zaporné argumenty. Chceme, aby véta obsahovala i tvar
derivace takovychto funkci v zapornych bodech.

Napriklad z véty vyplyva, Ze
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Vlastni derivace vs. spojitost

Véta 6.5 (vztah diferencovatelnosti a spojitosti)

Necht funkce f je diferencovatelna v bode x € R (tj. existuje tam jeji
vlastni derivace). Potom je f v bodé x spojita.

Pozor!
Vétu nelze obratit ani v ni nelze vypustit pfedpoklad vlastni derivace:

o Je-li funkce v bodé spojita, nemusi tam mit derivaci, a to ani jednostran-
nou a/nebo nevlastni.

e Ma li funkce v bodé nevlastni derivaci, muZe, ale nemusi tam byt spojita.
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Derivace vs. spojitost

Priklad.

Zkoumejme spojitost a derivaci nasledujicich funkci v bodé 0:
X VX,
X —sgnx,
X x|
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Derivace vs. spojitost

Priklad.
Univerzalni protiprikladova funkce definovana na R predpisem

00 = {;ini, iils\{O};

nema v nule limitu ani z jedné strany.

Funkce definovana na R predpisem
u1(x) == xu(x)
je v nule spojita, ale nema tam derivaci ani z jedné strany.
Funkce definovana na R predpisem
Us(X) = x*u(x)
ma v nule nulovou derivaci (a je tam tudiz také spojita).
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Aritmetika derivaci

Klicova véta 6.6 (aritmetika derivaci)

Necht f, g jsou funkce diferencovatelné v bodé x € R a necht c € R.
Pak jsou funkce f + g, cf, fg rovnéz diferencovatelné v bodé x a plati:

(f+9)'(x) =f"(x) £9g'(),
(cf) (%) = cf'(x),
(fg)' () = f'(x)g(x) + fx)g’(x)

Je-li navic g(x) # 0, pak je funkce f/g téz diferencovatelna v bodé x
a plati:

<f> ) f'(x)g(x) — fx)g'(x)
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Aritmetika derivaci

Priklad.
Urceme nasledujici derivace:

(X20259X)C

(sinx +x* 4+ 7x)/,

(tgx)'.
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Derivace vs. skladani

Kli¢ova véta 6.7 (derivace slozené funkce)

Necht funkce f je diferencovatelna v bodé x € R a funkce g je diferen-
covatelna v bodé f(x). Potom funkce g o f je diferencovatelna v bodé x
a plati

(gof)'(x) =g'(fx)) - f'(x).
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Derivace vs. skladani

Priklad.
Urceme nasledujici derivace:

(sin(e®))’,

(cos(e3x+1))'7

(COS3 (X2 + 5)esin 2x>’.
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Konec 14. prednasky 11. 11. 2025
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Derivace inverzni funkce

Jak vypadaji derivace funkci [n, v/, arctg a podobnych?

Tyto funkce jsou inverzni k funkcim, jejichZ derivace uz zname. Souvisi to
néjak?

Pripominka (k existenci inverze):

Spojita funkce na otevieném intervalu je tam prosta pravé tehdy, kdyz je
tam ryze monotonni.
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Derivace inverzni funkce

Véta 6.8 (derivace inverzni funkce)

Necht funkce f je spojita a ryze monotonni na otevieném intervalu
I c R. Necht f ma v bodé x, < I vlastni nenulovou derivaci. Potom
inverzni funkce f~1 je diferencovatelna v bodeé y, := f(xo) a plati

1 1

—1\/ _ _
T = 566y = P o)
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Dulezité derivace inverznich funkci

Kliova véta 6.9 (derivace logaritmu a cyklometrickych funkci)

Plati:
(Inx) = )1( pro x € (0, 00);
(arctgx)’ = e pro x € R;
(arccotgx)’ = _1+1—x2 pro x € R;
(arcsinx)’ = \/11__)(2 prox e (—1,1);
(arccosx) = —\/11__)(2 prox e (—1,1).
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Derivace obecné mocniny a obecné exponencialy

Priklad.
Definitivné ukazme, Ze

&(Xp) =pxP~t
pro vSechna p € R\ {0} a vSechna x > 0.

Priklad.
Najdéme derivaci

kde a > 0.
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15. prednaska pokracuje na strané 307.
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Prostor spojité diferencovatelnych funkci

Necht I C R je otevreny interval. Uvazujme funkce f, g, které jsou na I
spojité diferencovatelné, tj. jsou tam diferencovatelné a jejich derivace je
tam spojita. Dale necht c ¢ R.

Vime (zV 6.6 a V 3.24):

(i) Soucet f + g je opét diferencovatelna funkce na I a f’ + g’ je tam opét
spojita.

(ii) Skalarni nasobek cf je opét diferencovatelna funkce na I a (cf)’ je tam
opét spojita.

MnozZina vSech spojité diferencovatelnych realnych funkci na intervalu je

tudiz vektorovy prostor (nad télesem R), stejné jako v pfipadé spojitych

funkci.

Stejné tak mnozina vsech funkci, které jsou na I pouze diferencovatelné (ne
nutné spojité), tvofi vektorovy prostor.
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Prostor spojité diferencovatelnych funkci

Definice 6.10 (prostor spojité diferencovatelnych funkci na intervalu)
Necht | C R je otevreny interval. Pak znacime
C'(l) = {f: 1 = R | fje diferencovatelna na | & f' € C(I)}

prostor vsech spojité diferencovatelnych funkci na intervalu I.

e Pro jednoduchost bereme otevreny interval, aby mohla mit v kazdém
jeho bodé smysl oboustranna derivace. Lze psat i napf.C*([a, b]) a chapat
tam spojitost a derivaci v krajnich bodech jako jednostrannou.

e Plati
C'((a,b)) C C((a,b)).
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Derivace vyssich fadu

Kliova definice 6.11 (derivace vyssich Fadu)

Necht f je funkce definovana na okoli bodu x, € R. Pak definujeme
FOx0) = f(xo)-
Je-lik € Nafk=1(x,) je definovano, definujeme dale
FO o) = (FE) (o),
pokud derivace na pravé strané existuje. Hodnotu f®)(x,), kde k € N,

nazveme k-tou derivaci (derivaci Fadu k) funkce f v bodé xo.

Existuje-li f®(x,) vlastni, fekneme, Ze funkce f je v bodé x, k-krat
diferencovatelna. Existuje-li vlastnif(®)(x,) pro kazdé k € N, fekneme,
ze funkce fje v bodé x, nekoneénékrat diferencovatelna nebo hladka.
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Derivace vyssich radu

Pozorovani.

Aby byla v bodé x, k-ta derivace f %) (x,) definovana, je potfeba, aby viechny
funkce f, f/, ... f(*=1 byly definovany na néjakém okoli bodu xq.

Pozor!

RozliSujte striktné mezi riznymi znacenimi:

f k-ta derivace funkce f
j7ud k-ta mocnina funkce f

f(R) hodnota funkce fv bodé k
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Prostor spojité diferencovatelnych funkci

Definice 6.12 (prostor vicekrat spojité diferencovatelnych funkci na
intervalu)

Necht I C R je otevieny interval a k € N. Pak znacime
CR() == {f: | - R | fje k-krat diferencovatelna na | & f®) € C(I)}
prostor vSech k-krat spojité diferencovatelnych funkci na intervalu I.

Dale znacime
C=(l):={f: 1 - R | fje hladka na I}
prostor viech hladkych funkci na intervalu I.

Pozorovani:
VReN: Cck(I)ccrk )

c=(l) = () c*).
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Derivace

Véty o stfedni hodnoté a 'Hospitalovo
pravidlo



Tvrzeni z dalekosahlymi disledky

Tvrzeni 6.13 (vztah derivace a hodnot funkce na okoli)

Necht funkce f ma v bodé a € R derivaci. Je-li f'(a) > 0, pak existuje
d > 0 takoveé, Ze pro vSechna x € P_(a,d) a vSechna y € P, (a,d) plati

fx) < f(a) <fly).

AnalogicRy, je-li f'(a) < 0, pak existuje § > 0 takové, Ze pro vsechna
x € P_(a,0) avsechnay € P, (a,d) plati

fx) > f(a) > fly).

Pozor!
Toto neimplikuje, Ze je f monotonni na P(a, J).
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Derivace vs. extrém

Kliova véta 6.14 (nutna podminka extrému / Fermat)

Necht f je funkce definovana na otevienem intervalu | a ¢ € I. Nabyva-
li funkce f v bodeé ¢ svého extrému na I, potom plati bud'

f'(§) =0,

nebo
f'(€) neexistuje.

Tato véta dava pouze nutnou podminku existence extrému. Vétu nelze ob-
ratit!

(f'(€) =0V f'(¢) neex.) # ¢£je bod extrému f.
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Extrém spojité funkce: kandidati

Kliova véta 6.15 (kandidati bodu extrému spojité funkce na uzavie-
ném omezeném intervalu)

Necht funkce f je spojita na uzavieném omezeném intervalu [a, b] C R.
Potom tato funkce nabyva svého maxima na [a,b] v bodé ¢ € [a, b,
Rtery spliuje jednu z podminek:

(i) f'(&) =0

(i) f'(¢) neexistuje;
(iii) € = a nebo ¢ = b.
Analogicke tvrzeni plati pro minimum funkce f na [a, b].

e Maxima a minima se za této konstelace nutné nabyva, viz V 5.5.

e Tato véta dava tzv. kandidaty bodl extrému. Je-li jich konecny pocet, lze
z nich urcit bod extrému porovnanim funkcnich hodnot (vice pozdéji).
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Konec 16. prednasky 18. 11. 2024
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1. véta o stredni hodnoté

Véta 6.16 (Rolle)

Necht [a, b] C R. Necht funkce f je spojita na [a, b], ma derivaci v kaz-
dém bodé z (a, b) a spliuje f(a) = f(b). Potom existuje bod ¢ € (a,b)
takovy, Ze f'(¢) = 0.

e Derivaci mize funkce f mit v nékterych bodech z (a, b) i nevlastni.
e Ani jeden z predpokladi véty nelze vypustit.
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2. véta o stfedni hodnoté

Véta 6.17 (Lagrange)

Necht [a, b] C R. Necht funkce f je spojita na [a, b] a ma derivaci v kaz-
dém bodé z (a, b). Potom existuje bod ¢ € (a, b) takovy, Ze plati

fib) — f(a) = f'(¢)(b — a).
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3. véta o stredni hodnoté

Véta 6.18 (Cauchy)

Necht [a, b] C R. Necht funkce f, g jsou spojité na [a, b], funkce f ma de-
rivaci v kazdém bodé z (a, b) a funkce g ma vlastni nenulovou derivaci
v kazdém bodé z (a,b). Necht dale plati g(a) # g(b). Potom existuje
bod ¢ € (a, b) takovy, Ze plati

Pozorovani.
Véty Rolleova, Lagrangeova a Cauchyho jsou vzajemné ekvivalentni.
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Jednostranna derivace v krajnim bodé

Véta 6.19 (limita derivace)

Necht funkce f je spojita zprava v bodé a € R a ma derivaci v kazdém
bode nejakého praveho prstencoveho okoli bodu a. Necht dale existuje

limita
lim f'(x) =L € R.
X—a
Potom ma funkce f v bodé a derivaci zprava a plati
fi(@) =L

e Bez predpokladu spojitosti f véta neplati, uvazte a = 0 a funkci
f(x) = sgnx.

e Pokud lim,_,q f’(x) neexistuje, neznamena to, Ze neexistuje f/ (a)! Uvazte
a =0 a funkci

.1
f(x) = x? sin o

e Analogicka véta samozrejmé plati pro limitu zleva a oboustrannou. —



Pouziti véty o limité derivace

Priklad.
Tento priklad vyreSime pozdéji s pouzitim 'Hospitalova pravidla.

Uvazujme funkci f: R — R danou predpisem
2%, xeR\ {0}
fix) =

, X =0.

Najdéme jeji derivaci v bodé 0.
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Kli¢ova véta 6.20 ('Hospitalovo pravidlo)

Necht funkce f, g jsou diferencovatelné na néjakém prstencovém okoli
bodu a € R. Necht je splnéna jedna z podminek:

(i) lim f(x) = lim g(x) = 0;
(i) lim g(x) = %oc.

Necht dale existuje limita

I
limf(x) =LcR.
x—a g’(X)
Potom existuje také limita

lim M

x—a g(X)
ajerovnalL.
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e Varianta (i) je typ ,2"“
« Varianta (ii) je typ , %% Smysl ji ma pouivat v situacich ,2*

o Predpoklady 'Hospitalova pravidla nelze ignorovat nebo celou vétu jak-
koli obratit. V3e vede k nesmysliim, viz dale.
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DulezZité srovnavaci limity

Kli¢ova véta 6.21 (srovnavaci limity mocnin, exponencialy a loga-
ritmu)

Necht a € (1,00), p € (0, 00). Pak plati:
X

lim = =0
X—o0 XP ’

xP

)

lim
X—00 loga X

- _
Xl_|>r(1)1+x log,x = 0.

Slogan:
.V nekonecnu roste exponenciala se zakladem vétsim nez 1 podstatné rych-

leji nez jakakoli mocnina a ta zase podstatné rychleji nez logaritmus se za-

2522 > qu
kladem vétsSim nez 1. 358/603



Pouziti U'Hospitala

Priklad.

Urceme limity
. XCOSX—sinx .o X3 —Tx2 4+ 16x — 12
lim———~ lim
X—0 X2 x—2 X3 —12x+ 16
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Pouziti U'Hospitala

Priklad.
Urceme limity
. 4x + x10 . In"(2+1)
lim ———, m-———
X—o0 22X=3 _ x13 X—00 X+ 2

Tyto priklady lze vyresit uderivovanim se k smrti nebo chytiejSim zplso-
bem.

360/603



Pouziti U'Hospitala

Priklad.
Urceme limitu

o/ ox N\
lim < ) .
X—oo \ 2X — 3

Toto je pfipad typu ,,0°“ PouZijeme standardni prvni krok:

1
( )" = erriz)
= @xt1 2X-3/,
2X—3)

V tomto prikladé nelze pouzit srovnavaci limitu

lim 20y _ 21)
y—0 y

ktera popisuje chovani logaritmu na prstencovém okoli bodu 1 (sic!), pro-
toze feSeni prikladu zavisi na chovani logaritmu na pravém prstencovém
okoli nuly. To nelze nijak pFevést na situaci v (21)!
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Konec 17. prednasky 18. 11. 2024
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U'Hospital: odstrasujici priklady

Pro pouZiti 'Hospitala je nutné, aby byla splnéna podminka (i) nebo (ii).
Pokud toto neplati, ,pouziti“ 'Hospitala dava nesmysly.

Priklad.

.2 .2
§:llm Jr3;«fél|m—:2.
5 x=0 X+5 Xx—0
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U'Hospital: odstrasujici priklady

Smysl I'Hospitalova pravidla nelze nijak obracet.

Pokud )
)

X8 g'(x)

neexistuje, neznamena to, Ze neexistuje limita plvodniho podilu

fx)

lim ==,
x—a g(X)
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U'Hospital: odstrasujici priklady

Priklad.
Uvazujme f(x) := x + sinx, g(x) := x + cos x. Pak
'
—
1+ cosx

neexistuje,
x—oo 1 —SINX

g’ (x)

vyraz v limité dokonce neni ani definovan na zadném prstencovém okoli
nekonecna.

Nicméné:
f(x)
—— .
X + sinx ; 1+ 30X

im = lim ——2X_
x—00 X 4+ COS X X~>ool+%
——

a(x)
pouZitim véty o policajtech, resp. Disledku 3.29, a aritmetiky limit.
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U'Hospital: odstrasujici priklady

V I'Hospitalovi je podil derivaci, nikoli derivace podilu!
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Pouziti U'Hospitala a LSF na posloupnosti

Vime:
Pokud

limf(x)=LeR

a oznacime-li
VneN: a,:=f(n), (22)

potom plati
lim a, =L.

n—oo

Vhodnym prechodem od posloupnosti k funkci mizeme i pfi hledani limity
posloupnosti vyuZit I'Hospitala a Vétu 4.22 o limité sloZzené funkce.

367/603



Pouziti 'Hospitala na posloupnosti

Priklad.
Urceme limitu posloupnosti:

In(n™ + 5)
n—oo 2n—1
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Derivace

Taylorova aproximace



Faktorial

Definice 6.22 (faktorial)

Pro kazdé n € N definujeme jeho faktorial jako Cislo

n
n':=][k=1-2-3---(n—1)-n.
k=1

Dale definujeme 0! := 1.
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Tecna a normala ke grafu

Uvazujme funkci f, ktera je v bodé a € R diferencovatelna.
Jaka je rovnice tecny ke grafu funkce f v bodé a?
PFipominka:
Pfimka je mnoZina

{(x,y) eR* | ax + By +~ =0},

kde a, B,y e Ra (a#0V S #0).
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Tecna a normala ke grafu

Definice 6.23 (te¢na ke grafu)

Necht funkce f je diferencovatelna v bodé a € R. Potom tecnou ke
grafu funkce f v bodé a rozumime pfimku danou rovnici

y =f(a)+f'(a)(x - a).

Pozorovani.
Jedna se opravdu o rovnici pfimky:

f'(a)x+ (-1)y + f(a) — f'(a)a = 0.
—~ ~ Y———

a B v
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Tecna a normala ke grafu

Definice 6.24 (normala ke grafu)

Necht funkce f je diferencovatelna v bodé a € R. Potom normalou ke
grafu funkce f v bodé a rozumime prfimku danou rovnici

1 7 '
Y =f(@) ~ frrg X~ @), pokud f'(a) € B\ {0};
X =a, pokud f'(a) = 0.
Ekvivalentni definice:

Existuje-li te¢na ke grafu funkce f v bodé a, pak normala ke grafu v témze
bodé je pfimka kolma na tecnu a prochazejici bodem (a, f(a)).

Pozorovani.
V souladu se skripty [T] a béZnymi matematickymi texty neuvazujeme tecnu
ke grafu funkce v bodé, kde ma funkce nevlastni derivaci.
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Aproximace funkce polynomem

Necht funkce f je ,dostatecnékrat” diferencovatelna v bodé a € R.
cit:

Najit polynom, ktery funkci f na okoli bodu a co nejlépe aproximuje.

Proc polynom?
Hodnotu polynomu lze snadno spocitat, jedna se jen o nasobeni a scitani.

Proc , dostatecnékrat” diferencovatelna funkce?
Kvalita aproximace bude zaleZet na vyssich derivacich funkce.

Jak méf¥it kvalitu aproximace?
Lepsi aproximace dava mensi chybu (tzv. zbytek), tedy mensi rozdil mezi
skutecnou a aproximativni hodnotou.
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Aproximace funkce polynomem

Znaceni:
Budeme konstruovat polynom, ktery néjak zavisi na funkci fa bodé aa jehoz
stupen je nejvyse n.

Tento polynom budeme proto znadit jako T, .f. Tato skupina symbold je
nedélitelna (a nejedna se zde o soucin funkci) a oznacuje polynom jakozto
funkci.

Funkéni hodnotu tohoto polynomu v bodé x znacime T, of(x) nebo (Tq qf) (X).
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Aproximace funkce polynomem

0. krok:
Uvazujme konstantni funkci (polynom stupné 0) danou predpisem

Taof(x) = f(a).
Je-li funkce fv bodé a spojita, pak plati

l|m f(X) _ Ta,Of(X)

x—a (x— a)o =0

a samozrejmé také T, of(a) = f(a). Zaroven zadna jina konstantni funkce
tyto vlastnosti nema.
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Aproximace funkce polynomem

1. krok:
UvaZujme polynom stupné nejvyse 1 dany predpisem

Ta1f(x) = f(a) + ci(x — a),

kde ¢; € R je konstanta. Je-li funkce f je v bodé a diferencovatelna, pak
volbou

¢ = f'(a)

dostavame
i £00 = Taaf0)

x—a (x—a)t =0

a zaroven (To1/)®) (a) = f®)(a) pro k € {0,1}. Zadna jina afinni funkce tyto
vlastnosti nema.

To je lepSi aproximace nez predchozi pripad. Lze jit dale?

376/603



Aproximace funkce polynomem

2. krok:
UvaZujme polynom stupné nejvyse 2 dany predpisem

Taof(x) = f(a) + f'(a)(x — @) + c2(x — @)?,

kde c; € R je konstanta. Je-li funkce fje v bodé a dvakrat diferencovatelna,
pak volbou
_f"(a)

2

. f(x) = Ta2f(X)
ATk aE

Co :

dostavame
=0

a zaroven (T,2f)®(a) = f®(a) pro k € {0,1,2}. Zadna jina kvadraticka
funkce tyto vlastnosti nema.

To je opét lepsi aproximace nez predchozi pripad. Zkusime jesté jeden krok.
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Aproximace funkce polynomem

3. krok:
UvaZujme polynom stupné nejvyse 3 dany predpisem

Taaf() = fla) + (@) -+ 52 (e a? + eafu— a,

kde c; € R je konstanta. Je-li funkce f je v bodé a trikrat diferencovatelna,
pak volbou
B f///(a)

3!
fim 1) ~Tas/X)
x—a (x—a)3

a zaroveh (To3/)®(a) = f®(a) pro k € {0,1,2,3}. Zadna jina kubicka
funkce tyto vlastnosti nema.

C3:

dostavame
=0

Nyni uZ mame predstavu, jak dal pokracovat.
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Tayloruv polynom

Kliova definice 6.25 (Tayloruv polynom)

Necht n € N a funkce fje n-krat diferencovatelna v bodé a € R. Potom
Taylorovym polynomem funkce f Fadu n o stfedu a nazyvame funkci

(k) ()
Tasf(¥ Zf — @) +7 @)+ + = D xay

V tomto kontextu pouzivame konvenci 0° := 1, aby byla funkce T, nf
definovana v bodé a.

Pozor!
Konvenci ,,0° := 1“ pouzivame vyhradné, je-li to vyslovné uvedeno. V jinych
pfipadech ne! (Zejména ne u limit funkci tvaru ,f(x)9*)*)
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Tayloruv polynom

Poznamky k definici Taylorova polynomu:

Derivace funkce f pro Taylora pocitame v bodé a. Davaji koeficienty po-
lynomu a mohou byt i nulove.

Proménna x, nikoli a, je argumentem funkce Ty nf.
Funkce Ty qf je opravdu polynom stupné nejvyse n (mlze se stat i to, Ze

degTo nf < n). Kazdy polynom tvaru

n
P(x) =) _ bex®
k=0

lze pro jakékoli a € R prepsat do tvaru

n
P(x) = cr(x—a)f
k=0
a naopak.

Taylordv polynom o stfedu 0 se nékdy nazyva Maclaurinuv polynom.
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Aproximace Taylorovym polynomem

Lemma 6.26 (derivace Taylorova polynomu)

Necht n € N a funkce f je n-krat diferencovatelna v bodé a € R. Potom
plati

(Ta,nf)/ = Ta,nfl(fl)v

tedy derivace Taylorova polynomu radu n funkce f o stfedu a je Taylo-
rovym polynomem radu (n — 1) funkce f' o tomtéz stredu a. Je-li dale
k € N, k < n, dostavame

(Ta,nf)(k) = Ta,nfk(f(k))-

381/603



Aproximace Taylorovym polynomem

Kliova véta 6.27 (Taylor)

Necht n € N a funkce f je n-krat diferencovatelna v bodé a € R. Potom

|.|m f(X) - Ta,nf(x)
x=»a  (x—a)"

a pro vsechna k € {0,...,n} plati

(Ta,nﬂ(k)(a) =f® (a).
Navic je Tq nf jediny polynom stupné nejvyse n, Rtery tyto podminRy
spliuje.

=0
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Aproximace Taylorovym polynomem

Poznamky k Taylorové vété:

e Véta fika, Ze polynom uvedenych kvalit je urcen jednoznacné. Je-li tedy
P polynom stupné nejvyse n a zaroven plati

. f) —P(X)
e x—ar %
pak uz nutné plati P = Tg nf.

e Bez predpokladu dostatecné diferencovatelnosti Taylor nefunguje. Napf.
funkce o
X=X,  x—=Vx @ x— "

nemaji Taylor(v polynom zadného radu o stfedu 0. S jakymkoli jingym
stredem ale ano!

e Je-li P polynom a n > degP, pak T, nP = P pro jakykoli stred a.
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Diilezité Taylorovy polynomy

Kli¢ova véta 6.28 (Tayloriiv polynom exponencialy)

Necht n € Ny. Necht f(x) := e* pro vSechna x € R. Taylor(iv polynom
funkce f radu n o stredu 0 ma tvar:

2) 3 Xn

X X
To.nf(X) Zk,—1+x+—+§+ S+
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Diilezité Taylorovy polynomy

Kli¢ova véta 6.29 (Tayloruv polynom posunutého logaritmu)

Necht n € No. Necht f(x) := In(1+x) pro vSechna x € (—1, 00). Tayloriv
polynom funkce f radu n o stredu 0 ma tvar:
0 (_1)k+1 . X2 X3 (_1)n+1

TO,nf(X)=Z R X=X—?+§_...+ -
k=1

pokud n > 0, a je roven nulové konstantni funkci pro n = 0.

Samotny (neposunuty) logaritmus nelze aproximovat Taylorovym polyno-
mem o stfedu 0. Logaritmus totiZ neni definovan na okoli nuly.
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Diilezité Taylorovy polynomy

Kli¢ova véta 6.30 (Taylortiv polynom sinu)

Necht n € N je liché cislo. Necht f(x) := sin x pro vSechna x € R. Taylo-
rovy polynomy funkce f o stfedu 0 Fadu n a n + 1 jsou si rovny a maji
tvar:

< x> x5 —l)" %
To.nf(X) = To.ns1f(X) Z 2'<+1:x_—+——--~+( )= 0,

Tayloruv polynom radu 0 funkce f o stfedu 0 je roven nulové konstantni
funkci.
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Diilezité Taylorovy polynomy

Kliova véta 6.31 (Tayloruv polynom kosinu)

Necht n € Ny je sudé cislo. Necht f(x) := cosx pro vSechna x € R
Taylorovy polynomy funkce f o stfedu 0 fadu n a n + 1 jsou si rovny
a maji tvar:

To,nf(X) = To,n+1f(x) =

k=

[=)
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Tayloruv rozvoj

Pro funkce f, které jsou hladkeé (maji derivace vSech radl) na néjakém sy-
metrickém okoli bodu a € R a splnuji jisté dalsi podminky, lze ukazat, ze
pro vSechna x ze zminéného okoli plati

> f(k) n_ £k
fo0 =3 oD = tim ST D gy
k=0 ’ k=0 ’

Toto je tzv. vyjadreni funkce mocninnou Fadou (vice v MA2, KAT) a nazyvame
jej Taylorovym rozvojem funkce f o stfedu a.

Soucet této fady se pak (na jistém okoli) opravdu rovna puvodni funkci.
Taylortv polynom konec¢ného fadu se ale obecné pivodni funkci nerovna,
je to pouze aproximace.
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Odhad chyby Taylorovy aproximace

Definice 6.32 (zbytek pf¥i Taylorové aproximaci)

Necht n € N a funkce f je n-krat diferencovatelna v bodé a € R. Vyraz

fix) — Ta,nf(x)
nazyvame zbytkem p¥i Taylorové aproximaci funkce fradu n o stfedu a
v bodé x.

e Zbytek je totéz, co chyba aproximace, tedy rozdil mezi skutecnou hodno-
tou funkce f v bodé x a jeji aproximaci polynomem T f(X).
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Odhad chyby Taylorovy aproximace

Véta 6.27 dava:
i £00 = Tanf0)

x—a (x—a)" =0,

coz lze vagné interpretovat tak, Ze pro x z,,dostatecné malého okoli“ bodu a
je chyba/zbytek ,vyrazné mensi nez (x — a)""

Otazka:
Lze najit konkrétnéjsi odhad zbytku?

Odpovéd:
Ano, ma-Lli funkce f jesté dalsi dodatecné vlastnosti.
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Odhad chyby Taylorovy aproximace

Véta 6.33 (Lagrangeuv tvar zbytku)

Nechta € R, § > 0, n € N. Necht funkce f je (n + 1)-krat diferencova-
telna v kazdem bodé z U(a, §) a necht x € U(a, d). Potom existuje Cislo
¢ € (a,x) (resp. ¢ € (x,a)) takové, Ze plati

F(E)

f(X) - Ta,nf(x) = m(x — a)n+1.

e Aby toto fungovalo, musi byt f (n + 1)-krat diferencovatelna na celém
oboustranném okoli U(a, 9).

e O Cisle ¢ vime pouze, Ze leZi mezi body x a a. Neni to ani x, ani a!
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Odhad chyby Taylorovy aproximace

Dusledek 6.34 (odhad zbytku pfi omezené vyssi derivaci)

Nechta € R, § > 0, n € N. Necht funkce f je (n + 1)-krat diferencova-
telna v kazdém bodé z U(a, &) a necht x € U(a, ). Pak plati

sup f(n+1)y yeU(a,|x—a
f(x) — Tanf(x)] < i ((),L|+|1)! = :

}|X-—-G|n+1.

e Toto je knéemu dobré, jen pokud sup{|f ("t (y)| |y € U(a, |x—al|)} < cc.

e Pro elementarni funkce (napF. exp, In, sin, cos, V) jsme obvykle schopni
toto supremum néjak jednoduse shora odhadnout.

e ,Neurcité” Cislo ¢ se zde uz nevyskytuje.
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Prakticke pouziti Taylora

Priklad.
Spocitejme hodnotu sin 1 s chybou mensi nez 0, 001.
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Konec 18. prednasky 19. 11. 2025
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Derivace

Prubéh funkce



Znameénko derivace vs. monotonie

Kli¢ova véta 6.35 (vztah derivace a monotonie na intervalu)

Necht | C R je otevreny interval. Necht funkce f je spojita na | a ma
v kazdéem bodeé z | derivaci. Potom plati:

(i) Je-lif’ > 0 nal, pak je funkce f na I rostouci.
(ii) Je-lif’ > 0 na I, pak je funkce f na I neklesajici.
(iii) Je-lif’ < 0 nal, pak je funkce f na I klesajici.

(iv) Je-li f’ < 0 nal, pak je funkce f na I nerostouci.

Vétu nelze obratit! Existuje napft. rostouci funkce na I, ktera

e ma v néjakém bodé a € I nulovou derivaci, nebo

e v néjakém bodé a € I nema derivaci vibec.
Takovychto bodd mize byt i spoetné mnoho.
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Znameénko derivace vs. monotonie

Pozorovani.

e Bez predpokladu, Ze I je interval, V 6.35 neplati.
e Je-li f/ = 0 vSude na otevieném intervalu I, je tam f konstantni.

e Maji-li dvé funkce na otevieném intervalu I stejnou derivaci, je jejich roz-
dil na I konstantni.
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Lokalni extremy

Klicova definice 6.36 (lokalni extrém)

Necht f je funkce a a € D(f). Rekneme, Ze funkce f ma v bodé a lokalni
minimum, pokud existuje § > 0 takové, Ze funkce f nabyva v bodé a
svého minima na mnoziné U(a, §) N D(f).

Analogicky definujeme ostré lokalni minimum, lokalni maximum a os-
tré lokalni maximum. Kazdy bod jednoho z uvedenych typd oznacu-
jeme jako (ostry) lokalni extrém funkce f.

Pozorovani.
Formulace s mnoZinou U(a,d) N D(f) umoziuje, aby lokalni extrém byl pri-
padné i v krajnim bodé definicniho oboru.
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Lokalni extrémy

Véta 6.37 (1. postacujici podminka lokalniho extrému)

Necht je funkce f spojita v bodé a € R a necht spliiuje obé tyto pod-
minRy:

(i) Existuje leveé prstencové okoli bodu a, na ném? je f rostouci.

(ii) Existuje pravé prstencoveé okoli bodu a, na némz je f Rlesajici.

Potom nabyva funkce f v bodé a svého ostrého lokalniho maxima.

e Véta dava postacujici podminku pro bod extrému.

e Platizrejma analogie véty pro lokalni minimum. Vétu lze také modifikovat
pro krajni bod definicniho oboru.

e Bez predpokladu spojitosti véta neplati!

e Z predpokladu spojitosti v a plyne automaticky, ze je f definovana na
néjakém okoli tohoto bodu.
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Lokalni extrémy

Pozorovani.

Hledame-li lokalni extrémy funkce f na jejim definicnim oboru, podle
Véty 6.15 o kandidatech na body extrému dostavame, Ze lokalni extrém
mize byt pouze v bodé ¢ € D(f), ktery spliuje jedno z nasledujiciho:

e f'(c) =0, bod c se vtomto pfipadé nazyva stacionarni;

e f'(c) neexistuje;

e Cje krajni bod D(f).

Toto je pouze nutna podminka. To, zda funkce v bodé opravdu nabyva lo-

kalniho extrému, musime ovéfit z jejiho chovani na okoli. Obvykle pomUze
V 6.37, ktera naopak dava postacujici podminku.
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Lokalni extrémy

Priklad.
Urceme maximalni intervaly monotonie a lokalni extréemy funkce dané pred-
pisem

f(x) = arctg|x + 2| — arctg(x — 2)
na jejim definicnim oboru.

Maximalni interval monotonie je takovy, ktery jiz nelze rozsifit tak, aby
f byla monotonni na rozsireném intervalu.

Pro spojité funkce jsou maximalni intervaly monotonie vZdy uzavFené.
(Pamatujte, Ze napf. (—oo, 1] také povaZujeme za uzavreny interval.)
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Lokalni extrémy

Véta 6.38 (2. postacujici podminka lokalniho extrému)

Necht funkce f je definovana na okoli bodu a € R a plati f'(a) = 0.

(i) Pokud f”(a) < 0, nabyva funkce fv bode a svého ostrého lokalniho
maxima.

(ii) Pokud f"(a) > 0, nabyva funkce fv bodé a svého ostrého lokalniho
minima.

e Toto je opét postacujici podminka, nikoli nutna.

e Chceme, aby funkce byla definovana na okoli. V krajnich bodech tuto vétu
nelze pouzit.

e f”(a) mlze byt nevlastni.

e Pokud f”(a) = 0 nebo neexistuje, nevime porad nic.
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Lokalni extrémy

Priklad.
Najdéme lokalni extrémy funkce dané predpisem

fx)=x3—3x+1

na jejim defini¢nim oboru.

Priklad.
Najdéme lokalni extrémy funkce dané predpisem

g(x) = (x—2)*

na jejim definicnim oboru.
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Globalni extremy

Nyni budeme hledat globalni extremy funkce, tedy extrémy na mnoziné
(pro jednoduchost to vétsinou bude interval).

Je-li f spojita a hledame jeji extrém na uzavfeném omezeném intervalu,
pouzijeme Vétu 6.15.

Najdeme kandidaty extrému a je-li jich konecny pocet, vybereme z nich ty
body x, ve kterych je f(x) nejvétsi, resp. nejmensi.
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Globalni extremy

Priklad.
Urceme extrémy funkce dané predpisem

f0 =% = 3x+1

na intervalu [—4, 4.
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Globalni extremy

Priklad.
Urceme rozméry obdélnikovych vrat o maximalni ploSe, ktera lze vyfiznout
do pulkruhové stény.
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Globalni extremy

Globalni extrémy lze zkoumat i na intervalu (nebo vice), ktery neni uzavieny
nebo omezeny.

Priklad.
VySetfeme globalni extrémy funkce

iR —-R
X > arctg|x + 2| — arctg(x — 2).

Vyuzijeme toho, Ze ma-li néjaka hodnota byt globalnim extrémem, musi byt
i lokalnim extrémem.

Lokalni extrémy pro tuto funkci jsme uz nasli drive.
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Definice 6.39 (konvexni a konkavni funkce)

Necht funkce f je definovana na intervalu I C R. Rekneme, Ze funkce f
je na intervalu /

(i) konvexni, pokud pro vSechna x,y, z € I spliujici x < y < z plati

F00 1) _ fy) ~f2) -
X—-y ~— y—-z
(ii) konkavni, pokud pro vSechna x, y, z € I spliujici x < y < z plati
£0) ~ ) - f) ~f2) -
X—-y ~— y-—z

Rekneme, Ze funkce f je na intervalu I ryze konvexni, resp. ryze kon-
kavni, plati-li v (23), resp. v (24) ostra nerovnost.

Slogan:

,Graf konvexni funkce se staci nahoru. Graf konkavni funkce se staci dolu.”
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Véta 6.40 (ekvivalentni charakterizace konvexity)

(i) Funkcefjenaintervalul C R Ronvexni praveé tehdy, kdyzZ pro kaZda
x,y € I spliujici x < y a pro kazdé \ € (0,1) plati
FIL = )x+ Ay) < (1= Nf(x) + M(y). (25)
Pro ryzi konvexitu uvaZujte ostrou nerovnost v (25).
(ii) Funkcefjenaintervalul C R konkavnipravé tehdy, kdyz pro kazda
x,y € | spliujici x <y a pro kaZdé \ € (0,1) plati
FIL=)x+Ay) = (1= Nf(X) + M(y). (26)
Pro ryzi konkavitu uvaZujte ostrou nerovnost v (26).

Slogan:
»Graf konvexni funkce leZi pod secnou. Graf konkavni funkce lezi nad sec-

u

nou.
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Pozor!

Konvexita funkce f nijak nesouvisi s monotonii samotné funkce f.

S monotonii jeji derivace ale uz ano.
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Druha derivace vs. konvexita

Véta 6.41 (vztah druhé derivace a konvexity)

Necht funkce f ma spojitou prvni derivaci na intervalu (a,b) C R. Necht
f"(c) existuje v kazdém c € (a, b).

(i) Pokud
Vce(a,b): f’(c)>0 (resp. f"(c) > 0),
pak je funkce f Ronvexni (resp. ryze konvexni) na (a, b).

(ii) Pokud
Vce(a,b): f"(c)<0 (resp. f"(c) < 0),
pak je funkce f konkavni (resp. ryze konkavni) na (a, b).

e f”(c) mlze byt nevlastni.

e Pokud bychom navic pozadovali f”(c) vlastni ve vSech bodech c € (a, b),
byla by prvni derivace na (a, b) automaticky spojita.
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Konvexita vs. jednostranné derivace

Véta 6.42 (jednostranné derivace konvexni funkce)

Necht funkce f je Ronvexni na otevreném intervalu | C R. Potom ma
v kazdém bodé a € | vlastni jednostranné derivace zleva i zprava.

¢ Jako obvykle nelze vétu obratit. Napriklad funkce
X e~

ma v bodé 0 obé vlastni jednostranné derivace, ale neni konvexni na zad-
ném otevieném intervalu obsahujicim bod 0.

e Pfimym disledkem je nasledujici Véta 6.43.
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Konvexita vs. spojitost

Véta 6.43 (vztah konvexity a spojitosti)

Necht funkce f je konvexni na otevreném intervalu | C R. Potom je na
tomto intervalu spojita.

e VEétu nelze obratit:
spojitost # konvexita.
e Bez predpokladu otevienosti véta neplati.

e Véta plati i pro konkavni funkce. Ryzost nehraje roli.
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Konec 19. prednasky 25. 11. 2025

20. prednaska pokracuje na strané 421.
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Definice 6.44 (inflexni bod)

Necht funkce f je definovana na néjakém okoli bodu a € R. Rekneme,
Ze funkce f ma v bodé a inflexni bod, pokud jsou splnény vSechny na-
sledujici podminky:

(i) funkce fje v bodé a spojita;
(ii) funkce f ma v bodé a derivaci;

(iii) existuji dvé jednostranna prstencova okoli bodu a takova, Ze na
jednom z nich je f ryze konvexni a na druhém ryze konkavni.

e Vinflexnim bodé ,prechazi konvexita v konkavitu“,

e Funkce mize mit v inflexnim bodé i nevlastni derivaci, musi tam ale byt
spojita.

e Nase definice odpovida skriptim [T]. Skripta [4H] obsahuji odliSnou de-
finici, tou se zabyvat nebudeme. 414/603



Véta 6.45 (nutna podminka inflexe)

Necht funkce f je definovana na okoli bodu a € R. Ma-li funkce f
v bodé a inflexi, potom bud'f” (a) = 0, nebo f"(a) neexistuje.

Véta 6.46 (postacujici podminka inflexe)

Necht funkce f je definovana na okoli bodu a € R. Pokud f"(a) = 0
af”(a) € R\ {0}, pak ma fv bodé a inflexi.
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Priklad.
Uvazujme funkce dané predpisy:

Jak vypadaiji jejich druhé derivace v bodé 0? Maji v tomto bodé inflexi?
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Asymptoty

Definice 6.47 (asymptota v nevlastnim bodé)

Necht funkce f je definovana na prstencovém okoli bodu +co. Rek-
neme, Ze funkce f ma v 0o asymptotu, pokud existuji Cisla p,q € R
takova, ze plati

lim (fix) —px—q) =0.

X—+oo

Uvedenou asymptotou pak rozumime primku

{(x,y) e R? |y = px + q}.

Slogan:
»Asymptota v nevlastnim bodé je graf afinni funkce, ke kterému se graf pa-
vodni funkce v tomto nevlastnim bodé blizi."

Pozor!

Asymptota v +oo viibec nemusi existovat!
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Véta 6.48 (charakterizace asymptoty v nevlastnim bodé)

Necht funkce f je definovana na prstencovéem okoli bodu +co. Pak ma
funkce f v bodé oo asymptotu danou rovnici

y=px+q
pravé tehdy, kdyzZ plati
_ i JX) _
p=lim SR & q= lm - pocr @)

e Toto dava navod k nalezeni asymptoty.

e Pokud jedna z limit v (27) neexistuje nebo je nevlastni, funkce v daném a
asymptotu nema.

e Ma-li funkce v 00 asymptotu, pak se tato nazve vodorovna, pokud p = 0,
a Sikma, pokud p € R\ {0}.
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Asymptoty

Definice 6.49 (asymptota ve vlastnim bodé)

Necht funkce f je definovana alespon na jednostranném prstenco-
vém okoli bodu a € R. Ma-li funkce f v a alespon jednu nevlastni
jednostrannou limitu, fekneme, Ze ma tato funkce v bodé a svislou

asymptotu.

Touto asymptotou pak rozumime primku

{(xy) eR* | x=a}.

e Rozdil oproti pfedchozimu je to, Ze a je vlastni bod a asymptota je svisla
primka.

e Toto odpovida situaci, kdy ma graf tvar ,komina“,
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Priklad.
Urceme vSechny asymptoty funkce dané predpisem
X2+ 4x 4 e X
fo) = 5% — 15
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Neurcity integral

Definice a zakladni vlastnosti



Primitivni funkce

Necht (a, b) € R je otevreny interval.

Vime:
Je-li F diferencovatelna funkce na (a, b), existuje funkce f takova, ze

Vx e (a,b): f(x)=F'(x).

Tedy k funkci F najdeme jeji derivaci f = F’.
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Primitivni funkce

Necht (a, b) € R je otevreny interval.

Vime:
Je-li F diferencovatelna funkce na (a, b), existuje funkce f takova, ze

Vx e (a,b): f(x)=F'(x).

Tedy k funkci F najdeme jeji derivaci f = F’.

Otazky:

e Lze tuto operaci obratit, tedy k dané funkci f najit F takovou, aby platilo
Vx e (a,b): F'(x)=f(x)?

e Pokud ano, pro jaké funkce to jde?

e MZe existovat vic funkci F, které toto spliuji?
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Primitivni funkce

Kliova definice 7.1 (primitivni funkce)

Necht funkce f je definovana na otevieném intervalu (a, b). Rekneme,
Ze funkce f ma na (a, b) primitivni funkci, existuje-li diferencovatelna
funkce F definovana na (a, b) takova, Ze plati

Vx e (a,b): F'(x) = f(x).

V takovém pripadé tedy rfekneme, Ze funkce F je primitivni funkci
k funkci fna (a, b).

Slogan:
LPrimitivni funkce je to, co musime zderivovat, abychom dostali zadanou

funkcit
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Je primitivni funkce jednoznacné urcena?

Snadneé priklady:

e Funkce x — — cosx je primitivni k funkci x — sinx na R.

e Funkce x — x3 je primitivni k funkci x — 3x? na R.

e Funkce x — arcsinx je primitivni k funkci x — ¢11_7 na(—1,1).
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Je primitivni funkce jednoznacné urcena?

Snadne priklady:

e Funkce x — — cosx je primitivni k funkci x — sinx na R.

e Funkce x — x3 je primitivni k funkci x — 3x? na R.

e Funkce x — arcsinx je primitivni k funkci x — ¢11_7 na(—1,1).

Pozorovani.
Uvazujme funkce dané na R predpisy

Fo(x) = —cosx, Fi(x) = —cosx+1, F2(x) = —cosx + 2.
Potom pro vSechna x € R plati
Fo(x) = Fi(X) = Fy(x) = sin X,
Tedy kazda z funkci Fy, F1, F je primitivni na R k funkci x — sinx.
Na R se tyto funkce vzajemné lisi o konstantu.
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Je primitivni funkce jednoznacné urcena?

Véta 7.2 (rozdil primitivnich funkci)

Necht funkce Fy, F5 jsou primitivni k funkci f na otevieném intervalu
I C R. Potom existuje konstanta ¢ € R takova, Ze pro vsechna x € |
plati

Fl(X) = FQ(X) =C.

e Konstanta je stejna pro viechna x < I. Kvantifikatory jsou ,v Cingischa-
nové poradi“:
JceRVxel: Fi(x)—Fa(x)=c.

e Pokud I neni interval, véta obecné neplati.
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Neurcity integral

Kli¢ova definice 7.3 (neurcity integral)

Necht funkce f ma na otevieném intervalu I c R primitivni funkci.
Potom neurcitym integralem funkce f na I rozumime mnozinu

/f(X)dX —~{F+c|ceR},

kde F je libovolna primitivni funkce k funkci f na I.

e Definice je bezesporna, z V 7.2 vime, Ze libovolné dvé primitivni funkce
k téze funkci se liSi o konstantu.

e Neurcity integral je tedy formalné mnozina funkci.
Znaceni: i
/f:/f(x)dx:F(X)+c, PF na .
Pozor!
Ve vysledcich pfikladli vzdy zapisujeme intervaly, na kterych je zjisténa
funkce primitivni k pdvodni. To je netrivialni soucast vysledku! 425/603



Neurcity integral

Priklad.
Urceme

/}dx: %
X X

Varianta vpravo je bézny zkraceny zapis takovychto zlomkd.
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Integrovani derivace

Toto tvrzeni je zfejmym disledkem definice neurcitého integralu a VvV 7.2.

Tvrzeni 7.4 (integrovani derivace)

Necht funkce f je diferencovatelna na otevreném intervalu | C R. Po-
tom na tomto intervalu plati

/ F/(x) dx = f(x) + c.

427/603



Tabulkové integraly

Kliova véta 7.5 (neurcité integraly mocnin)

(i) Nechtp € R\ {—1}. Potom plati

Pd XP+1
/x x:p+1+c (28)

na intervalu (0, co).

(ii) Nechtp = —g kder €N, g € Njeliché ar # q. Potom (28) plati
na intervalech (—c,0) a (0, o).

(iii) Necht p = g, kder € Ny a g € N je liche. Potom (28) plati na
celem R.

(iv) Plati
/}dx:ln|x|+c
X

na intervalech (—o0,0) a (0, co).
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Tabulkové integraly

Kli¢ova véta 7.6 (neurcité integraly elementarnich funkci)

Na mnoZiné R plati:

/e"dx: e*+c,
/sinxdx: —COSX+C,
/cosxdx: sinx + c,
1 dx = arctgx + ¢
14+x2 8 '
Na intervalu (—1,1) plati:

dx = arcsinx + c.

=

429/603



Které funkce maji primitivni funkce?

Pozorovani.

e Funkce x — sgnx nema primitivni funkci na R ani Zadném otevieném
intervalu obsahujicim 0.
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Které funkce maji primitivni funkce?

Pozorovani.

e Funkce x — sgnx nema primitivni funkci na R ani Zadném otevieném
intervalu obsahujicim 0.

e Funkce
sin, xeR\{0};
., [sind xeR\{0}
0, x =0,

ma primitivni funkci na R (i kdyz zatim nevime pro¢).

Otazka:
Co chybi funkci signum? K jakym funkcim lze najit primitivni funkci?
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Nutna podminka existence primitivni funkce

Véta 7.7 (Darboux)

Necht funkce f ma primitivni funkci na otevieném intervalu | C R.
Necht [a,b] C I. Potom pro kazdou hodnotu y < [f(a),f(b)], resp.
y € [f(b),f(a)], existuje ¢ € [a, b] takove, Ze f(&) = y.

Jinak feceno, je-li funkce f derivaci néjakeé funkce na otevieném intervalu,
pak na kterémkoli jeho uzavieném podintervalu [a, b] nabyva vSech me-
zihodnot mezi f(a) a f(b).

Toto je nutna podminka, nikoli postacujici. Funkce muze nabyvat viech
mezihodnot a presto nemit primitivni funkci.

Vlastnosti nabyvani mezihodnot se téz rika Darbouxova vlastnost. Vime,
Ze tuto vlastnost maji také spojité funkce (viz V 5.6).

Ma-li funkce f primitivni funkci, nemusi byt ale sama f spojita.
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Postacujici podminka existence primitivni funkce

Véta 7.8 (existence primitivni funkce ke spojité funkci)

Necht je funkce f spojita na otevieném intervalu I C R. Pak tam ma
primitivni funkci.

e Toto je postacujici podminka, nikoli nutna. | nespojita funkce mize mit
primitivni funkci.

e Bohuzel ne kazdou spojitou funkci jsme schopni analyticky zintegrovat
(tedy najit primitivni v podobé néjakého slozeni elementarnich funkci).

o Dikaz této véty plyne z tzv. zakladni véty kalkulu (Véta 8.18).
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Neurcity integral

Metody vypoctu



Linearita integrovani

Kliova véta 7.9 (linearita integrovani)

Necht funkce F, resp. G jsou primitivni R funkcim f, resp. g na otevieném
intervalu | C R. Necht a € R je konstanta. Potom plati:

(i) Funkce F + G je primitivni k funkci f + g na I.

(ii) Funkce aF je primitivni k funkci af na I.

Pozorovani.
Z véty vyplyva:

/Zajfj(x) dx = Za,-/fj(x) dx, PFnal,

kde n € N, fi1,...,fn jsou libovolné funkce majici na I primitivni funkci
aap,...ap €R.
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Linearita integrovani

Priklad.
Najdéme

. 2
sinx+7xt — x> — ——— ) dx.
1+ x2
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Linearita integrovani

Pri integrovani se Casto vyuzije ,pujcovani a vraceni“ v riiznych podobach.

Priklad.
Najdéme

X2
/ X ax.
1+ x2
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Lepeni primitivnich funkci

Pozorovani.
Funkce x — |x| je spojita na R, ma tam tedy primitivni funkci (z V 7.8).

Co je touto primitivni funkci?

Obecny popis situace:

Nékdy jsme schopni najit primitivni funkci k funkci f jen zvlast na kazdém
z intervall (a,b) a (b,d). Je-li f spojita v bodé b, mizeme tam primitivni
funkce na sebe ,nalepit”.
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Lepeni primitivnich funkci

Véta 710 (lepeni primitivnich funkci)

Necht funkce f je spojita na otevieném intervalu (a,d) C R, b € (a, d).
Necht funkce Fy, resp. Fy je primitivni k funkci f na intervalu (a,b),
resp. (b, d). Pak plati:

(i) Existuji vlastni limity
L, = lim FI(X), Ly = lim FQ(X).

x—b_ x—by
(i) Funkce dana predpisem
F1(x), x € (a,b);
F(x) == q Li, X = b;

FQ(X) —+ L1 — LQ, X € (b,d),
je primitivni funkci k f na celém (a, d).
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Lepeni primitivnich funkci

Priklad.
Nyni uz mGzeme urcit

/ x| dx.

V obecném pripadé se jednostranné limity dilc¢ich primitivnich funkci bu-
dou liSit a bude treba provést posun, viz pozdéji.

438/603



Per-partes

Klicova véta 7.11 (integrace per-partes)

Necht u, v jsou diferencovatelné funkce na otevreném intervalu | C R
a funkce uv’ tam ma primitivni funkci. Pak ma také funkce u’v na in-
tervalu | primitivni funkci, ktera tam splnuje

/u’v:uv—/uv’,

neboli
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Typicky priklad: eliminace polynomu

Typicky integrand:
~polynom - exponenciala (¢i goniometricka, hyperbolicka)”.

»Polynom derivujeme, dokud nezmizi.
Priklad.

Urceme

/(x+ 1)e*dx, /(x2 + x) sin x dx.

440/603



Konec 20. prednasky 26. 11. 2025

441/603



Typicky priklad: cyklické per-partes
Typicky integrand: ,exponenciala - goniometricka“
Integrujeme dvakrat per-partes, abychom dostali ptivodni integral s opac-

nym znaménkem.

Priklad.
Urceme

/e" sin x dx.
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Typicky priklad: per-partes s doplnénou jednickou

Typicky integrand: inverzni funkce k elementarni funkci (logaritmus, cyklo-
metricka, hyperbolometricka)

sIntegrujeme jednicku, derivujeme zbytek.”

Priklad.
Urceme

/lnxdx.

(Na ostatni priklady tohoto typu je tfeba navic substituce.)

443/603



PFima substituce v integralu

Kli¢ova véta 712 (substituce 1. druhu v neurcitém integralu)

Necht I,J C R jsou otevrené intervaly. Necht f: | — R ma na intervalu J

primitivni funkci F. Necht p: | — | je diferencovatelna funkce. Potom
na intervalu I plati

e Toto je substituce typu ,vidim derivaci®,
e Funkci plivodni proménné t nahrazujeme novou proménnou x:
o(t) =X,
¢'(t) dt = dx.
Ve vysledku musime opét nahradit proménnou x vyrazem o(t).
e Funkce ¢ nemusi spliovat nic dalsiho, konkrétné nemusi byt monotonni.

Srovnejte se substituci 2. druhu (V 713). PN



Typicky priklad: ,vidim derivaci“

Priklad.
Urceme

ln®x e
/de, /sm3x cos x dx.

Casto je potfeba ,pujéit si a vratit“ konstantu:

Priklad.
Urceme

/ ﬁ dx, /cos2 3x sin 3x dx.
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Afinni substituce

Typicky priklad: afinni substituce

Typicky integrand: f(ax + b), kde primitivni k f zname.
Priklad.
Urceme

/cos(Sx —2)dx, / ﬁ dx
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Specialni podil

Typicky priklad: ,logaritmicky podil“

Je-lifunkce f diferencovatelna na otevieném intervalu I C R a Fje primitivni
k f tamtéz, pak

frx) .
/f(x) dx = In|f(x)| + ¢

na intervalech, které vyvodime z defini¢niho oboru fa jejich nulovych bodu.

Priklad.
Urceme

/ 3x -3
2% .
Xc—=2x+1
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Konec planych nadéji

Varovani:

“u
|

LJednoduse vypadajici“ funkce mize mit ,slozitou” primitivni funkci, a najit
ji mize byt také slozZité. Casto ji dokonce viibec nejde analyticky vyjadfit.

Priklad.

/ e dx

V praxi se pouzivaji priblizné metody numerické integrace.
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Neurcity integral

Integrace racionalnich funkci



Racionalni funkce

Pfipominka (Definice 2.16): Racionalni funkce ma tvar

kde p, g jsou polynomy, a je definovana na mnoziné

R\ {x€R|q(x) = 0}.

Je-li znama faktorizace polynomu g, lze vZdy analyticky najit primitivni
funkci k racionalni funkci f, a to na libovolném intervalu (xi, x2), kde x1, x5
jsou kofeny polynomu g, mezi kterymi se nenachazi zadny dalsi jeho koren.
Tedy

VX € (X1,X2) : q(x) # 0.

Ukazeme obecnou metodu, jak to udélat.
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Modelovy priklad

Priklad postupné rozebirany na nasledujicich slajdech:

Hledame primitivni funkci k racionalni funkci dané predpisem

2x5 — 5x* + 13x3 — 18x2 + 23x
x4t —2x3 4 5x2 —8x+4

fx) =

Obecny pfistup:
Racionalni funkce se rozlozi do souctu jednodussich funkci (polynom + par-
cialni zlomky) a kazda z nich se zintegruje zvlast.
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Déleni polynomu

Je-li

P(x)
X) = —=,
fx) a0
kde p, g jsou polynomy takové, ze
degp > degq,

polynomy nejdfive vydélime. Dostaneme:

s(x
X) =r(x) + —=,
F00 =100 + 255
kde r, s jsou polynomy a plati
degs < degq.
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Modelovy priklad

1. krok modelového pfikladu

Mame:
2x5 — 5x* +13x3 — 18x% +23x _ p(X)
xt—2x345x2 —8x+4  qx)
Protoze
degp =5 > 4 = degq,
vydélime:

2x5 — 5x* + 13x3 — 18x% + 23x
xt—2x3 4+ 5x2 —8x+4
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Modelovy priklad

1. krok modelového pfikladu

Mame:
2x5 — 5x* +13x3 — 18x* + 23x _ p(x)
X223+ 5x2—8x+4  qx)
Protoze
degp =5 > 4 = degq,
vydélime:
2x5 — 5x* + 13x3 — 18x% + 23x x34+3x2+7x+4

=2Xx—1+
——
r(x)

xt—2x3 4+ 5x2 —8x+4 x4t —2x3 4 5x2 —8x+4°

s(x)
q(x)

Racionalni funkce % je zbytkem po déleni a splnuje
degs =3 <4 =degq.
Dal budeme pracovat s ni.
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Faktorizace polynomu

Kazdy polynom q lze v realném oboru faktorizovat do soucinu nasledujicich
clent:

e linearni cleny tvaru
(X —Xo)™,

kde xq je realny koren polynomugam c N;
o kvadratickeé ireducibilni ¢leny tvaru
(X + Bx+ )",
kde 3,7 € R, 5% < 4y,n € N.
Priklad:
x'0 4+ 3x7 + 5x® + 3x7 — 12x° — 42x% — 73x* — 81x® — 59x* — 27x — 6
=(x—2)-(x4+1)%- 0 +3)- (X2 +x+1)>2
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Modelovy priklad

2. krok modelového prikladu

Nyni pracujeme s funkci danou predpisem

X34+ 3x2+Tx+ 4
x4 —2x3 +5x2 —8x+4°

Faktorizujeme polynom ve jmenovateli:
xt—2x% +5x% —8x+4 = (x— 1)2(x* + 4).

(Casto to za nas uz nékdo udélal predem.)
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Parcialni zlomky

Necht racionalni funkce ma tvar
p(x)
(X—X0)™ - (X — X0 + BIX + 71) - (2 + BX + 7)™

kde
X1,...,Xc € R (realné koreny jmenovatele),

Vie{l,...,L}: B, €R & 57 < 4y

a p je polynom stupné mensiho nez stupen (faktorizovaného) polynomu
ve jmenovateli.

Takovouto funkci lze rozloZit do souctu parcialnich zlomku tvaru
A NPT

—_— ro linearni clen

X (p y)

atvaru
Bx+C
Musime jesteé fici, jaké mocniny R, ¢ se v souctu objevi.

(pro kvadratické ¢leny).
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Parcialni zlomky

Kazdy linearni ¢len

(x — x;)"
ve jmenovateli racionalni funkce prispéje do vysledného souctu parcialnich
zlomki souctem

Ak Ah—l A2 A1
=xF T o= T e T xex

Zadny z téchto zlomkii nelze vynechat!
MizZe se ale stat, ze ve vysledku vyjdou néktera z €isel A, ..., A,_; nulova.

456/603



Parcialni zlomky

Kazdy kvadraticky ireducibilni ¢len
(X2 + Bix + )"

ve jmenovateli racionalni funkce prispéje do vysledného souctu parcialnich
zlomk{ souctem

Bex+ Cy Bo—ix+Co—s ot Box + Cy Bix+ C;
O+ Bx+9)° 0+ Bx+ ) (O +Bx+7)* X+ Bx 415

Zadny z téchto zlomkii nelze vynechat!
Muze se ale stat, Ze ve vysledku vyjdou néktera z Cisel A,, ..., A,_; nulova.

Pozor!
Nezapomente na ,Bx + C* v Citateli!
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Modelovy priklad

3. krok modelového prikladu

Rozklad na parcialni zlomky vypada takto:

B3 +7x+4 A L, B Ox+D
(Xx—12(x2+4) (x—-1)2 x—-1 x2+4°

458/603



Nalezeni koeficientu

Nyni dostavame rovnici

p(X)
X0 (K= X2 + BuxX + ) (2 + B+ )
(X — Xx1)M X— X1 (X — xg )M« X — Xk
By n, X+ Cipn, . Biax+Gy
(X2 4+ BiX + )™ X2+ fix+m
BinXx+Cip, o Buix+G
(X2 + BLx + )™ X2+ BX+y
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Nalezeni koeficientu

Rovnici lze takeé ,kratce” napsat takto:

K i n;
P(x) -5 Ak 3 ~ Bix+ Gy
. : oo XXk Byt
[Tx=xpm T +8x+y)™ =% =
i=1 j=1
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Nalezeni koeficientu

Rovnici lze takeé ,kratce” napsat takto:

K i n;
P(x) -5 Ak 3 ~ Bix+ Gy
. : oo XXk Byt
[Tx=xpm T +8x+y)™ =% =
i=1 j=1

Nyni obé strany vynasobime jmenovatelem levé strany. Dostaneme rovnost

kde u je polynom, jehoZ koeficienty zaviseji na Cislech A; y, B; ;, Cj ;.
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Nalezeni koeficientu

Rovnici lze takeé ,kratce” napsat takto:

p(x) KT A
ik i, i,
K i =Y VRV PP =i e
[Toc—xym TToe+apep = -
i=ill ]:1

Nyni obé strany vynasobime jmenovatelem levé strany. Dostaneme rovnost

kde u je polynom, jehoZ koeficienty zaviseji na Cislech A; y, B; ;, Cj ;.

Porovnanim koeficientl u stejnych mocnin na obou stranach dostavame
soustavu linearnich rovnic. Jejim feSenim jsou hledana ¢isla A; i, B; s, ;-
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Modelovy priklad

4. krok modelového pfikladu

Po roznasobeni rovnice
X +3x24+7x+4 A N B +Cx+D
(x—12(x2+4) (x—-1)2 x—-1 x2+4°

dostavame:
X343x2+Tx+4 = A(X2 +4) + B(x — 1)(X2 +4) + (Cx + D) (x — 1)?
X3 43x%2+7x+4 = (B+CO)x> + (A—B—2C+D)x? + (4B+C—2D)x + 4A—4B+D

Tudiz plati soustava rovnic:

1=B+C
3=A-B—-2C+D
7=4B+C—-2D

4=4A—-4B+D
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Nalezeni koeficientu

Soustava nalezena timto zpusobem ma vZdy jednoznacné FeSeni
(to lze dokazat).

Pokud nam vysla soustava, ktera jednoznac¢né feSeni nema (napf. se Spat-
nym poCtem proménnych nebo LZ fadky), mame v predchozim vypoctu
chybu.

ReSeni soustavy lze nalézt metodami linearni algebry.

Je ale vhodné nejdfive vyuZit triku.
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Nalezeni koeficientu: zakryvaci pravidlo

Trik: zakryvaci pravidlo

Necht
P(x)
(X = X0) ™ (X = X2)™ -~ (X — Xg)™ (X + BIX+ 7)1 - (€ + BX+ )™
S 5 P
(X =x)™ (X —xq)m-1 X — X1
~
parcialni zlomky se stejnym linearnim  ostatni
Clenem v nizsich mocninach parcialni
zlomky

Pak koeficient A dostaneme dosazenim bodu x; do vyrazu na levé strané,
ve kterém jsme ale vynechali clen (x — x;)™:.

Formalné se jedna o spocitani limity v bodé x; uvedeného vyrazu s vyne-
chanym ¢lenem.
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Nalezeni koeficientu: zakryvaci pravidlo

Tedy plati toto:

A= lim PX)
X—X1 _(X—Xg)mz . (X _ XK)mK (X2 +51X+71)n1 - (X2+BLX+'7L)nL
%/—/
zakryty
clen
(x—=x1)M

Zakryvacim pravidlem lze nalézt pouze koeficienty u linearnich élenti v nej-
vy$$i mocniné. Pro ostatni to nelze (bez dalSiho triku).

Jakmile jsme ale alespon tyto koeficienty nalezli, miZzeme je pouZit ke zjed-
noduseni soustavy. Existuji ale dalsi triky.
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Nalezeni koeficientu: odecteni zlomku

Trik: odecteni parcialniho zlomku

Predpokladejme, Ze uz zname koeficient A ve vztahu

P(x)
(X — Xl)ml (X — X2)m2 500 (X — XK)mK(X2 + Bix + 71)”1 506 (X2 + Bix + PYL)nL
S B ot +
(= xg)m™M (X — xp)m—1 X — X1
Nyni lze ode€ist zlomek
A
(X — x1)M

od leve strany. Z Citatele noveé levé strany pujde vytknout (x — x;) a vykratit
(to lze dokazat). Tim se sniZi nejvy$si mocnina u (x — x;) na obou stranach.
Mizeme pak znovu uZit zakryvaci pravidlo na nalezeni B.

Toto ma zejména smysl provést, chceme-li najit koeficient(y) posledniho
zbyvajiciho zlomku. (Ten bude obvykle generovan linearnim ¢lenem v nizsi
mocniné nebo kvadratickym ¢lenem.) 465/603



Uzitecnost triki

Prubézné ponauceni:
Za urcitych okolnosti se lze kombinaci zakryvaciho pravidla, odecteni a to-
hoto triku zcela vyhnout FeSeni soustavy.
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Modelovy priklad

5. krok modelového prikladu
(Pouzitim trik( lze 4. krok zcela vynechat!)
Mame )
X3+ 7x+4 A L, B Ox+D
(X—12(x2+4) (x—-1)2 x—-1 x2+4°
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Modelovy priklad

5. krok modelového prikladu
(Pouzitim trik( lze 4. krok zcela vynechat!)
Mame )
X3+ 7x+4 A L, B Ox+D
(X—12(x2+4) (x—-1)2 x—-1 x2+4°
Zakryvacim pravidlem dostavame:

X343+ Tx+4
- X2+ 4

A ="
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Modelovy priklad

5. krok modelového prikladu
(Pouzitim trik( lze 4. krok zcela vynechat!)

Mame )
X3+ 7x+4 A L, B Ox+D
(X—12(x2+4) (x—-1)2 x—-1 x2+4°

Zakryvacim pravidlem dostavame:

X343 4+ Tx+ 4

A
X2+ 4

=3.

Odecteme ziskany zlomek od levé strany:

X34+ 3x2 4+ Tx+4 3 X34+ 7x—8 X2+ x+8

(x—1202+4) (x—12 (x—-12x+4) (xX-1)(2+4)
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Modelovy priklad

5. krok modelového prikladu

Nyni mame
XX +x+8 B  Cx+D

(x—1)(x2+4) x—1°" X2 +4°
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Modelovy priklad

5. krok modelového prikladu

Nyni mame
XX +x+8 B  Cx+D

(x—1)(x2+4) x—1°" X2 +4°

Zakryvaci pravidlo podruhé:

X+ x+38

= %
X2 +4
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Modelovy priklad

5. krok modelového prikladu

Nyni mame
XX +x+8 B  Cx+D

(x—1)(x2+4) x—1°" X2 +4°

Zakryvaci pravidlo podruhé:

X+ x+38

= %
X2 +4

Opét odecteme ziskany zlomek od levé strany:

X2+ x+8 2 =X
x—1)(x2+4) x-1 x2+4°

Tim jsme uZ dostali posledni zbyvajici parcialni zlomek (C = —1, D = 0).
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Modelovy priklad

Mezivysledek modelového prikladu po 5. kroku:

Nasli jsme rozklad plvodni racionalnifunkce na polynom a parcialnizlomky:

2x° — 5x* + 13x3 — 18x% + 23x
x4 —2x3 +5x2 —8x+4

X3+ 3x2+7x+4
(X —1)2(x2 +4)
3 2 X

=2x-1 = .
Jr(x—1)2+x—1 x2+4

=2x—1+

Nyni zbyva najit primitivni funkce k funkcim na poslednim radku.

469/603



Integrace parcialnich zlomku

Primitivni funkce parcialnich zlomk( generovanych linearnimi cleny najdeme
snadno:
In|x — Xo|, n=1;

/ dx
(X = Xo)" ! n>1,

=M%

jedna se o PF na (—oo, Xg) nebo (xq, 00).
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Integrace parcialnich zlomku

Dale hledame primitivni funkci parcialniho zlomku generovaného kvadra-
tickym ireducibilnim ¢lenem, tedy

/ Bx+ C dx
e+ Bx+)

kdeneN, 3,7 €R, 32 < 4vy,B,C € R.

Pokud B # 0, pljcime si a vratime konstantu, abychom do Ccitatele dostali
nasobek derivace jmenovatele:

Bx+C B B(2x+B) c-%
[worm [ wrmm ot wa

V prvnim zlomku pouzijeme substituci za jmenovatele:
/ B(2x+pB) 23+ X+ =y _B/y
(X2 + Bx+ )" (2x + B) dx = dy yn

T2
a toto uz umime vyresit. Zbyva toto.
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Integrace parcialnich zlomku

Zbyva najit primitivni funkce typu

/ dx
(X2 4 Bx + )"
kdeneN, 3,7 € R, 5% < 4.
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Integrace parcialnich zlomku

Upravime zlomek takto:

dx B dx
/(x2+ﬁx+7)” _/<(X+§>2+7_/12)”

Vg =Y
B 2 / dy
Vay —B2) (yE+1)n
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Integrace parcialnich zlomku

Pokud n = 1, dostavame

4 / dx
4y — B2 ( 2 (x+§x>2+1)

V4v—pB2

\/47 /32/y2+1

2
= ———arctgy+c¢
T gy

2 2z b PF na R
BRI
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Integrace parcialnich zlomku

Pokud n > 1, potfebujeme najit primitivni funkci

_ dy

Trik: ,,redukéni formule”

Integraci per-partes se ukaze rekurentni formule:

y n 2n —3
2(n—=1)(y2+1)"-1  2n -2

In(y) = -1, neN\{l}

I;(y) = arctgy + c.

Timto zplUsobem lze tedy postupné redukovat mocninu n, az se dojde k pfi-
padu n = 1, ktery umime vyresit.
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Integrace parcialnich zlomku

Ukazeme priklad - ten nesouvisi s modelovym prikladem, ale ukazuje, co si
pocit s kvadratickym clenem.

Priklad.
Najdéme

/ 2l dx / ! dx
X2+2x+3 (X2 +2x+3)2
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Modelovy priklad

6. krok modelového prikladu

Hledame:

3 2 X
2x—1 — .
/(X +(x—1)2+x—1 X2+4> dx

Zintegrujeme zvlast polynom i jednotlivé parcialni zlomky.
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Modelovy priklad

6. krok modelového pfikladu

Dilci primitivni funkce vypadaji takto:

/(2x—1)dx:x2—x+c, PF na R;
/de— —iJrc PF na (—oc, 1) nebo (1, 00);
(X*l)Q - X*l I 9 I )
2
/x 1dx:2ln|x71|+c, PF na (—oc, 1) nebo (1, 00);

—X 1

——dx=—In(x*+4) +c PF na R.
/x2 +4 2 C+4)+c

Pozorovani.

Priklad byl volen tak, zZe integrace kvadratického clenu je velmi snadna.
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Modelovy priklad

Vysledna funkce je primitivni k ptivodni racionalni funkci na maximalnim
intervalu takovém, Ze kazda ziskana dilci funkce je na ném primitivni k od-
povidajicimu parcialnimu zlomku.

Vysledek modelového prikladu:

/ 2x° — 5x% + 13x3 — 18x2 + 23x
X4 —2x3 +5x2 —8x+4

& 1
2 2
=X"+xXx— ——+2lnjx—1— =In(x*+4) +c,
x—1 | | 2 ( ) '

PF na (—oo, 1) nebo (1, 00).
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Shrnuti integrace racionalnich funkci

Pozitivni aspekty:
e Kazdou racionalni funkci lze teoreticky touto technikou zintegrovat.
e Pouzity algoritmus vede k vysledku v konecném poctu kroka.

e Jako vzdy pfi hledani primitivni funkce lze na konci provést zkousku zpét-
nym zderivovanim.
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Shrnuti integrace racionalnich funkci

Pozitivni aspekty:
e Kazdou racionalni funkci lze teoreticky touto technikou zintegrovat.
e Pouzity algoritmus vede k vysledku v konecném poctu kroka.

e Jako vzdy pfi hledani primitivni funkce lze na konci provést zkousku zpét-
nym zderivovanim.

Negativni aspekty:

e U obecné racionalni funkce budeme mit velmi brzy problém s nalezenim
kofenli jmenovatele. Od urcitého stupné je to ve vétSiné pripadu analy-
ticky nemozne.

e S rostoucim poctem byt znamych kofen0 slozZitost vypoctu rychle roste.
ObtiZznéjsi je zejména prace s ireducibilnimi kvadratickymi cleny.

Co uvidite za rok:

Mocnéjsi arzenal trikl pro tento typ integrace nabizi komplexni analyza.
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Neurcity integral

Inverzni substituce



Inverzni substituce v integralu

Véta 713 (substituce 2. druhu v neurcitém integralu)

Necht I.) C R jsou otevrené intervaly. Necht p: | — J je monotonni
diferencovatelna funkce takova, zZe ¢(I) = J a pro vSechna t € I plati
@' (t) # 0. Necht f: | — R ma na J primitivni funkci. Necht g: | — R je
prot c I dana predpisem

g(t) = fle(t) ¢'(t)

a ma na intervalu | primitivni funkci G. Potom plati

/ fx)dx = G(p~ () +C,  xeJ.

e V této substituci nahrazujeme proménnou x funkci nové proménne t:
X = (1),
dx = ¢'(t) dt.
e Musime hlidat ryzi monotonii funkce o.

e Pokud nenajdeme vhodnou ¢, aby () = J, lze Casto najit primitivni

funkce na dil¢ich intervalech a ,nalepit” je (viz V 7.10). FCE



Substituce za exponencialu

Substituce za exponencialu:
Necht R je racionalni funkce a a € R\ {0}. Integral

/ R(e™) dx
[ze spocitat substituci
e =t
Int
X= —
a
1
dx = — dt.
at

Funkce x — e%® je prosta na R, primitivni funkci dostavame na intervalech
spojitosti funkce x — R(e®), které jsou urceny nulovymi body jmenovatele.

Tento typ prikladu lze také obvykle fesit vytknutim clenu e® v Citateli a sub-
stituci 1. druhu (vytknuty ¢len je ,vidéna derivace” az na multiplikativni kon-

stantu a). Vede to na stejny vypocet.
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Substituce za exponencialu

Priklad.
Urceme

eGX _ e3x +1 d
7e6x 1 X.
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Polynom vice proménnych

Definice 7.14 (polynom dvou proménnych)

Necht n € Na aj € R pro vsechnai,j € {1,...,n}. Funkci
p: R? -R
n n L
Xy) = > > apxyl
i=1 j=1
nazveme polynomem dvou proménnych.

Tuto definici lze analogicky rozsirit i pro vice proménnych.
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Racionalni funkce vice proménnych

Definice 7.15 (racionalni funkce dvou proménnych)

Necht p, g jsou polynomy dvou proménnych. Oznacme
K:={(x,y) € R?| q(x,y) = 0}.
Pak funkci
R: R?\K =R
X,
o) = PX.Y)

q(x,y)
nazveme racionalni funkci dvou proménnych.
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Racionalni funkce vice proménnych

Priklad.

Predpis

X2y +xy+xy3+y+2
X2 —2xy+y?—1

R(x,y) =
dava racionalni funkci definovanou na mnoziné

{(x,y) € R? | x* — 2xy +y* — 1 # 0}.
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Goniometricke substituce

Substituce za tangens polovi¢niho argumentu:
Necht R je racionalni funkce dvou proménnych. Integral

/ R(cosx, sinx) dx

[ze preveést substituci

tgX —t
g2—
X = 2arctgt
2
dx = —= dt
1+t

na integral obycejné racionalni funkce jedné proménné.

Je k tomu potreba toto (viz tabuli):
2

sinx =

COSX = —— .
1+1t2° 1+ t2
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Goniometricke substituce

Substituce za tangens polovi¢niho argumentu:

Funkce x — tg% je prosta pouze na (—, ). PouZit tuto substituci tedy
lze pouze na tomto intervalu. Pivodni integrand ale muze byt definovan
na vétsi mnoziné (Casto na R). V takovém pfipadé je obvykle omezeni na
(—m, ) ,umélé” a lze jej odstranit pomoci lepeni (viz V 7.10).

Je-li plivodni funkce definovana na (0, 2r), lze volit substituci

cotg X —t
g2_
X = 2arccotgt
2
dx = ———dt
1+1t2 77

a lepeni se tak vyhnout (vysledek bude beztak primitivni pouze na (0, 27)).
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Goniometricke substituce

Priklad.
Najdéme neurcity integral na maximalnim otevieném intervalu:
/ dx
1+ cosx’
Pozorovani.

Uloha je zadana tak, aby lepeni nebylo potfeba. Primitivni funkci nemizeme
dostat na vétsim intervalu nez ((2k — 1)m, (2R + 1)m), k € Z.

V praktickych vypoctech nas zpravidla zajima urcity integral. Pro jeho sta-
noveni lepeni primitivni funkce nepotfebujeme.
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Goniometricke substituce

U prikladd typu
/R(cosx,sinx) dx

funguje substituce tg % = t, resp. cotg 5 = t vzdy.

Je ale radno se ji vyhnout, pokud to lze. Da se tak ucinit, pokud ma R jesté
jisté dodatecné vlastnosti.
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Goniometricke substituce

Substituce za tangens:
Plati-li
R(— cosx, —sinx) = R(cosx, sinx)

pro vSechna x z defini¢niho oboru funkce x — R(cos x, sin x), pak lze pouZit
substituci

tgx =t
X = arctgt
1
dx = —— dt.
1+ t2

Opét je nutno vyjadrfit sinx, cosx jako funkce proménné t (viz tabuli,
skripta [T]).

Substituci je moZné pouZit na intervalu (— 7, 7). Alternativou je substituce
cotgx = t na intervalu (0, 7).
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Goniometricke substituce

Priklad.
Najdéme neurcity integral na maximalnim otevieném intervalu:

/ dx
1+ cos2x’
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Goniometricke substituce

Substituce za sinus/kosinus:

Plati-li

R(— cosx,sinx) = —R(cosx, sinx),
resp.

R(cosx, —sinx) = —R(cos x, sin x)
pro vSechna x z defini¢niho oboru funkce x — R(cos x, sin x), pak lze pouZit
substituci

sinx =t, resp. cosx =t.
Konkrétné lze funkci zpravidla upravit na typ ,vidim derivaci“ pouzitim iden-
tity

sin®x + cos®x + 1

a vyresit pomoci substituce 1. druhu.

Intervaly feSeni zavisi na pdvodni funkci x — R(cosx,sinx), lepeni neni

tfeba (ani by nemélo byt mozné).
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Goniometricke substituce

Priklad.
Najdéme neurcity integral na maximalnim otevieném intervalu:

. 3
sin” x
/7dx.
1+ cos2x
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Integraly s odmocninami

Substituce za odmocninu lomené funkce:

' ax—b
( 2
/R(X’\/CX—5> dx, (29)
kde R je racionalni funkce dvou proménnych, n € N\ {1}, a,b,c,d € R,
ad # bc, lze resit substituci

Integraly typu

.jax—b
cX—9

ot —b
T a—ctn

n_ /
dx= (& b) dt
a—ctn

Intervaly feseni zaviseji na defini¢nim oboru integrandu v (29).
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Integraly s odmocninami

Priklad.
Najdéme neurcity integral na maximalnim otevieném intervalu:

1
——dx.
/1+\/X—1 X
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Integraly s odmocninami

Substituce za odmocninu rozdilu nebo souctu kvadratu:

Necht R je racionalni funkce dvou proménnych, a > 0.V nasledujicich inte-
gralech lze pouzit uvedené substituce:

/R(x, vaz—x2)dx: substituce x =acost, x=asint,
/R(x, VX2 —a2)dx: substituce x = acosht,
/R(x, vaz+x2)dx: substituce x = asinht.

Casto bude tfeba poufzit riiznych goniometrickych nebo hyperbolometric-
kych identit.

Je vZdy nutné hlidat monotonii substituované funkce!

Mozné jsou zde i dalsi substituce, viz skripta [T].
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Inverzni substituce v integralu

Priklad.
Urceme

1
/\/9—x2dx, /mdx.
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Urcity integral

Riemannuv integral



Smysl urcitého integralu

Motivace zavedeni urcitého integralu:

e Geometricky vyznam: stanoveni plochy mezi grafem nezaporné funkce
a 0sou X.

e Plochu lze intuitivné aproximovat pomoci obdélniki. Lze to libovolné
presné?

e Fyzikalni vyznam: draha urazena v case pfi proménlivé rychlosti, obecné
hodnota veliCiny v Case v zavislosti na jejim proménlivém pfiristku.

e Jaka je vazba na derivovani, resp. neurcity integral?
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Déleni intervalu

Kliova definice 8.1 (déleni intervalu)

Necht —co < a < b < cc. Pak délenim intervalu [a, b] rozumime libo-
volnou konec¢nou podmnoZinu D C [a, b] obsahujici oba body [a, b].

e UvaZujeme pouze omezeny a uzavieny interval a konecné déleni.

e Kazdeé déleni D takového intervalu lze o€islovat takto:

D = {x}_o = {Xo, X1, ..., Xn},

A=Xg<X; <-+<Xp_1<Xp=D>b.

Pocet prvkl takového déleni D je tedy n + 1.
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Déleni intervalu

Definice 8.2 (zjemnéni déleni)

Necht —c0 < a < b < oo a Dy, Dy jsou dvé déleni intervalu [a, b].
Rekneme, Ze D, zjemiiuje D;, pokud plati

D, C Ds.

e Zjemnéni dosahneme pFidanim dalSich bodu do pdvodniho déleni.

o Ne kazda dvé déleni lze timto zpisobem porovnat (tak, Ze by jedno zjem-
novalo druhé).
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Aproximace obdélniky

Kli¢ova definice 8.3 (integralni soucty)

Necht —cc < a < b < occaD = {xg,...,Xn} je déleni intervalu [a, b]
takové, ze a = xop < X1 < --- < Xp_1 < Xp = b. Necht funkce f je
omezena na intervalu [a, b]. Potom definujeme horni integralni soucet
funkce f vzhledem k déleni D jako

n
= sup{f(x) | x € Xi_1,x]} - (X — Xj_1)
j=1
a dolni integralni souEet funkce fvzhledem k déleni D jako

me{f | X € [Xi_1, %]} - (X — Xj_1)-

Pro pochopeni smyslu téchto veliCin je treba nakreslit obrazek. Definice ma
ale geometricky smysl pro jakoukoli omezenou funkci, tedy specialné i pro

nespojitou nebo ménici znaménko.
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Porovnani horniho a dolniho souctu

Ocividné plati nasledujici:

Tvrzeni 8.4 (nerovnost mezi hornim a dolnim integralnim souctem)

Necht —co < a < b < co a D je déleni intervalu [a, b]. Necht funkce f je
omezena na intervalu [a, b]. Potom plati

S(f, D) < S(f, D).
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Vliv jemnosti déleni na presnost

Tvrzeni 8.5 (vztah jemnosti a integralnich souétu)

Necht —o0o < a < b < oo a necht funkce f je omezena na |a, b]. Necht
Dy, D, jsou déleni intervalu [a, b] takova, Ze D, C Ds. Potom plati

Lze tedy Fici, Ze zjemnéni déleni ,zpfesnuje” horni i dolni soucty.
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Odhady souctu

Véta 8.6 (odhady integralnich souctu)

Necht —oo < a < b < 0o, m;M € R. Necht funkce f definovana na [a, b]
spliuje

Vx € [a,b]: m<f(x) <M. (30)
Pak pro libovolna déleni Dy, D, intervalu [a, b] plati
m(b — a) < S(f,D;) < S(f, D) < M(b — a). (31)

e Podminka (30) fika, Ze funkce f je omezena na [a, b]. Navic fika, jakymi je
funkce omezena konstantami.

e Prvni informace v (31): dolni soucet je mensi nebo roven hornimu souctu
téz funkce, a to i pres jiné délent. Je to silnéjsi vyrok nez Tvrzeni 8.4.

e Druha informace v (31): dolni i horni soucet lze vzdy odhadnout pomoci
délky intervalu a konstant omezenosti funkce.
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Riemannuv integral

Kliova definice 8.7 (Riemannuv integral)

Necht —0o < @ < b < oo a D znaci mnozinu vSech déleni intervalu
[a, b]. Necht funkce f je omezena na intervalu [a, b] a necht plati

sup {S(f.D) | D € D} = inf {S(f, D) | D € D} (32)

Potom rekneme, Ze funkce f je na intervalu [a, b] riemannovsky inte-
grovatelna a hodnotu

(R) /abf(x) dx i= sup {S(f, D) | D & D} = inf {5(f. D) | D € D}

nazveme Riemannovym integralem funkce f pfes interval [a, b].
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Riemannuv integral

Poznamky k definici Riemannova integralu (Def. 8.7):

e Pozadavek omezenosti jak intervalu, tak funkce, je dulezity. Pozdéji defi-
nici ale jesté zobecnime.
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Riemannuv integral

Poznamky k definici Riemannova integralu (Def. 8.7):

e Pozadavek omezenosti jak intervalu, tak funkce, je dulezity. Pozdéji defi-
nici ale jesté zobecnime.

e Tomuto typu integralu fikame také urcity integral. Riemann(v pfistup
neni jediny, uvidime také Newtonuv integral.
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Riemannuv integral

Poznamky k definici Riemannova integralu (Def. 8.7):

e Pozadavek omezenosti jak intervalu, tak funkce, je dulezity. Pozdéji defi-
nici ale jesté zobecnime.

e Tomuto typu integralu fikame také urcity integral. Riemann(v pfistup
neni jediny, uvidime také Newtonuv integral.

e Znacku (R) v integralu obvykle vynechavame. Nechceme-li zd{iraznit, Ze
integral chapeme jako Riemannyv, piSeme jen

/a i f(x) dx.
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Riemannuv integral

Poznamky k definici Riemannova integralu (Def. 8.7):

e Pozadavek omezenosti jak intervalu, tak funkce, je dulezity. Pozdéji defi-
nici ale jesté zobecnime.

e Tomuto typu integralu fikame také urcity integral. Riemann(v pfistup
neni jediny, uvidime také Newtonuv integral.

e Znacku (R) v integralu obvykle vynechavame. Nechceme-li zd{iraznit, Ze
integral chapeme jako Riemannyv, piSeme jen

/a i f(x) dx.

e Vyroky .fje na[a, b] riemannovsky integrovatelna“ a ,existuje RiemannQv
integral (R) fab f(x) dx“ znamenaji totéz. Totiz Ze plati (32).
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Riemannuv integral

Poznamky k definici Riemannova integralu (Def. 8.7):

e Pozadavek omezenosti jak intervalu, tak funkce, je dulezity. Pozdéji defi-
nici ale jesté zobecnime.

e Tomuto typu integralu fikame také urcity integral. Riemann(v pfistup
neni jediny, uvidime také Newtonuv integral.

e Znacku (R) v integralu obvykle vynechavame. Nechceme-li zd{iraznit, Ze
integral chapeme jako Riemannyv, piSeme jen

/a i f(x) dx.

e Vyroky .fje na[a, b] riemannovsky integrovatelna“ a ,existuje RiemannQv
integral (R) fab f(x) dx“ znamenaji totéz. Totiz Ze plati (32).

e Ne kazda omezena funkce na [a, b] je riemannovsky integrovatelna, horni
a dolni soucty v (32) nemusi souhlasit. V takovém pripadé neprekvapivé

fikame, Ze RiemannUv integral (funkce f pfes [a, b]) neexistuje. 077603
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Odhady Riemannova integralu

Véta 8.6 a Definice 8.7 maji tento dulezZity disledek:

Dusledek 8.8 (odhady Riemannova integralu)

Necht —co < a < b < oo, m;M € R. Necht je funkce f riemannovsky
integrovatelna na [a, b] a dale spliuje

Vxela,bl: m<f(x) <M.

Potom plati

b
m(b—a)g/ f(x) dx < M(b — a).

Pozorovani.
Riemanniv integral z omezené funkce pres omezeny interval je konecny.
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Riemannuv integral jako limita

Véta 8.9 (Riemannuv integral jako limita)

Necht —co < a < b < oo a funkce f je omezena na intervalu [a, b]. Pak
je ekvivalentni:

(i) Funkce f je riemannovsRy integrovatelna.

(i) Existuje posloupnost (Dp)nen déleni intervalu [a, b] takova, Ze plati

lim S(f,D,) = nlLrgog(f’ Dp).

n—oo

(iii) Existuje posloupnost (D,)nen déleni intervalu [a, b] takova, Ze plati

llm (g(fv Dn) _§(f7 Dn)) =0.

h—o00
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PFimy vypocet Riemannova integralu

Priklad.
Pomoci Véty 8.9 mizeme spocitat tyto Riemannovy integraly:

(R)/(;lxdx, (R) /.1 sgn x dx.

=il
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PFimy vypocet Riemannova integralu

Priklad.
Pomoci Véty 8.9 mizeme spocitat tyto Riemannovy integraly:

(R)/(;lxdx, (R) /.1 sgn x dx.

=il

Pozorovani.
Toto rozhodné neni prakticky zpUsob, jak to délat. Misto néj brzy ukazeme

jiny.
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Postacujici podminky riemannovskeé integrovatelnosti

Otazka:

Pro jaké funkce existuje Riemanndv integral?

Nutna podminka existence je omezenost, postacujici podminka to ale neni,
viz Dirichletovu funkci.
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Postacujici podminky riemannovskeé integrovatelnosti

Otazka:

Pro jaké funkce existuje Riemanndv integral?

Nutna podminka existence je omezenost, postacujici podminka to ale neni,
viz Dirichletovu funkci.

UkaZeme: riemannovsky integrovatelné jsou napfiklad monotonni nebo spo-
jité funkce.
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Postacujici podminky riemannovskeé integrovatelnosti

Véta 8.10 (riemannovska integrovatelnost monotonnich funkci)

Necht —co < a < b < oo a funkce f je omezena a monotonni na inter-
valu [a, b]. Pak je tato funkce na [a, b] riemannovsRy integrovatelna.

Véta 8.11 (riemannovska integrovatelnost spojitych funkci)

Necht —co < a < b < co a funkce f je spojita na intervalu [a, b]. Pak je
tato funkce na [a, b] riemannovsRy integrovatelna.

512/603



Kliova véta 8.2 (vlastnosti Riemannova integralu)

Necht —co < a < b < oo, ¢ € R. Necht funkce f, g jsou riemannovsRy
integrovatelné na [a, b]. Pak plati nasledujici tvrzeni.

(i) Funkce f+ g je riemannovsky integrovatelna na [a, b] a plati

b b b
/ (Fx) + g(x)) dx = / (x) dx + / 9(x) dx.

(i) Funkce cf je riemannovsRy integrovatelna na [a, b] a plati

/a ’ oy dx = / ” {0 dx.

(iii) Pokud pro vSechna x € [a, b] plati f(x) < g(x), pak plati

/f dx</g X) dx.

(iv) Funkce |f] je riemannovsky integrovatelna na [a, b] a plati

/ ) ax| < / ” o).
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Vlastnosti Riemannova integralu

Kliova véta 8.13 (aditivita Riemannova integralu vuéi intervaliim)

Necht —c0 < a < b < ¢ < oo. Necht funkce f je omezena na |[a, c|.
Pak je funkce f riemannovsRy integrovatelna na [a, c| prave tehdy, kdyz
je riemannovsRy integrovatelna jak na [a, b], tak na |b, c]. V takovem
pripadé plati

/acf(x) dx = /abf(x) dx + /bcf(x) dx.
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Kolik bodu vidi Riemann?

Tvrzeni 814 (nezavislost Riemannova integralu na koneéné mnoha

funkénich hodnotach)

Necht —0o < a < b < oo. Necht funkce f, g jsou omezené na inter-
valu [a, b] a liSi se tam nejvyse v konecné mnoha bodech. Jinak receno,
necht

card({x € [a,b] | f(x) # g(x)}) < .

Potom je funkce f riemannovsRy integrovatelna na [a, b] prave tehdy,
kdyzZ je tamtézZ riemannovsRy integrovatelna funkce g. V takovéem pri-

pade navic plati
b b
/ f(x) dx :/ g(x) dx.
a a
Slogan:

»Zménime-li hodnotu funkce v kone¢né mnoha bodech, jeji Riemanniv in-
tegral se nezméni.”
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Po Castech spojité funkce

Definice 8.15 (po castech spojita funkce)

Necht funkce f je definovana na intervalu [a,b] C R. Rekneme, Ze
funkce f je na [a, b] po €astech spojita, existuje-li déleni (x;)7_, inter-
valu [a, b] takové, Ze pro kazdé j € {1,...,n} plati:

(i) funkce f je spojita na (x;_y,X;),

(i) funkce f ma vlastni limitu zprava v x;_; a vlastni limitu zleva v x;.

e V bodech nespojitosti mize byt funkce definovana jakkoli. V kazdé dvo-
jici bodii x;_y, x; ji lze zvlast spojité predefinovat tak, aby byla spojita na
celém dil¢im intervalu [x;_,,X;], a to diky (ii).

e Odtud uz plyne, Ze funkce po Castech spojita na [a, b] je tamtéZ omezena.
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Integrovatelnost po castech spojitych funkci

Disledkem Véty 8.13 a Tvrzeni 8.14 je tato véta:

Véta 8.16 (riemannovska integrovatelnost po castech spojitych

funkei)

Necht —oco < a < b < oo. Necht funkce f je omezena a po castech
spojita na intervalu [a, b]. Potom je f na [a, b] riemannovsRy integrova-
telna.

Pozorovani.

Vétsina funkci, se kterymi se na zakladni Grovni setkate, je po castech spo-
jita na vhodnych intervalech, existuje tam tedy jejich RiemannQyv integral.

Pozor ale na neomezené funkce! U nich se musi postupovat opatrné&ji (uvi-
dime).
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Doplnéni znaceni

Je smysluplné zavést nasledujici znacent:

Definice 8.17 (Riemanniiv integral p¥i pFevracenych mezich)

Necht —co < a < b < ~o a funkce f je riemannovsky integrovatelna na

intervalu [a, b]. Pak definujeme:
a b

Nyni tedy lze psat (viz V 8.13):

/f m_/f m+/f

pro jakakoli a, b, c € R takova, Ze patficné Riemannovy integraly jsou defi-
novany. (Netfeba tedy a < b < c.) Toto se hodi v praktickych vypoctech.
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Prakticky vypocet Riemannova integralu

Otazky:

e Jak prakticky spocitat urcity integral?

e Jak souviseji urcity a neurcity integral?

Odpovéd nabizi nasledujici zasadni véta.
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Zakladni véta kalkulu

Kliova véta 8.18 (zakladni véta kalkulu)

Necht —oo < @ < b < oo, ¢ € (a,b). Necht funkce f je riemannovsRy
integrovatelna na intervalu [a, b]. Pro Razdé x € [a, b] definujme

/f ) dy.

Potom plati nésledujic:.
(i) Funkce F je spojita na [a, b].

(i) Je-li funkce f spojita v bode x € (a,b), pak je funkce F v tomtéz
bodé diferencovatelna a plati F’(x) = f(x).

Zde je nutné chapat rozdil mezi vyroky
oF'(x) = f(x)" a S =f"

Vé vété je prvni z nich, plati jen v uvedenych bodech x.
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Zakladni véta kalkulu

Dusledkem zakladni véty kalkulu a Véty 811 je Véta 7.8.

Je-li f spojita funkce na otevieném intervalu I ¢ R a zvolime-li libovolné
c € I, potom funkce

F: I - R

xe/f

je primitivni k funkci fna I.
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Zakladni véta kalkulu

Necht je f spojita na otevieném intervalul c Rac e I.

Jelikoz libovolné dvé primitivni funkce k f na I se liSi pouze o konstantu,
kazda takova primitivni funkce F ma pro x € I tvar

F) = F©)+ | ) dy.
C
Volbou hodnoty F(c) ovliviiujeme integracni konstantu (,,+-C").

Pozor!
Bez spojitosti f toto nemusi fungovat!
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Zakladni véta kalkulu

Priklad.
Uvazujme funkci danou na R predpisem

f(x) =sgnx.

Ukazeme, Ze funkce

neni primitivni k f na R.
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Zakladni véta kalkulu

Priklad.
Uvazujme funkci danou na R predpisem

f(x) =sgnx.

Ukazeme, Ze funkce

neni primitivni k f na R.

Je k ni ale primitivni na jakémkoli otevieném intervalu neobsahujicim 0.
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Urcity vs. neurcity integral

Diky Vété 8.18 umime (nékdy) vyjadrit neurcity integral pomoci urcitého.

Zajima nas to ale hlavné naopak.
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Urcity integral

Vypocet urcitého integralu



Newtonova-Leibnizova formule

Klicova véta 8.19 (Newton-Leibniz)

Necht —oco < a < b < oo. Necht funkce f je riemannovsRy integro-
vatelna na [a, b] a zaroven na (a,b) existuje jeji primitivni funkce F.
Potom existuji vlastni jednostranné limity

F(ay) == lim F(x F(b_) = lim F(x

(ap) = lim F(x),  Fb-) = lim F(x)

a plati
b
(R) [ f00 dx = F(b_) - Flas).

DUkaz této véty v uvedené obecnosti najdete ve skriptech [T].

Pomoci této véty lze dokazat Vétu 7.10 o lepeni primitivnich funkci.
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Newtonuv integral

Definice 8.20 (Newtontiv integral)

Necht a,b € R, a < b. Necht funkce f ma na (a, b) primitivni funkci F.
Pak definujeme Newtonuv integral funkce f pfes interval (a, b) jako
b
N = lim F(x) — lim F
) [ o0 de = lim Fo0— lim F(x), (33)
pokud je vyraz na pravé strané definovan. Je-li tento vyraz navic ko-
necny, fekneme, Ze je funkce f newtonovsky integrovatelna na (a, b).

Pozor! Aby Newtonl(v integral existoval, musi platit vSechno toto:

e Existuje primitivni funkce k f na celém (a, b). SelzZe-li toto byt v jediném
bodé, NewtonUyv integral pak neexistuje.

e Existuji jednostranné limity této primitivni funkce na pravé strané (33).

e Vyraz na praveé strané (33) je definovany.
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Srovnani Riemannova a Newtonova integralu

e RiemannvyZaduje omezeny interval [a, b] a omezenou funkci f. Riemanniv
integral je automaticky konecny.
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e Termin ,integrovatelna funkce” vzdy znaci, Ze prislusny integral existuje
aje konecny. U Newtona rozliSujeme mezi ,integrovatelna“ a ,jeji integral
existuje/je definovan/ma smysl“.
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Srovnani Riemannova a Newtonova integralu

e RiemannvyZaduje omezeny interval [a, b] a omezenou funkci f. Riemanniv
integral je automaticky konecny.

e Newton vyZaduje existenci primitivni funkce k f na (a, b) a existenci jed-
nostrannych limit primitivni funkce v krajnich bodech, ale nevyzaduje
omezenost. NewtonUv integral mize byt nekonecny.

e Termin ,integrovatelna funkce” vzdy znaci, Ze prislusny integral existuje
aje konecny. U Newtona rozliSujeme mezi ,integrovatelna“ a ,jeji integral
existuje/je definovan/ma smysl“.

e Integral (oba druhy) pres [a, b] a (a, b) povaZujeme za totéz.

e Je-li funkce na [a, b] (nebo (a, b)) jak riemannovsky, tak newtonovsky in-
tegrovatelna, jsou hodnoty obou integralu stejné:

b b
®) [ foodx=m) [ foo) o

e Predchozi bod nastava napfr. pro spojité funkce na omezeném uzavieném
intervalu. 527/603



Srovnani Riemannova a Newtonova integralu

Piklady na rozdilnost integralu:

1
Existuje (R) / sgnxdx =0,
—1
ale
1
neexistuje (N) / sgn x dx
=il

(integrand nema na (—1, 1) primitivni funkci).
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Srovnani Riemannova a Newtonova integralu

Piklady na rozdilnost integralu:

-1
Neexistuje  (R) / X7 dx
0

(integrand neni omezena funkce), ale

1
existuje (N)/ X2 dx = 2.
0

Neexistuje  (R) / x~2dx
1
(interval (0, 00) neni omezeny), ale
existuje (N)/ x2dx = 1.
1

Nevlastnimi integraly jako témi poslednich dvou bodech se budeme zaby-
vat pozdéji.
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Znaceni v urcitém integralu

Necht funkce F je definovana na intervalu (a, b) C R (i neomezeném) a exis-
tuji jednostranné limity

xLIT+ F(x), xLIT, F(x).
PouZivame znacent:
[FOO]2 = lim F(x) — lim F(x), (34)
x—b_ X—a4

je-li na prave strané definovany vyraz. Dale znacime:
[FOl, = —[F®]a  [F0]g=0.

Cisldm a, resp. b, fikame v kontextu (34) dolni, resp. horni mez.
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Znaceni v urcitém integralu

Necht funkce f je spojita na omezeném uzavieném intervalu [a, b] C R. Jeji
urcity integral budeme pocitat pomoci Newtonovy-Leibnizovy formule. Je-
li F primitivni k f na (a, b), dostavame

b b
(R) / f(x) dx = (N) / £x) dx = [F(x)]2. (35)
Co jsme pouzili:

e Primitivni funkce na (a, b) existuje (V 7.8).
e Riemanniv integral v (35) existuje (V 8.11).

e Newtondv integral v (35) existuje, rovna se Riemannovu a vyraz vpravo
v (35) je definovany a konecny (V 8.19).
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Jednoduché urcité integraly

Priklad.
Spocitame:

5 3
/ (x* —1)dx, / sinx dx.
2 0
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Urcity integral po castech spojite funkce

Priklad.
Necht

2+x, xel0,1);

f)={0,  x=1

1, xe (1,2]
Spocitame:

2

| o dx
0

533/603



Per-partes pro urcity integral

Véta 8.21 (per-partes pro urdcity integral)

Necht —oco < a < b < oo. Necht funkce u, v jsou spojité na [a, b] a dife-
rencovatelné funkce na (a,b). Necht jejich derivace u’,v’ jsou spojite
na [a, b] (viz poznamku nize). Pak plati

/b u' (X)v(x) dx = [u(x)v(x)]2 - /b u(x)v’(x) dx.

Derivace u,v’ obecné nemusi byt definovana v krajnich bodech. Tim, ze
,U’ je spojita na [a, b]“ tedy presné myslime to, Ze je spojita na (a, b) a v kraj-
nich bodech ma vlastni jednostranné limity. Tedy ji pak lze do téchto bodi
spojité rozsifit. Hodnoty v nich budou navic odpovidajici jednostranné de-
rivace, viz Vétu 6.19.
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Per-partes pro urcity integral

Priklad.
Spocitame

1
/ xarctgx dx.
0
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PFima substituce v urcitém integralu

Véta 8.22 (substituce 1. druhu v urcitém integralu)

Necht a,b,a, 3 € R, a < b, « < . Necht funkce f je spojita na [a, b].
Necht funkce
v: o, B8] — [a, b]

je spojita na [a, 3] @ ma spojitou derivaci na («, 3). Pak plati
»(B)
/ fle t)dt = / f(x) dx.
o(c)

Substituce typu ,vidim derivaci® (Srovnejte s V 7.12.)
Vnitfni funkce ¢ nemusi byt monotonni.
MuzZe se stat, Ze (a) > ¢(/3), a nevadi to.

Pri vypocCtu se nemusime vracet k plivodni proménné, prepocitame ale
meze. Viz priklad.
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PFima substituce v urcitém integralu

Priklad.
Spocitame

cos? xsin® x dx.

S—
[ME]
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Inverzni substituce v urcitém integralu

Véta 8.23 (substituce 2. druhu v urcitém integralu)

Necht a,b,a, 3 € R, a < b, a < . Necht funkce f je spojita na [a, b].
Necht funkce ¢: [o, 8] — [a, b] je spojita na [«, 5] a ma spojitou a ne-
nulovou derivaci na («a, B). Necht dale G je primitivni funkce R funkci

t = flo(t) ' (1)
a (a, B). Pak plati

(b 1
/ fx) dx = / " flo®) ¢ (1) dt = [6(1)]*, ).

e Substituce typu ,,proménnou za funkci“ (Srovnejte s V 7.13.)

e Ze spojitosti a nenulovosti ' plyne, Ze je ¢ ryze monotonni na (o, 3),
tudiz tam ma inverzi o —'. Bez téchto podminek véta neplati.
e MuZe se stat, ze p—'(a) > p—!(b), a opét to nevadi.

e PFi vypocCtu se opét nemusime vracet k plivodni proménné, jen prepoci-

tame meze. Viz priklad.
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Inverzni substituce v urcitém integralu

Priklad.
Necht r > 0. Spocitame

,
/ \Vr2 — x2dx.
—r
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Tipy k pocitani urcitych integralu

Nevahejte vyuzivat rliznych geometrickych pozorovani:

e Je graf integrandu néjaky jednoduchy geometricky obrazec?
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¢ Da se integrand rozdélit do jednodussich funkci na nékolika intervalech?
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Provedte alespon zakladni kontrolu spravnosti vysledku:

e Urdity integral kladné funkce nemuze byt zaporny nebo nulovy.
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e Je integrand sudy nebo lichy? Je to periodicka funkce?
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e Urdity integral kladné funkce nemuze byt zaporny nebo nulovy.
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necny.

o Neintegrovali jste pfes bod, kde neexistuje primitivni funkce? (Zejména
pres singularitu?)
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Tipy k pocitani urcitych integralu

Nevahejte vyuzivat rliznych geometrickych pozorovani:

e Je graf integrandu néjaky jednoduchy geometricky obrazec?

Da se integrand rozdélit do jednodussich funkci na nékolika intervalech?

e Je integrand sudy nebo lichy? Je to periodicka funkce?

Provedte alespon zakladni kontrolu spravnosti vysledku:

Urcity integral kladné funkce nemiZe byt zaporny nebo nulovy.

Urcity integral omezené funkce pfes omezeny interval nemuze byt neko-
necny.

Neintegrovali jste pfes bod, kde neexistuje primitivni funkce? (Zejména
pres singularitu?)

Hodnota urcitého integralu musi odpovidat omezeni danému Dusled-
kem 8.8.
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Urcity integral

Nevlastni integral



Riemann vs. Newton jesté jednou

Riemanntiv integral:

® ma geometricky smysl plochy pod grafem

® nevadi mu nespojitosti (je-li jich kone¢né mnoho)

® funguje jen pro omezené funkce na omezeném intervalu

® piimy vypocet pomoci déleni je neprakticky (pro ¢lovéka, ale ne nutné
pro pocitac)

Newtonuv integral:

® je abstraktnim pouzitim primitivni funkce bez ocividného geometrického
smyslu

® vyzaduje primitivni funkci na celém intervalu
® funguje i pro neomezené funkce nebo neomezené intervaly
® |ze prakticky spocitat
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Riemann vs. Newton jesté jednou

Diky zakladni vété kalkulu (V 8.18) je ale (pro ,dobré“ funkce) mezi obéma
integraly souvislost, ktera uvedené nedostatky odstranuje.

To, co pocitame, je Riemanndv integral. To, jak to pocitame, je Newtonv
integral.

Nyni dame smysl ,ploSe pod grafem“i pro neomezené funkce a neomezené
intervaly.
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Nevlastni urcity integral

Definice 8.24 (zobecnény Riemannuv integral, ,jednostranna verze*)

Nechta,b € R, a < b. Necht funkcef: [a,b) — R je omezena a rieman-
novsky integrovatelna na kazdém intervalu [a,r], kde r € (a,b). Pak
definujeme zobecnény Riemanniiv integral funkce f pfes interval (a, b)
(nebo [a, b]) jako
,
f X) dx == llm f(x) dx

r—b_ Ja
pokud tato limita eX|stu1e. Je-li tento vyraz konecny, rekneme, Ze in-
tegral fab f(x) dx konverguje.
Obdobné definujeme zobecnény Riemannuyv integral fabf(x) dx, je-li f
riemannovsky integrovatelna na kazdém intervalu [s, b], kde s € (a, b).
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Nevlastni urcity integral

Definice 8.25 (zobecnény Riemannuv integral, ,,oboustranna verze*)

Nechta,b € R, a < b. Necht funkce f definovana na (a, b) je omezena
a riemannovsky integrovatelna na kazdém intervalu [r,s] C (a, b). Pak
definujeme zobecnény Riemannuv integral funkce f pfes interval (a, b)
(nebo [a, b)) jako

/abf(x) dx= lim /rcf(x) dx+ lim /Csf(x) dx,

ma-Li vyraz vpravo smysl pro néjaké c € (a, b).

e Existence a hodnota integralu nezavisi na volbé c.

e Integral neexistuje, pokud neexistuje jedna z limit na prave strané nebo
pokud se tam vyskytne vyraz ,,+co F oo
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Nevlastni urcity integral

Definice 8.26 (zobecnény Riemannuv integral, ,,plna verze“)

Nechtn € N, —co < gy < a; < --- < @, < oo. Necht funkce f je de-
finovana na mnoziné U}'Zl(aj,l,aj) a pro kazdé j € {1,...,n} existuje
jeji zobecnény Riemannuyv integral fa‘}?’;l f(x) dx. Pak definujeme zobec-
nény Riemannuv integral funkce f pfes interval (ay, a,) jako

/a a £(x) dx = Z: / Y (36)

ma-li vyraz vpravo smysl.

Timto zpusobem je za urCitych okolnosti umoznéno ,integrovani pres sin-
gularity”.

Pozor! Takovyto integral ma ale smysl pouze tehdy, nevyskytuje-li se na
pravé strané (36) vyraz typu , 00 F 00",
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Nevlastni urcity integral

Integraly, jejichZ limity se vyskytuji ve zobecnéném integralu, spocitame
standardnimi metodami.

Pozorovani.

Ma-li funkce na intervalu Riemanniv integral (neboli je-li tam riemannov-
sky integrovatelna), pak je jeji zobecnény Riemannyv integral totéz. Naopak
samozrejmeé ne.
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Nevlastni urcity integral

Priklad.
Rozhodneme, zda existuji tyto zobecnéné Riemannovy (neboli nevlastni ur-
¢ité) integraly. Pokud ano, ur¢ime jejich hodnotu.

o 1 <1 X o
/ —— dx, / — dx, / ——5 dx, / sinx dx.
oo L+ X 10X oo L X oo
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Nevlastni urcity integral

Pozorovani (k ,oboustranné“ verzi, Def. 8.25):
Vyraz

lim /f Xx) dx + l|m /sf(x)dx (37)

r——oo

obecné neni totéz, co vyraz

lim /r f(x) dx. (38)

r——oo J_,

Vyraz (38) mize mit smysl, i pokud (37) neni definovany. Pfi hledani zobec-
néného Riemannova integralu pouzivame (37).

Slogan:
,Zobecnény Riemannv integral nefunguje pro rozdil nekonecnych ploch.”
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Nevlastni urcity integral

Priklad.
Existuje zobecnény Riemannuyv integral

/ xdx?

Existuje to jako Newton(yv integral?
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Nevlastni urcity integral

Priklad.
Existuje zobecnény Riemannuyv integral

/ xdx?

Existuje to jako Newton(yv integral?

Takovémuto integralu ale lze dat smysl pomoci tzv. hlavni hodnoty. Uvidime
pozdéji.
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Nevlastni urcity integral

Priklad.
Rozhodneme, zda existuji tyto zobecnéné Riemannovy integraly. Pokud ano,

urcime jejich hodnotu.
/1 L dx
X

1 1
/ %dx / 1dx.
_n % _q %8

Varovné priklady:
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Konvergence integralti mocnin

Véta 8.27 (zobecnéné urcité integraly mocnin)

Pro kazdé p < R existuji zobecnéné Riemannovy integraly

1 o
/ xP dx, / xP dx
0 1

! = 00, p S _17
/ xP dx
0 <oo, p>-—1;

a plati:

> < 00, < —1;
/ xP dx .
1 =00, p2= —1;

o0
/ XxP dx = oo.
0

Srovnejte tuto vétu také sV 9.6 pro Ciselné rady.
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Nerovnosti pro zobecnéné integraly

Dusledek 8.28 (urcity integral a usporadani)

Necht funkce f, g jsou definované na (a,b) C R a existuji jejich zo-
becnéné Riemannovy integraly pres (a,b). Necht dale pro vSechna
x € (a,b) plati

fx) < g(x).

/abf(x) dx < /abg(x) dx.

Potom plati
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Konvergence zobecnénych integralu

Priklad.
Rozhodnéme, zda konverguji integraly

Xy x4l > x+1
ﬁdx, ﬁdx.
0 3+ X 0o (x—2)
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Konvergence zobecnénych integralu

Priklad.
Rozhodnéme, zda konverguji integraly

Xy x4l > x+1
ﬁdx, ﬁdx.
0 3+ X 0o (x—2)

Priklad.
Urceme, pro jaké hodnoty g > 0 konverguji integraly

/°°x2+sinx+lnx /°° X+ 3 dx
1 X941 ’ o (x+1)x—3|a
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Funkce faktorial je definovana na mnoziné Nu {0} a spliuje:

VneNuU{0}: (n+1)!=(n+1)n!
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Funkce faktorial je definovana na mnoziné Nu {0} a spliuje:

VneNuU{0}: (n+1)!=(n+1)n!
Otazka:

Lze najit funkci f: [0, 00) — R takovou, aby platilo

Vxe0,00): f(Xx+1)=(x+1)fx)?

Odpovédi (az na posunuti) je funkce gama dana nasledujici definici.
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Funkce gama

Definice 8.29 (funkce gama)

Funkce gama je definovana predpisem
I':(0,00) =R

X »—>/ t*letdt
0

a ma nasledujici vlastnosti:

(i) T(1) =1;

(i) Vx> 0: T(x+1) =xT'(x);
(iii) VneN: T'(n) = (n—-1)!;
)T () = V=

(iv

Tato funkce je specialnim pripadem tzv. integralu zavisleho na parametru.
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Hlavni hodnota integralu

Definice 8.30 (hlavni hodnota integralu)

(i) Necht a,b,c € R, a < b < c. Necht funkce f je riemannov-
sky integrovatelna na intervalech [a,b — ¢), (b + ¢,c] pro kazdé
e € (0,min{b — a,c — b}). Pak definujeme hlavni hodnotu inte-
gralu funkce f pres [a, b] jako

p.v./cf(x)dx = lim ( v (x) dx +

64)0+

C

fx) dX> ,

b+e
ma-Li vyraz na prave strané smysl.

(ii) Necht funkce f je riemannovsky integrovatelna na intervalu [—r, r]
pro kazdé r > 0. Pak definujeme hlavni hodnotu integralu funkce f
pres (—oo, 0o) jako

p. V. /_ o; f(x)dx := rlchr)O /_ rr f(x) dx,

ma-Lli vyraz na prave strané smysl.
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Hlavni hodnota integralu

Priklad.
Urceme

1 1 [e’s)
p.v./ — dx, p.v./ x dx,
-1 X —00

p.v./ sinx dx, p.v./ cos x dx.
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Hlavni hodnota integralu

e Je-li friemannovsky integrovatelna na (a, b) nebo existuje-li tam alespon
jeji zobecnény Riemannlyv integral, pak

p. V. /abf(x) dx = /abf(x) dx.

e Hlavni hodnota ale mize byt definovana, i pokud na intervalu neexistuje
ani zobecnény Riemanniv integral dané funkce. To miZe nastat v pfipadé
,rozdilu nekonecnych ploch“

e Hlavni hodnota je nastrojem, jak popsat, Ze dvé nekonecné plochy ,jsou
stejné”,

e Vyuziti toto najde napf. ve Fourierové transformaci. V praktickych alo-
hach se ale opét tfeba mit na pozoru, zda ma pouziti takovéhoto inte-
gralu napf. fyzikalni smysl.
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Urcity integral

Uzity urcity integral



Geometricka pouziti urcitého integralu

Co lze popsat urcitym integralem?

e plocha pod grafem funkce

plochy dalSich rovinnych Gtvar(i vymezenych grafy funkci

délky krivek, objemy a povrchy rotacnich téles (bude [épe popsano v MA2)

primérna hodnota funkce

rada pouziti ve fyzice, statistice atd.
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Délka grafu

Pomoci urcitého integralu mizeme zavést pojem délky kfivky tvofené gra-
fem funkce.

Definice 8.31 (délka grafu)

Necht funkce f je spojité diferencovatelna na intervalu (a,b) C R. Po-
tom délkou grafu funkce f na intervalu (a, b) rozumime hodnotu

/b VI (F00))2 dx.

Pozorovani.

Je-li funkce pouze po Castech spojité diferencovatelna, mizeme délku grafu
stale stanovit jako soucet délek jejich dil€ich grafi na intervalech, na kte-
rych je funkce spojité diferencovatelna.

560/603



Délka grafu

Priklad.
Urceme délku ¢asti paraboly dané rovnici

y=xX

mezi body (—1,1) a (1,1).
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Délka grafu

Priklad.
Urceme délku ¢asti paraboly dané rovnici

y=xX

mezi body (—1,1) a (1,1).

Pozorovani.
U takovychto pfikladl obvykle nelze ocekavat ,jednoduché“ integraly.
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Rotacni plocha a téleso

Definice 8.32 (rotacni plocha a téleso)

Necht funkce f je kladna a spojita na intervalu (a,b) C R.

(i) MnoZinu
P={(xy.2) R’ |y’ +2* = (f(x))*, x € (a,b) }
nazveme rotacni plochou vzniklou rotaci grafu funkce f na (a, b)
podle osy x.
(ii) MnoZinu
T:={(x,y,2) e R® |y* +2° < (f(x))*, x € (a,b) }
nazveme rotacnim télesem vymezenym plochou P definovanou
vyse.

Pozorovani.
Tato definice pracuje s rotaci grafu podle osy x. Roli proménnych x,y, z lze
libovolné zaménit, a uvazovat tak rotaci podle jinych os. 562/603



Objem rotacniho télesa

Definice 8.33 (objem rotacniho télesa)

Necht funkce fje kladna a spojita na intervalu (a, b) C R. Potom objem
rotacniho télesa daného predpisem

T:={(xy,2) e R’ |y’ + 2 < (f(x))*, x € (a,b)} .
definujeme jako hodnotu

b
V(T) = /a 7 (f(x))? dx.

Objem rotacniho télesa jsme pro jednoduchost takto definovali. Existuje
obecnéjsi definice objemu, jejimzZ specialnim pfipadem je toto. Vice v MA2,
pripadné ve skriptech [T].
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Objem rotacniho télesa

Priklad.
Urceme objem rotacniho kuZele o vySce h a poloméru podstavy r.
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Povrch plasté rotacniho télesa

Definice 8.34 (povrch rotacni plochy)

Necht funkce f je kladna a spojité diferencovatelna na intervalu
(a,b) C R. Uvazujme rotacni plochu a téleso dané predpisy

P={(xy,2) eR’|y*+ 2 = (f(x))*>, x € (a,b) },
T:={(x,y,2) e R*| y* + 2> < (f(x))?, x € (a,b) } .

Potom povrch plochy P neboli povrch plasté télesa T definujeme jako
hodnotu

b
A(P) = /a 27 fX) /1 + (F/(x))2 dx.

Opét existuje obecnéjsi definice pomoci tzv. plosného integralu, viz MA2.
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Objem rotacniho télesa

Priklad.
Urceme povrch plasté rotacniho kuzele o vySce h a poloméru podstavy r.
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Objem rotacniho télesa

Priklad.
Urceme povrch plasté rotacniho kuzele o vySce h a poloméru podstavy r.

Priklad.
UrCeme povrch plasté a objem télesa v R? daného predpisem

. 1
T:= {(x,y,z) ER?|x€e[l,00), y*+22 = XQ}'
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Urcity integral v MA2

Takovéto priklady s rotacnimi télesy budete umét resit elegantnéji v MA2
pomoci tzv. polarnich souradnic.

V MA2 se budete mimo jiné Siteji zabyvat vicerozmérnymi integraly.
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Integralni prumér

Definice 8.35 (integralni pramér)

Necht funkce f je riemannovsky integrovatelna na omezeném inter-
valu (a,b) c R. Pak jejim integralnim primérem na intervalu (a, b)
rozumime hodnotu

]ébf(x) dx = bia /abf(x) dx.

Tomuto Cislu se také fika stfedni hodnota funkce f na intervalu (a, b). Pojem
stfedni hodnoty jsme ale uz pouzivali i v jiném smyslu.
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Integralni prumér

Priklad.
Urceme efektivni hodnotu napéti stfidavého proudu s amplitudou Uj.
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Ciselné fady

Definice a zakladni vlastnosti



Ciselna fada

Definice 9.1 (€astecny soucet a Ciselna Fada)

Necht (a,)nen je realna posloupnost. Pro kazdé k € N nazveme cislo
k
Ski= Gn=01+ 0+ +0
n=1

k-tym Casteénym souctem ¢lenu posloupnosti (a,),cn. Posloupnost
(Sk)ren Pak nazveme ciselnou fadou se cleny a, a znacime symbolem
> pe; Gn. Existuje-li

lim sp, (39)

R— o0

pak jeji hodnotu nazveme souctem fady 5.~ | a, a také znacime sym-
bolem .2 | a,.

Rekneme, Ze fada >.°° a, konverguje, pokud existuje vlastni li-
mita (39). V opacném pfipadé fekneme, Ze fada diverguje.
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Ciselna fada

Pozor!
Tato bézné pouZivana forma zapisu je bohuZel nejednoznacna. Symbol
Yo, an totiZ znaci jak limitu

k
lim Z an, (40)
=i,

R— 00
n

tak samotnou posloupnost

I3
(Se)ren = (z ) |
n=1

keN

jejiz limitou hodnota (40) je (pokud tato limita existuje).

Uvazovany smysl je tedy nutné poznat z kontextu.
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Zname ciselne rady

Geometricka fada ma tvar

kde g € R je dany parametr (kvocient).
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Zname ciselne rady

Geometricka fada ma tvar
>.a",
n=1

kde g € R je dany parametr (kvocient).

Plati toto:
~ =% a1
>.4"§ =00, g € [1,00);

n=1

diverguje, g € (—oo,—1].

572/603



Zname ciselne rady

Harmonicka fada ma tvar

3M—l

oo
n=1

Ukazeme, Ze plati:
i
n
n=1

Postup, ktery jsme pouzili, je tzv. Cauchyho kondenzacni kritérium.
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Zkoumani konvergence rfady

Otazky.

e Jak poznat, jestli dana ciselna rfada konverguje?

e Lze i pfimo najit jeji soucet?

V MA1 se budeme zabyvat prvni otazkou. Druha se FeSi v navazujicich pred-
métech (MA2, KAT).
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Nutna podminka konvergence

Véta 9.2 (nutna podminka konvergence ¢iselné Fady)

Necht (a,)nen je realna posloupnost a necht rada
>a
n=1

konverguje. Pak plati
lim a, = 0.

n—oo

Toto je pouze nutna podminka, jak je vidét na prikladu harmonické rady.

Pokud ale ovéfime, Ze dana rada tuto podminku nespliuje, dokazali jsme,
Ze tato fada nekonverguje.
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Aritmetika rad

Véta 9.3 (aritmetika konvergentnich Fad)

Necht (an)nen, (bn)nen jsou realné posloupnosti a necht ¢ € R\ {0}.
Potom plati nasledujici tvrzeni.

(i) Rada Y"7° , ca, konverguje pravé tehdy, kdyz konverguje fada
>ne1 On.

(i) Pokud konverguji obé fady > | a,, > .-, bs, potom Ronverguje
i fada y,° ,(a, + bn) a navic plati

oo

Z (an + bn) :Z +an.
n=1 n=1

Implikaci v (ii) nelze obratit!
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Aritmetika rad

Priklad.
Konverguji rady

kde b € R?

Lze dokonce najit jejich soucet?
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Integralni kritérium

Véta 9.4 (integralni kritérium)

Nechtf: [1,00) — (0,0) je Rladna nerostouci funkce. Pro kazdé n € N
polozme

an = f(n).

Potom rada .
> a,
n=1
konverguje prave tehdy, kdyz plati
/ f(X)dx < oo
1

ve smyslu zobecnéného Riemannova integralu.
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Kondenzacni kritérium

Véta 9.5 (Cauchyho kondenzaéni kritérium)

Necht (an)nen je nezaporna nerostouci posloupnost. Potom rada
>
n=1

konverguje prave tehdy, kdyz konverguje rada

Z 2"asn. (41)
n=1

~oy 2

e Ve (41) sCitame vzdy 2"-krat ¢len na pozici 2" v posloupnosti (ap)nen.
e Bez predpokladu, Ze (an)nen je Nnezaporna a nerostouci, toto nefunguje.
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Konvergence dalSich dileZitych Fad

Z kondenzacniho kritéria (V 9.5) nebo z integralniho kritéria konvergence
rad (V 9.4) a Véty 8.27 vyplyva toto dllezité pozorovani.

Véta 9.6 (konvergence fad s mocninou ve jmenovateli)

Necht p € R. Potom rada

1
np

NE

1

=
Il

konverguje pravé tehdy, kdyz p > 1.
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Absolutni konvergence

Definice 9.7 (absolutni konvergence)

Necht a, je realna posloupnost.

(i) Rekneme, Ze fada 377 | a, konverguje absolutné, pokud konver-
guje fada >",7, |ax|.

(ii) Rekneme, Ze fada >_7° | a, konverguje neabsolutné&, pokud kon-
verguje, ale nekonverguje absolutné.
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Absolutni konvergence

Priklad.
Lze ukazat, Ze rfada

konverguje neabsolutné.
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Absolutni konvergence

Véta 9.8 (vztah absolutni a obycejné konvergence)

Necht a, je realna posloupnost. Pokud fada Y.~ | a, Ronverguje ab-
solutné, pak konverguje.
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Ciselné fady

Kritéria absolutni konvergence



Rady s nezapornymi ¢leny

V nasledujici casti budeme zkoumat absolutni konvergenci, tedy konver-

genci rady
Z |Gnl.
n=1
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Rady s nezapornymi ¢leny

V nasledujici casti budeme zkoumat absolutni konvergenci, tedy konver-
genci rady

>_laal.

n=1

Takova fada ma nezaporné cleny, tudiz nastava pravé jedna z moznosti:

(i) Rada konverguje, tj.

oo

Z |an| < .

n=1

(i) Rada diverguje k +oc, tj.
Z |an| = .
n=1

Aby nastala moznost (i), museji byt €leny |a,| v néjakém smyslu ,dost malé*,
neboli ,rychle konvergovat k nule“. PopiSeme presné, co k tomu staci.
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Srovnavaci kritérium

Véta 9.9 (srovnavaci kritérium)

Necht ¢ € (0,00) a necht (ap)nen, (bn)nen jsou realné posloupnosti spl-
Aujici
|an| < c|bp|.

pro vsechna n € N aZ na konecné mnoho. Pak plati tyto implikace:

(i) Y bal <00 = > lan| < oo.
n=1 n=1

(i) > lan| =00 = Y |bs| = oo.
n=1 n=1

e Vyrok ,|an| < |by| pro vSechna n € N az na kone¢né mnoho" znamena:
dno e NVneN,n > ng: |as| < |bpl.
e Konstanta c € (0, c0) je univerzalni pro vSechnan € N!
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Limitni srovnavaci kritérium

Necht (an)nen, (bn)nen jSou realné posloupnosti. Necht existuje limita
. |an|

Pak plati nasledujici tvrzeni.

(i) NechtL € (0,00). Pak plati: >0 | |an| < 00 & Y07, |bn| < 0.
(i) NechtL = 0. Pak plati: >".° | |bp| < co = >"12, |an| < oco.
(i) Necht L = oc. Pak plati: "0, || < 0o = >0, |bs| < .

Pozorovani.
Hodnota L nemuzZe byt zaporna, protoze viechny podily

[Gn

b jsou kladne.
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Limitni srovnavaci kritérium

Limitni srovnavaci kritérium funguje vsude tam, kde funguje zakladni srov-
navaci kritérium. Obdobna situace nastava pro limitni verze dalSich kritérii,
[ze tedy obvykle rovnou pouZzit je.

Priklad.
VysSetfeme absolutni konvergenci fad
o0 ) o0 o0
n“—n+14 n+4 . 1
St Yl Ysin()
n=1 n®+2n—1 n=1 3n° —2 n=1 n?
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Kritéria souvisejici s geometrickou fadou

Pozorovani.
O konvergenci geometrické Fady jsme schopni snadno rozhodnout. Do-
konce zname pfimo i jeji soucet (u jinych fad v MA1 jej ani znat nebudeme).

Uvedeme nyni dalSi kritéria absolutni konvergence rad, ktera vyplyvaji ze
srovnani s geometrickou radou.
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Podiloveé kritérium

Véta 9.11 (d’Alembertovo podilové kritérium)

Necht (a,)nen je realna nenulova posloupnost. Pak plati tato tvrzeni.

(i) Existuje-li g € (0,1) takove, Ze pro vSechna n € N aZ na konecné
mnoho plati

potom fada >_.° , |an| konverguje.
(ii) Pokud pro vsechna n € N aZ na konecné mnoho plati
|Qn41| > 1,
|an|
potom fada >_ %, a, diverguje.

Pfitomnost konstanty g € (0, 1) v (i) je duileZita. Pokud pro vSechna n € N
az na konecné mnoho plati pouze
Q1] 1
|an|
fada 3.2 | a, mizZe divergovat. 589/603
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Limitni podilové kritérium

Véta 912 (limitni podilové kritérium)

Necht (an)nen je realna nenulova posloupnost. Pak plati tato tvrzeni.
(i) Pokud

q a
im 190l [0,1),
n— oo |an|

potom fada >_.° | |an| Ronverguje.

(ii) Pokud
lim 1941l
n—oo |an|

€ (1,00) U {0},

potom fada >_ <, a, diverguje.

Pozor! Pokud je
lim [9nsa] _ 1

n—oo |an|

nebo limita neexistuje, nerika toto kriterium nic. 590/603



Limitni podilové kritérium

Priklad.
VySetfeme absolutni konvergenci fad (a € R):

> >, n! . n®+n!

:‘Q
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Srovnavaci limity posloupnosti

Pomoci limitniho podilového kritéria a nutné podminky konvergence do-
stavame tento disledek:

Dusledek 9:13 (srovnavaci limity zakladnich posloupnosti)

Necht c € R. Potom plati:

.o . n!
lim — =0, lim — =0.
n—oo n! n—oo NN
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Odmocninoveé kritérium

Véta 914 (Cauchyho odmocninoveé kritérium)

Necht (an)nen je realna posloupnost. Pak plati tato tvrzeni.
(i) Existuje-li g € (0,1) takové, Ze pro vsechna n € N aZ na konecné

mnoho plati
n\/ ‘an‘ S qa
potom fada >_.° | |an| Ronverguje.
(ii) Pokud pro vsechna n € N aZ na konecné mnoho plati

vlan| > 1,

potom fada >".° | a, diverguje.

Pfitomnost konstanty g € (0, 1) v (i) je diileZita. Pokud pro vSechna n € N
az na konecné mnoho plati pouze

Vv0an| < 1,

fada Y".2 | |a,| miiZe divergovat. 593/603



Limitni odmocninove kritérium

Véta 915 (limitni odmocninové kritérium)

Necht (a,)nen je realna posloupnost. Pak plati tato tvrzeni.
(i) Pokud
lim /| € [0,1),
potom fada >_° | |an| Ronverguje.
(ii) Pokud
lim /]a] € (1, 00) U {oo},

potom fada >".° | a, diverguje.

Pozor! Pokud je
Jim, /o] =1
nebo limita neexistuje, nefika toto kritérium nic.
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Limitni odmocninove kritérium

Priklad.
VySetreme absolutni konvergenci fady

§<n;1)
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Pferovnani rad

Definice 9.16 (pFerovnani Fady)

Necht (ap)nen je realna posloupnost. Necht 7: N — N je bijekce. Pak

Ciselnou radu
o0
> xm
n=1

nazveme prerovnanim rfady >~ a,.

Otazka: Zméni prerovnani rady jeji konvergenci nebo soucet?
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Prerovnani absolutné konvergentnich rad

Véta 9.17 (pFerovnani absolutné konvergentni fady)

Necht (an)nen je realna posloupnost a necht fada "~ | a, konverguje
absolutné. Potom pro kazdou bijekci w: N — N absolutné konverguje
také pferovnana fada Y~ | a.(n) a plati

o0 o0

Z Clw(n) = Z an.
n=1

n=1

DUkaz této véty lze najit ve skriptech [4H].
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27. prednaska pokracuje slajdem 541.
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Ciselné fady

Neabsolutni konvergence



Neabsolutni konvergence

Pfipomenuti:

Rada 37, a, konverguje neabsolutnég, pokud

Zan konverguje, ale Z |ag| = oc.

n=1 n=1

Uvedeme alespon jedno kritérium, jak ovérit konvergenci tzv. alternujici
fady (Cleny méni pravidelné znaménko), ktera mize byt neabsolutni.
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Leibnizovo kritérium

Véta 918 (Leibnizovo kritérium)

Necht (an)nen je monotonni realna posloupnost spliujici

lim a, = 0. (42)
n—o0
Potom rada .
(=1)"an
n=1

konverguje.

Ani jednu z podminek monotonie (ap)nen a (42) nelze vynechat!
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Leibnizovo kritérium

Priklad.
Rozhodnéme o absolutni/neabsolutni konvergenci rfad

i (;1_{’1, isin (n%) [n (n:l)

n=1 n=1
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Prerovnani neabsolutné konvergentnich fad

Véta 919 (Riemannova o prerovnani neabsolutné konvergentni fady)

Necht (a,)nen je realna posloupnost a fada >" -, a, konverguje neab-
solutné. Potom pro kazdé L < R existuje bijekce m: N — N takova, Ze

plati
Z Gﬂ(n) = L.
n=1

DUkaz této véty lze najit ve skriptech [4H].
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