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Uvodem

Tento text ma slouzit jako prehled stifedoskolskych znalosti a dovednosti, které jsou nezbytné pri
studiu matematiky na vysoké skole technického sméru. Je koncipovan jako pracovni materidl, jakasi
osnova, ke které bude podan komentdr béhem kurzu. Tento text nemd za cil byt samostatnym
materidlem a jako takovy je nevhodny, nebot velmi ¢asto opomiji podminky existence. K takovym
uceltim slouzi klasické skriptum nebo ucebnice, kterd svym rozsahem umoziuje upozornit na veskera

uskali.

Vytykani

z(2x+1)+ Bz +2)(2x+1) = (2x + 1)(z + 32 +2) = 2z + 1)(4z + 2) = 2(2z + 1)?

Operace se zlomky a mocninami

T+ T z zZ 0z
Y247 ale 2242
z zZ 0z r+y x Yy

Kraceni zlomku
622 + Tz B 6x +7 —2x+z
3z 3 3

Nékdy je vyhodné vytknout z ¢itatele i jmenovatele nejvyssi mocninu dané proménné a nasledné cely

zlomek pokratit(napf. pii pocitani limit).

62° + 222 —~Tx+5 PO6+i-F+5%) 6+2-L+5
33 +6x—5 BB+ 5 -5 3+5 -5
Mocnéni ma také sva pravidla
a* = a*-a¥
@ = (@) = (@)
—x _ 1 _ (1\%
o = ==(3)

Ukazme si to na néjakych prikladech
20 =212 =-24.22 = 16.-4=64=2°

20 — 932 — (2%)” = 8 = 64 = 2°

Zakladni vzorce pro praci s mnohodcleny

(A-—B)(A+B) = A%?— B2
A2 - B? = (A-B)(A+ B)
(A+B)2 = A2+ 2AB+ B2

A2+ 2AB+ B> = (A+ B)?
A? - B® = (A—B)(A?+ AB + B?)
A*+ B> = (A4 B)(A? - AB + B?)
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Nékteré vzorce jsou uvedeny zamérné dvakrat. Je nanejvys vhodné vidét v soucinu zavorek rozklad
na mnohoclen a naopak v mnohoclenu rozklad na tzv. kofenové c¢initele, neboli soucin ,néjakych*

zavorek.

Doplnéni na ¢tverec

B C B B B C
Az® + B AR 2 Dy m A2l (2o (22 Y =
z°+ Bz + C (z +Aa:+A) (x+ 2Ax—|—(2A) (QA) +A)
B\’ B?
:A(“ﬂ) tO- 1

Diky této tpravé umime snadno odvodit vzorec pro kofeny kvadratického polynomu

Az?+Bx+C = 0
A+ Z)YP+0-2 = 0

A+ B) = %o

B\?2 _ B2 _C
("’3 + ﬂ) = 1z " A
B B2—_4AC
Ti2+ 571 = TAZ
_ B | VB’-4AC
T2 = ~34 24

_ —B+VB®-1AC
T2 = 24

Odstranéni odmocniny v citateli nebo jmenovateli zlomku

1 V2

V22

\/x2—3x+6—\/x2+3x—6_ V2 —3r4+6—vV22+3x—6 Va2—3x+6+V2x2+3x—6

T —2 T —2 Va2 —3z+6+ Va2 + 3z —6
*)
2?=3r+6-2"-3x4+6  —6r+12 = —6(z—2)
(z—=2)- (&) C(@=2) (%) (2-2)- (%)
—6

Va2 —3x+6++vVa2+3x—6
Je na misté otazka, kde tuto ipravu pouZijeme a jestli ndm to néjak pomohlo. Odpovéd je kladné

- pomohlo. Naptiklad pii hledani asymptoty funkce, kde budeme pocitat limitu této funkce v +oo0.

0—0

Prostym ,dosazenim* do ptivodniho tvaru dostavame

—6
co+o0’?

coz nelze vyhodnotit, ovsem po tpravé a

symbolickém dosazeni dostavame

coz se limitné blizi nule zdola, a o grafu funkce ndm mnohé

napovi.



Linearni funkce

y=kxr+q q ...absolutn len — prsek s osou y
kx ...linern len — k uruje smrnici, rychlost rstu
Defini¢ni obor linearni funkce jsou vSechna realna ¢isla a obor hodnot také, zapisujeme to symbolicky
f:R—R.
y=1-x m=x+2, yo=x+1 Y1 = 3T, Yo = 21

Ys=2x, yg = —3 Ys = —3T, Yy = —x

Jak nalézt linedrni funkci, jsou-li ddny 2 body A = [ai,as], B = [b1,bs], a1 # by, kterymi
prochéazi graf této funkce. Velmi jednoduse. Hledame funkci ve tvaru y = kx + ¢ a pokud do tohoto

obecného tvaru dosadime konkrétni body, ziskdme soustavu 2 rovnic o 2 neznamych.

Ay = al-k—l—q
by = bi-k+gq

Zamérné neuvadime explicitni vyjadreni pro k£ a ¢, které lze snadno ziskat, protoze memorovani
pouhych vzoreckli na ,,cokoliv® nas odvadi od skutecné podstaty matematiky, tj. trénovat sviij mozek
premyslenim. Navic vyfesit tuto soustavu pro konkrétni hodnoty je mnohem snazsi, nez dosadit dana
¢isla do vzorce, ktery si s nejvétsi pravdépodobnosti stejné nezapamatujeme(uvédomte si, ze hodnoty

ai, as, by a by jsou konkrétni redlnd ¢isla).



Priklad
Jsou dany body linearni funkce A = [2,5] a B =

[3,7]. Najdéte explicitni vyjadieni této funkce (jeji

vzoreCek). Nejprve si ji nakreslete a z grafu od-

vodte hodnoty k a ¢. Potom je potvrdte vypoctem.

Kvadraticka funkce

Kvadratickou funkei nazyvadme polynom druhého stupné!
y = p(x) = ax® + br + c.

Definiénim oborem jsou vSechna redlna ¢isla, oborem hodnot interval (—oo;c) nebo (c;+00), za-
lezi na znaménku u vedouciho ¢lenu. Zjistujeme kofeny, neboli feSeni rovnice p(x) = 0. Ty jsou

— /b2 _ , . ;s . . . v .
W. Vyraz pod odmocninou nazyvame diskriminant a oznacujeme D = b? — 4ac. Poly-

Q12 =
nom lze poté zapsat ve tvaru sou¢inu p(z) = a(x — a1)(z — as). Pojdme si ukézat, jak ndm jednotlivé
koeficienty ovliviiuji chovani funkce.

D < 0... Polynom nema zadné koteny.

D =0... Polynom ma jeden, tzv. dvojnasobny, koten.

D > 0... Polynom m4 2 rtizné koreny.

a>0... ,Do grafu prsi“, neboli je otevieny nahoru, pfipomina pismeno V a funkce je konVexni.

a < 0...,Graf je jako stfecha®, neboli je otevieny dolu, pfipomina pismeno A a funkce je konkAvni.
c...Stejné jako u jakékoli jiné funkce ,hybe® grafem nahoru a dolu, nazyva se absolutni ¢len a urcuje
prisecik s osou .

Inverzni funkci ke kvadratické funkci je funkce druhd odmocnina, ovsem musime si dat pozor na

defini¢ni obor.

Uz linedrni funkce byla polynomem, konkrétné prvého stupné. Polynom nultého stupné je nenulové konstantni

funkce, polynom stupné -1 je nulova funkce.



y = x° y =222 - 122+ 10 = y=—22-1
=2(x —1)(x —5)

Mocninné funkce

Mocninou funkei mame na mysli funkci ve tvaru

y=a".

Definiéni obor mocninné funkce nemusi byt vzdy vSechna redlné ¢isla, velmi zalezi na charakteru
exponentu.
y = a", n €N, tedy piirozend mocnina. Defini¢ni y1 = 2%, Yo = 23

obor jsou vSechna realna ¢isla a s touto funkei neni

jakykoliv problém. Dokonce pokud je n liché, je

funkce prostd a tedy existuje k ni funkce inverzni.

Yy = :U%, p € Z — {0}, q € N, tedy racionalni mocnina. Lze také psat y = x4 = /7P, Definién{ obor
zavisi na parité p a g. Pokud je p sudé, pak nezalezi na q a defini¢ni obor jsou vSechna realnd ¢isla,
stejné tak pokud je p liché a ¢ také liché. Zbyva moznost, kdy je p liché a ¢ sudé. V tomto pripadé

je defini¢nim oborem interval (0;co).



y =2z¢ c € R, tedy redlnd mocnina. V tomto pripadé neni nutné provadét hlubsi analyzu a staci se

omezit na kladna realné ¢isla, tedy interval (0;oc0).

Lomené a racionalni funkce
Nutno hned tvodem podotknout, Ze definicni obor a obor hodnot racionalni funkce nemusi byt

vSechna redlnd cisla. Graf raciondlni funkce mtze mit riizné podoby. Grafem lomené funkce je hy-

perbola.
Car+b  Hex+d)+b-4  p—u Lo K L0
Y= wrd cx+d e+l e a+?d T
_ 1 _ 2047 _ 1 _ K
y=-3 Y= s T2 y= gt

Obecné u racionalni funkce ve tvaru ,,ﬁggﬁzx“ nejprve vysetiime body ,singularity* tj. kdy je jme-
novatel roven nule a ¢itatel nikoliv. Pti tom vyuzijeme hledéni kofent polynomu a déleni polynomu

polynomem. Hlubsi analyza je nad ramec tohoto textu.

Exponencialni a logaritmické funkce
Exponencialni funkce je tvaru

y=f(x)=a" a>0.
Definiénim oborem jsou vSechna redlné ¢isla, oborem hodnot kladné redlnd ¢isla, tzn. f: R — RT.
Secidlnim pripadem a jednou z nejdilezitéjsich funkei v matematické analyze viibec je funkce e”, tzn.
pfirozend exponencidla?. Jejim zakladem je Eulerovo ¢islo e = 2,72. Neni nutné si toto ¢slo presné

pamatovat (stejné tak jako ).

?Hodné piiklad se fesi pravé pievedenim na ,néjaky“ tvar exponencidlni funkce, se kterym pak uz umime pracovat
dal. Pokud bychom $li jesté hloubéji, tak pomoci exponencidlni funkce mizeme definovat napt. goniometrické funkce.
Vyuzivame ji také pfi feSeni diferencidlnich rovnic a v mnoha dalgich praktickych aplikacich, ale to uz je latka vysoké

skoly.



Pro priblizny vypocet staci, ze je to skoro 3 a y=e

presnéjsi vypocty provadime pomoci néjakého pro-

gramu na pocitaci, ktery ma Eulerovo ¢islo nékde

ulozené v paméti v dostatecné presnosti. Exponen-

cidlni funkce e* je prostd a na celém svém defi-

niénim oboru rostouci a konvexni. Je zdola ome-

zend a prochdzi bodem [0; 1]. Dilezitou vlastnosti

je, Ze je derivaci sama sebe, tzn. (e*) = e*, coz

znamend, ze v kazdém bodé defini¢niho oboru je

rychlost ristu rovna funkéni hodnoteé.

Funkce logaritmus

y=f(z)=log, z, a>0

je inverzni k exponencialni funkci a®. Defini¢ni obor jsou kladné realna cisla a obor hodnot vSechna
redlna ¢isla, tzn. f: Rt — R.
Specidlnim piikladem je funkce pfirozeny logarit- y=1In z

mus In z, kde zakladem je Eulerovo ¢islo. Piiro-

zeny logaritmus je funkce prosta, rostouci a kon-

kdvni na celém defini¢nim oboru a graf prochazi

bodem [1;0]. Zminfme i derivaci (In z) = 2. Bude

to velmi potieba zejména pii integrovani.

V nésledujicich piikladech si udélejte predstavu o pribéhu logaritmickych a exponencialnich funkei

pfi rznych zakladech.



Cyp=¢€" Yy, =log, o, yo =In z
; ys = logyg x, ys = log(%) T
%)Za Yo = (1_10):1: Ys = 109;(5) x, Yo = log(i) x
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y1=¢€ yp=Inz Y1 =

Pro pocitani s logaritmy bychom si méli pamatovat nékolik zakladnich vzorcii

log,z-y = log,z +log,y
log,, § = log,x —log,y
log,z¥ = y-log,x
Y — eylnz

ale pozor, nejsou zadné vzorce pro

log,(x ty) = 777
(log, z) - (log,y) = 777.

Goniometrické a cyklometrické funkce
Goniometrické funkce jsou

sinz, cosx, tgx, cotgx.

Funkce sinus a cosinus jsou zobrazeni z mnoziny redlnych ¢isel do intervalu < —1; 1 >

sin : R—<—-1;1>
cos : R—o<—1;1>.



Jsou to funkce spojité, omezené a periodické s periodou 27. Nejsou monoténni ani prosté.
Yy =sinx Y = COST Y1 = sinx, yo = sin 2z

ys = 2sinz, y, = sin(x + 2)

Ys =2 +sinw

Funkce tangens a cotangens jsou zobrazeni z mnoziny redlnych ¢isel vyjma bodii nespojitosti do
mnoziny realnych cisel.
tg : R\{kr+35; ke€Z} =R
cotg : R\{km ke€Z} —-R
Jsou to funkce nespojité, neo- y=tgx y = cotgx

mezené, periodické s periodou

T a nejsou prosté.

Opét plati nékolik vztahd mezi goniometrickymi funkcemi, které je dobré si pamatovat.

tgx Sin r#5+km, kel

cosx’

cotgxr = (s:?r?;:tg%’ x#kr, kel
sinz +cos’z = 1
1 = sin?z+cos’z
sin2x = 2sinxcosx
cos2x = cos’x —sinz



A nékolik vztaht, o kterych je dobré védét, ze existuji a pokud budou potieba, 1ze je dohledat.

= sinzcosy + coszsiny

sin x cosy — cos T sin y
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tg (—x —tgx cos(x + vy Ccos T cosy — sinx siny
cotg (—x) = —cotgzx cos(z — vy €OS T COs Y + sin x siny
tg2r = g% Bt -y) = o
‘Sin §| = I o sinz +siny = 2sin 2 cos LY
lcosZ| = Lhcoss sinz —siny = 2sin ¥ cos LY
tgZ| = e cosz 4 cosy = 2cos ¥ cos Y
r# 2k+1)m ke’ cosz —cosy = —2sin =¥ sin LY
Cyklometrické funkce jsou inverzni k funkcim goniometrickym.
arcsinz @ < -1 1>=<—-3; 2> arctgr : R—=><—3; 5>
arccosr : < —1;1>—=<0;7m> arccotgr @ R —<0; 71>

S témito funkcemi se setkate pii derivovani a integrovani napf. raciondlnich funkci, proto je zde
zminujeme.

| = arcsinz, Yo = arccosx 1 = arctgx, Yy, = arccotgx
) Y

Nakonec uvedeme tabulku hodnot goniometrickych funkei ve ,,vyznamnych“ bodech.

v radinech || 0 % z % % -
ve stupch || 0 | 30° | 45° | 60° | 90° | 180°
sinz || 0 % \/75 \/T?? 1 0
cosz | 1 ‘/75 \/75 1o -1
tgz | 0| 2| 1 [V3] x
cotgz || x | V3| 1 \/Tg 0 %
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Ostatni funkce

Funkcemi tzv. nezafaditelnymi do néjaké skatulky a piesto pouzivanymi jsou funkce absolutni hod-
nota a signum, neboli znaménko. Absolutni hodnota pfitadi zdpornému redlnému ¢islu jeho (—1)-
nasobek, zbylé hodnoty ponechd. Funkce signum pfiradi zdpornym ¢islim hodnotu (—1) kladnym

¢islim (+1) a nule ptitadi nulu.

—z, <0 -1, <0
y:|x|:< y:sgn$:< 0, =0

xz, >0 1, >0

Substituce a skladani funkci

Diilezitou dovednosti, kterou by méli sttedoskolaci ovladat je substituce. Zjednodusené lze tici, Ze
L,vyménime®“ obrazek za obrazek. Samoziejmé to tak jednoduché neni, musime si davat pozor, zda
substitujeme spravné typy objektli. Substituce neni nic, co by samo o sobé vytesilo priklad, je to
pouze nastroj, kterym si dopomuzeme ke zjednoduseni nebo prevedeni na piiklad, ktery uz umime

fesit. Na konci vypoctu nesmime zapomenout provést substituci zpatky, aby vysledek daval smysl.

vvvvvv

v N

zékladni, elementarni funkce. Kdybychom chtéli jit tzv. ,na dfen“ tak funkce h(x) = 2z je slozena
z bindrni funkce souc¢inu s(x,y) = x - y a dvou unarnich elementarnich funkci f(z) = 2 a g(x) = =.
Symbolicky bychom to zapsali h(z) = s(f(z),g(x)). Pro¢ je tak dilezité umét rozlozit funkci se
ukaze u derivovani, kde si samoziejmé nelze pamatovat vzorecek pro derivaci jakékoliv funkce, ale
pamatujeme si pouze derivace zakladnich funkci a principy pro derivovani funkci z nich slozenych.

Miuzeme uvést priklad skladani funkeci.

g(r) =22 h(x) = g(f(x)) = sina
fla) =sinz ho(a) = f(g(x)) = sin(a?)
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Zkuste si vyhodnotit funkce v bodé x = .

hl (l’)
hg(l’)

h(m) = g(f(m)) = sin’ 7 = 0> = 0
f(g(m)) = sin(7?) = sin(9,87) = 0,17 # 0

Abychom si udélali rychlou predstavu o tom, jak se funkce chova, je uzite¢né znat, jak zakladni

modifikace pri¢teni nebo vynasobeni ¢islem danou funkeci zméni.

f(x) pvodn funkce
A- f(z) zvt A— krt amplitudu funkce
B

(
f(z + C) posune graf funkce o C' — vlevo

-x) zvt B —krt frekvenci funkce

f(z)+ D posune graf funkce o D — nahoru

Nézorné si to mtizeme ukadzat na goniometrickych funkcich
Yy =sinz; yp = 2sinx y1 = sinz; yo = sin(x + 2) y = 2sin(§ —m) +1

Y3 = sin 2x Y3 = sinx + 2

Soustavy rovnic a nerovnic

K dalsim dovednostem patii umét vytesit néjakou rovnici nebo nerovnici resp. jejich soustavy. Uplatni
se vSe, co bylo napsano vyse, tj. vlastnosti funkci, jejich nulové body, substituce atd... Také dost
¢asto muze pomoci grafické znazornéni. S nerovnostmi, resp. jejich soustavami se setkame pti hledani
defini¢niho oboru komplikovanéjsich funkci.

Ptiklad Reste pocetné i graficky
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ot

2r —y —x+2y > 2

sin(%7) = x
r+y =1 r+y < 6

Piiklad Najdéte defini¢ni obor funkce f(x) = In(x — +/bx — 6). Potfebujeme hlidat podminku pro
odmocninu 5z — 6 > 0 a pro logaritmus  — /5z — 6 > 0. Vysledek je x €< &; 2) U (3; 00).

Mnoziny

Mozna nadpis vyvola trochu nostalgie nebo ismév nad néc¢im tak jednoduchym, co se probira uz na
1. stupni ZS. Avsak je skute¢né potieba pro dalsi studium umét popsat néjakou mnozinu jazykem
matematiky. M = {z € P; = mé né&jakou vlastnost}. Vidy musime uvést jaky typ objekti mnozina

popisuje a jakou maji vlastnost. Uvedme nékolik prikladi:
M = {z€Z; 3ke€Z, v =3k}

M {r € R; sinx =1}
M = {(z,y) eR* x+y>2, z—y<1, x>0, y<4i}.

Mnoziny mtizeme sjednocovat (X UY'), pronikat (X NY’) a dokonce i odéitat (X \Y).

Logikické spojky a vyroky

U logickych formuli je nejdilezitéj$i jim skute¢né rozumét, nikoliv pouze umét je vyhodnotit. To
ostatné neni nic tézkého. Vyplnit tabulku nul a jedni¢ek postupné krok za krokem je jen mechanicka
¢innost. V praxi se nepotkdme primo s logickymi formulemi, ale s néjakym slovnim vyjadfenim
jistych vztahti a jejich porozuméni a prevedeni na logickou formuli je ta dilezita dovednost. Zejména
porozuméni pojmu implikace a rozdil mezi implikaci a ekvivalenci jsou dilezité znalosti. V tomto
odstavci jesté zminime kvantifikitory (Vx € M, 3z € M). Znacky, které tikaji zda se uvedend
vlastnost tyka vSech prvki dané mnoziny (V) nebo zda existuje alespon jeden prvek s danou vlastnosti

(3) z této mnoziny.
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Priklady

Zkratte nasledujici zlomky

72abx a* —ab y+1 .732—16 P> —2pq+q* 4a® — 1

a) 0

200, d
Sdaby’ )czl)—192’c)n+71y7 )xs—s p? — ¢?

42 —da+1
)922—12z+4 ) 16 — 8a + a? ) a® + 2ab + b — 2 ) p? —4

. i . .

: 3z —2 ab—4b V@1 2actE_p2? pq+2q—p—2
ab+2b—ac—2c axy—y—2*+a 3uv + 9v — 2u — 6 a’ +2a —15
k) ;1) ; m) ; 1) ;
ab — 2b — ac + 2¢ xy+y—at—x 3uv — 2u — 9v 4+ 6 3a + 15

r2 —4 x? —4x +4 a’> —a— 20 322+ — 10 a®—1

O) 2 1p) 2 7q) 2 _ ,I') 2 _ 7S) 2 1"

7> +5r+6 2 —5r+6 a*~+a— 30 4o+ —14 a?—1

Reste kvadratickou rovnici doplnénim na &tverec
a) 22 —6x—7=0; b) 2 +22=3; c) 2°+ 127 = 64.

Pievedte na mocniny s racionalnim exponentem

Reste logaritmické rovnice (symbol log znamend dekadicky logaritmus)

vV ab

a) )

a) log(4x + 6) —log(2z — 1) =1; b) log(z + 3) — log5 = log(x — 3) — log 2;
c) log(z + 1) +log(x — 1) —logx = log(z + 2); d) log(z* — 1) — log(x + 1) = 2;

10
log

3
e) logz — =2; f)1+loga® =
log

Reste rovnice

a) sin’r — 2sinzcosx — cos’x =0; b) 6sin’z + 3sinxcosz — 5cos’x = 2

1
c) m = 2tg E; d) cos2z + sin 2z = cosz + sin z.
sinx 2

Rozlozte na elementarni funkce

sin 2x

— . b)1-2(sinz)**; «¢)x-cos2z- v+ 3.
1+vhz ) (sinz) )

a)
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