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Úlohy na doma

H1 Vyšetřete bodovou, stejnoměrnou a lokálně stejnoměrnou konvergenci následuj́ıćıch posloupnost́ı
funkćı:

a) fn(x) = xn − x2n na [0, 1], b) fn(x) =

√

x2 +
1

n2
na R, c) fn(x) =

cosnx

n
na R.

Řešeńı

H1 a) Protože pro každé x ∈ [0, 1] je

lim
n→∞

xn − x2n
V OAL
= lim

n→∞

xn − lim
n→∞

x2n = 0− 0 = 0,

plat́ı fn → 0 na [0, 1]. Pro vyšetřeńı stejnoměrné konvergence použijeme charakterizaci pomoćı limity
suprem (viz Theorem 1 ze cvičeńı). Zkoumáme:

sup
x∈[0,1]

|fn(x)− f(x)| = sup
x∈[0,1]

|xn − x2n − 0|.

Vyšetř́ıme lokálńı extrémy funkce v argumentu. Derivujme:

0 = f ′

n(x) = nxn−1 − 2nx2n−1 ⇒ (x = 0) ∨ (x =
n

√

1

2
).

Tedy supremum se bude nabývat v jednom z uvedených bod̊u nebo na kraji intervalu [0, 1].

Sn := sup
x∈[0,1]

|xn − x2n| = max{|0− 0|, |
1

2
−

1

4
|, |1 − 1|} =

1

4

Vid́ıme, že limn→∞ Sn = 1
4 6= 0 a tedy fn nekonverguje stejnoměrně k nule na [0, 1]. Vyšetř́ıme lokálně

stejnoměrnou konvergenci. Protože limn→∞
n

√

1
2 = 1, existuje pro každé 1 > ε > 0 nějaké n0 ∈ N

takové, že plat́ı

1− ε <
n

√

1

2
< 1, n ∈ N, n ≥ n0.

Funkce fn, n ≥ n0 jsou na [0, 1− ε] monotónńı, a proto plat́ı

sn := sup
x∈[0,1−ε]

|xn − x2n| = max{(0− 0), (1 − ε)n − (1− ε)2n}

a z toho již limn→∞ sn = 0. Posloupnost funkćı fn tedy konverguje lokálně stejnoměrně k 0 na [0, 1).

H1 b) Nebot’ je pro libovolné x ∈ R ze spojitosti druhé odmocniny

lim
n→∞

fn(x) = lim
n→∞

√

x2 +
1

n2
=

√

lim
n→∞

(x2 +
1

n2
) = |x| =: f(x),

1



plat́ı fn → f na R. Pomoćı suprem vyšetř́ıme stejnoměrnou konvergenci. Funkce fn(x) =
√

x2 + 1
n2

jsou sudé. Stač́ı proto vyšetřit

lim
n→∞

sup
x∈[0,∞)

|

√

x2 +
1

n2
− x| = lim

n→∞

sup
x∈[0,∞)

|
x2 + 1

n2 − x2
√

x2 + 1
n2 + x

| = lim
n→∞

|
1/n2

√

0 + 1
n2 + 0

| = lim
n→∞

1

n
= 0.

Plat́ı tedy fn ⇉ f na [0,∞). Protože jsou funkce fn sudé, plat́ı fn ⇉ f na R.

H1 c) Zřejmě

0 ≤ |
cosnx

n
| ≤

1

n
, x ∈ R,

a tud́ıž i limn→∞
cosnx

n
= 0 pro libovolné x ∈ R. Nav́ıc

sn := sup
x∈R

|
cosnx

n
− 0| ≤

1

n

a tedy limn→∞ sn = 0, č́ımž dostáváme fn ⇉ 0 na R.
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