Reseni domaci ulohy z 10. cviceni
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Ijlohy na doma

H1 Ukazte, v kterych bodech jsou funkce komplexné diferencovatelné.

a) f(z) =" +42° =5, b) f(z) =z, o) f(x) ==

H2 Spocitejte rezidua v pdlech.

ResSeni

H1 a) Funkci bud'to z definice zderivujeme (coz nenf nijak t&ézké) anebo prohlasime, Ze funkce g(2) = z a
h(z) = 1 jsou holomorfni v C (zderivovat je pfimo trividlni), pficemz f=g-g-g+ (h+h+h+h)-g-g—
(h+h+h+ h+h). Funkce f vznikla jako koneény pocet secteni a ndsobeni holomorfnich funkci, proto f
je holomorfni v C.

b) V bodé zy = 0 funkce nemuze byt diferencovatelnd, nebof v ném neméd derivaci ani jeji zuZen{ na

R. Zvolme libovolné bod zp € C\ {0}. Vysetiujme limitu
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Oznacme zy = a+1ib, a,b € R a parametrizujme z; = zo + %, 29 = 29 +% pro n € N. Zifejmé z n — oo plyne
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Pokud ma byt funkce f diferencovatelna v bodé zg, musi platit a = —ib. AvSak a,b € R, tedy a = b = 0. To
je vsak spor s vybérem bodu zy. Funkce tedy neni komplexné diferencovatelnd nikde v C.
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c) Zvolme zy € C a stejné jako v b) parametrizujeme 21 = 29 + -,

implikuje 219 — 29. Potom
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Limity se nerovnaji pro libovolny bod zg € C, proto f neni diferencovatelnd nikde v C.



H2 a) Je

sin z 1 sin z
1) = P22 2(z—1) =
Funkce f je definovand vsude v C kromé bodi z = 0 a z = 1. Funkce
B OO (_1)nz2n
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sin z

je holomorfn{ rozsiteni funkce z — *2= na celé C (je to mocninnd fada s polomérem konvergence o).

Vidime (oveite si z definice), ze funkce z +—

) mé jednoduché pdly v bodech z = 0 a z = 1. Rezi-
dua v téchto pdlech tedy spocteme jako
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z Cehoz je patrné, ze polynomy v Citateli a jmenovateli jsou nesoudélné a také, ze funkce ma jednoduché
poly v bodech 21 = —1, 223 = %‘/3 Limitami snadno uréime rezidua:
(f,22) = lim f(2)(z— =) = ©
res(f,z1) = lim f(2)(z —21) = 3,
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Protoze sinm = 0, ale (sin)'(m) = cosm = —1, je zp = 7 jednoduchym nulovym bodem funkce sinus.

Odhadujeme tedy, ze funkce f ma pdl v zg = m nasobnosti 7. Ovérime. Zavedeme funkci

0 zZ =T.
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Vidime, ze funkce g a sinus se shoduji vsude na C, tedy g(z) = sinz, a tak g je holomorfni na okoli 7
(dokonce v celém C). Funkce f mé tedy v m pdl stupné nejvyse 7. Ziejmé pro kazdé k < 7, k € N funkce

hi(2) = oG = s S
0 zZ=T.
nejsou ani spojité v bodé 7 (pro k = 6 je lim,_,, hg(z) = —1 a pro k < 6 je dokonce lim, . hi(z) = o0);

nemohou byt proto holomorfni na jakémkoliv okoli 7. Dostavame, ze funkce f ma v bodé zyg = 7 pdl
nasobnosti (stupné) 7. Vypocéteme reziduum pomoci derivovani (viz pozndmka)
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Pozndmka Na prednésce/cviceni jsme si uvadéli v pravidlech pro vypoéet rezidui, ze pokud ma funkce f v
bodé zy pdl nasobnosti n € N, lze reziduum spocitat derivovanim

res(f, zo) = lim ;'[f(z)(z _ Zo)n](n—n7
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kde pokladidme ¢(©)(z) = g(z) pro kazdou funkei g. Cely tento postup lze odiivodnit rozvojem funkce f v
Laurentovu fadu na okoli zy. Pro z z jistého okoli bodu zy je totiz

[e.e]

flz) = Z ar(z — z)".

k=—n

Potom je ale jisté
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7 tohoto postupu je jasné, ze pokud f mé v zg pdl nasobnosti n € N, 1ze reziduum spocitat i derivovanim
fadu vetsiho nez n — 1. Vskutku, pro m > n, m € N, je
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