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leohy na doma

H1 Spocitejte nésledujici integraly s pomoci poznatku z komplexni analyzy. Oduvodnéte.
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ResSeni

1) Ulohu mtzeme zjednodusit rozdélenim zlomku (funkce) na lichou a sudou ¢ast. Nas vypocet to prilis
neulehéi, ale v nékterych piikladech je toto vhodnym trikem. tedy

3z 222 +1
fo(z) = Py fe(z) = e

Je ziejmé, ze fR fo = 0, proto budeme pocitat pouze se sudou casti. Zavedeme kiivku ¢ (pfesnéji fec¢eno
rodinu kiivek {¢,}r>0) predpisem ¢, = 1, + 2, kde

p1,0(t) =t, t€[—r7]

or(t) =re', t € (0,7).
Kf#ivky ¢, 7 > 0 jsou tedy uzaviené. Funkce f, je meromorfni v komplexni roviné se ¢tyimi poly v bodech

213=72= \/%” a 294 = %, a proto plati dle reziduové véty pro kazdé r > 1

/ 2] dz = 2mi Z res(fe, z) ind(z, r) = 2mi(res(fe, 21) + res(fe, 22))-
or

z, z je pol fe

Posledni rovnost plyne z toho, Ze kiivka pro r > 1 obihd z pélu pouze body z; = % azg = —\1/; , a to jednou

v kladném smeéru. Spocteme rezidua. Pély z1 2 jsou jednoduché, ¢itatel f, je holomorfni v C, po¢itdme proto
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Méme tedy
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Funkce f. je spojitd na okoli nekone¢na, proto plati (1)

37r (1) i 222 4+ 1 © 22241 222 41
—— : 1 Z = 47 dZ + 11 YN dZ.
r—)oo or % +1 oo ? +1 r—00 oo ? +1

K dokonceni piikladu sta¢i dokézat, ze je limita vpravo rovna nule. Protoze existuje konstanta ¢ > 0 takova,
ze pro kazdé r > 1 a z € C, |z| = r plati
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proto je

22241 22241
[ B el [ e S ="
p2,r % w2, % r

2) Provedeme substituci

elfL’ =z
1e"dx = dz
dz
dx = -—.
1z

Je tedy cosx = %(z +z7 ) asinz = _7’(2 — 2z~ 1. Pokud ozna¢ime integraéni cestu po substituci jako kiivku

o, ¢(z) =€, z €[0,2r), mizeme psat

/27rcos:13—|—1d /%(z—i—%)—i—l dz 1/ 22 +2241 d 1/ (z +1)2 .
—_—axr = - . — = — Z = - z.
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Integrand je meromorfni funkce v C, proto integral spocitame za pomoci reziduové véty. Uréime pély:

—iz224+4z+i=0
D=16—-4=12
—4 ++/12
= ——F— = (—2i\/§)z’
—21
2’3:0.

Déle vidime, ze ind(z1, ) = ind(z3, ¢) = 1 a ind(zg, ¢) = 0. Spocitdme rezidua v bodech z; a z3:
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