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Úlohy na doma

H1 Spoč́ıtejte následuj́ıćı integrály s pomoćı poznatk̊u z komplexńı analýzy. Od̊uvodněte.

∫ ∞

−∞

2z2 + 3z + 1

z4 + 1
dz,

∫ 2π

0

cos x+ 1

2 + sinx
dx

Řešeńı

1) Úlohu můžeme zjednodušit rozděleńım zlomku (funkce) na lichou a sudou část. Náš výpočet to př́ılǐs
neulehč́ı, ale v některých př́ıkladech je toto vhodným trikem. tedy

fo(z) =
3z

z4 + 1
, fe(z) =

2z2 + 1

z4 + 1
.

Je zřejmé, že
∫
R
fo = 0, proto budeme poč́ıtat pouze se sudou část́ı. Zavedeme křivku ϕ (přesněji řečeno

rodinu křivek {ϕr}r>0) předpisem ϕr = ϕ1,r ∔ ϕ2,r, kde

ϕ1,r(t) = t, t ∈ [−r, r]

ϕ2,r(t) = reit, t ∈ (0, π).

Křivky ϕr, r > 0 jsou tedy uzavřené. Funkce fe je meromorfńı v komplexńı rovině se čtyřmi póly v bodech
z1,3 =

±1±i√
2

a z2,4 =
∓1∓i√

2
, a proto plat́ı dle reziduové věty pro každé r > 1

∫
ϕr

2z2 + 1

z4 + 1
dz = 2πi

∑
z, z je pól fe

res(fe, z) ind(z, ϕr) = 2πi(res(fe, z1) + res(fe, z2)).

Posledńı rovnost plyne z toho, že křivka pro r > 1 ob́ıhá z pól̊u pouze body z1 =
1+i√

2
a z2 =

−1+i√
2
, a to jednou

v kladném směru. Spočteme rezidua. Póly z1,2 jsou jednoduché, čitatel fe je holomorfńı v C, poč́ıtáme proto

res(
2z2 + 1

z4 + 1
,
1 + i√

2
) = (2(

1 + i√
2
)2 + 1) res(

1

z4 + 1
,
1 + i√

2
) =

2
√
2(2i+ 1)

(1 + i+ 1− i)(1 + i+ 1 + i)(1 + i− 1 + i)
=

1− 3i

4
√
2

res(
2z2 + 1

z4 + 1
,
−1 + i√

2
) = (2(

−1 + i√
2

)2 + 1) res(
1

z4 + 1
,
−1 + i√

2
) =

2
√
2(−2i+ 1)

(−1 + i− 1− i)(−1 + i+ 1 + i)(−1 + i− 1 + i)
=

=
−1− 3i

4
√
2

.

Máme tedy ∫
ϕr

2z2 + 1

z4 + 1
dz = 2πi(

1 − 3i

4
√
2

+
−1− 3i

4
√
2

) =
3π√
2
.

Funkce fe je spojitá na okoĺı nekonečna, proto plat́ı (1)

3π√
2

(1)
= lim

r→∞

∫
ϕr

2z2 + 1

z4 + 1
dz =

∫ ∞

−∞

2z2 + 1

z4 + 1
dz + lim

r→∞

∫
ϕ2,r

2z2 + 1

z4 + 1
dz.

K dokončeńı př́ıkladu stač́ı dokázat, že je limita vpravo rovna nule. Protože existuje konstanta c > 0 taková,
že pro každé r > 1 a z ∈ C, |z| = r plat́ı

|2z
2 + 1

z4 + 1
| < c

r2
,

1



proto je

|
∫
ϕ2,r

2z2 + 1

z4 + 1
dz| ≤

∫
ϕ2,r

|2z
2 + 1

z4 + 1
| dz ≤ c

r2
πr =

πc

r

r→∞−→ 0.

2) Provedeme substituci

eix = z

ieixdx = dz

dx =
dz

iz
.

Je tedy cosx = 1
2(z+ z−1) a sin z = −i

2 (z− z−1). Pokud označ́ıme integračńı cestu po substituci jako křivku
ϕ, ϕ(z) = eiz, z ∈ [0, 2π), můžeme psát

∫ 2π

0

cos x+ 1

2 + sinx
dx =

∫
ϕ

1
2(z +

1
z
) + 1

2 + −i
2 (z − 1

z
)
· dz
iz

=
1

i

∫
ϕ

z2 + 2z + 1

z(−iz2 + 4z + i)
dz =

1

i

∫
ϕ

(z + 1)2

z(−iz2 + 4z + i)
dz.

Integrand je meromorfńı funkce v C, proto integrál spoč́ıtáme za pomoci reziduové věty. Urč́ıme póly:

−iz2 + 4z + i = 0

D = 16− 4 = 12

z1,2 =
−4±

√
12

−2i
= (−2±

√
3)i

z3 = 0.

Dále vid́ıme, že ind(z1, ϕ) = ind(z3, ϕ) = 1 a ind(z2, ϕ) = 0. Spoč́ıtáme rezidua v bodech z1 a z3:

r1 := res[
(z + 1)2

z(−iz2 + 4z + i)
, (−2 +

√
3)i] =

((−2 +
√
3)i+ 1)2

i(−2 +
√
3) · (−i)((−2 +

√
3)i− (−2−

√
3)i)

=

=
−6 + 4

√
3 + i(−4 + 2

√
3)

i(6− 4
√
3)

r2 := res[
(z + 1)2

z(−iz2 + 4z + i)
, 0] =

(0 + 1)2

(0 + 0 + i)
=

1

i
.

Dostáváme

∫ 2π

0

cos x+ 1

2 + sinx
dx =

1

i

∫
ϕ

(z + 1)2

z(−iz2 + 4z + i)
dz =

2πi

i
(r1+r2) = 2π(

−6 + 4
√
3 + i(−4 + 2

√
3)

i(6− 4
√
3)

+
6− 4

√
3

i(6− 4
√
3)

) =

= 2π
i(−4 + 2

√
3)

i(6− 4
√
3)

=
2
√
3

3
π.

2


