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Úlohy na doma

H1 (0,5 bodu) Vyšetřete bodovou, stejnoměrnou a lokálně stejnoměrnou konvergenci následuj́ıćıch posloup-
nost́ı funkćı:

a) fn(x) =
nx

1 + n2x2
na [0, 5], b) fn(x) =

{

sinxn

nx
x ∈ (0,∞)

0 x = 0
na [0,∞), c) fn(x) =

2x

x+ n
na (−1,∞).

Řešeńı

H1 a) Pro x = 0 je fn(x) = 0, n ∈ N a pro x ∈ (0, 5] máme

lim
n→∞

nx

1 + n2x2
= lim

n→∞

x
n

1
n2 + x2

V OAL
= 0 ·

1

x2
= 0. (1)

Tedy fn → 0 na [0, 5]. Pomoćı suprem vyšetř́ıme stejnoměrnou konvergenci fn. Derivujeme:

0 = (fn(x)− 0)′ = n ·
1 + n2x2 − 2x2n2

(1 + n2x2)2
⇒ 1 = x2n2.

Uvažujeme x ∈ [0, 5], tedy x = 1
n
. Potom je pro všechna n přirozená

Sn := sup
x∈[0,5]

|
nx

1 + n2x2
| = max{0,

1

2
,

5n

1 + 25n2
} =

1

2
.

Protože limn→∞ Sn = 1
2 6= 0, nekonverguje posloupnost fn stejnoměrně k nule na [0, 5].

Uvažme libovolné δ ∈ (0, 5). Pak pro každé n ∈ N, n > 1
δ
plat́ı

sn := sup
x∈[δ,5]

|
nx

1 + n2x2
| =

nδ

1 + n2δ2

a limn→∞ sn
(1)
= 0. Tedy fn

loc.

⇉ 0 na (0, 5].

H1 b) Opět je snadné zjistit, že pro všechna x ∈ (0,∞) plat́ı

0 ≤ |
sinxn

nx
| ≤

1

nx
,

což implikuje

0 ≤ lim
n→∞

|
sinxn

nx
| ≤ lim

n→∞

1

nx
= 0,

a tedy fn → 0 na [0,∞), nebot’ fn(0) = 0 pro každé n ∈ N. Stejnoměrnou konvergenci vyšetř́ıme zvlášt na
intervalu [0, 1] a intervalu [1,∞).
Pro všechna x ∈ [0, 1] a n ∈ N plat́ı 0 ≤ xn ≤ x a protože sin na [0, 1] roste, máme 0 ≤ sinxn ≤ sinx ≤ x.
Tedy lze odhadnout

0 ≤ sup
x∈[0,1]

|fn(x)− 0| = sup
x∈(0,1]

sinxn

nx
≤

x

nx
=

1

n

n→∞
−→ 0.

1



Z toho plyne fn ⇉ 0 na [0, 1].
Vyšetř́ıme konvergenci na druhém intervalu:

0 ≤ sup
x∈[1,∞)

|
sinxn

nx
| ≤

1

n · 1

n→∞
−→ 0.

Tedy fn ⇉ 0 na [1,∞). Celkem dostáváme fn ⇉ 0 na [0,∞).

H1 c) Bodová konvergence: zvoĺıme x ∈ (−1,∞) libovolně. Potom

lim
n→∞

2x

x+ n
= lim

n→∞

1

n
·

2x
x
n
+ 1

V OAL
= 0 · 2x = 0.

Tedy fn → 0 na (−1,∞).
Jelikož jsou funkce fn = fn(x) =

2x
x+n

= 2(1− n
x+n

) rostoućı na (−1,∞), plat́ı pro n > 2

Sn := sup
x∈(−1,∞)

|
2x

x+ n
| = max{ lim

x→∞

2x

x+ n
, |

−2

n− 1
|} = 2.

Tedy limn→∞ Sn = 2 6= 0 a fn nemohou konvergovat stejnoměrně na celém (−1,∞). Pro K ∈ (−1,∞)
(a n > 1) je opět

sup
x∈(−1,K]

|
2x

x+ n
| = max{|

2K

K + n
|, |

−2

n− 1
|}

n→∞

−→ 0 .

Proto pro každé K ∈ (−1,∞) plat́ı fn ⇉ 0 na (−1,K], v d̊usledku čehož fn
loc.

⇉ 0 na (−1,∞).
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