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Úlohy na doma

H1 Vyšetřete možný definičńı obor a obor spojitosti funkce f , pokud je zadána jako

a) f(x) =

∞
∑

n=1

arctgn x, b) f(x) =

∞
∑

n=1

x

x2 + n2
.

H2 Pro která x ∈ [0,∞) konverguje následuj́ıćı řada? Vyšetřete stejnoměrnou a lokálně stejnoměrnou
konvergenci řady

∞
∑

n=1

(1− n
√
x)3/2.

Řešeńı

H1 a) Snadno nahlédneme, že se jedná o geometrickou řadu s kvocientem q = arctg x. Řada je konvergentńı
právě tehdy když |q| = | arctg x| < 1. Z toho plyne x ∈ (− tg 1, tg 1) = Df . Zároveň umı́me geometrické řady
sč́ıtat. Plat́ı

f(x) =

∞
∑

n=1

arctgn x = −1 +

∞
∑

n=0

arctgn x = −1 +
1

1− arctg x
=

arctg x

1− arctg x
, x ∈ (− tg 1, tg 1).

Jak je vidět, f ∈ C(Df ).

H1 b) Vyšetř́ıme definičńı obor f za pomoci limitńıho srovnávaćıho kritéria. Pro každé x ∈ R plat́ı

lim
n→∞

|x|
n2+x2

1
n2

= lim
n→∞

|x|
1 + x2

n2

V OAL
= |x| ∈ [0,∞). (1)

Jelikož řada
∑∞

n=1
1
n2 konverguje, konverguje d́ıky (1) pro každé x ∈ R i řada

∑∞
n=1

x
x2+n2 . Máme tedy

Df = R. Potřebujeme-li vyšetřit spojitost f , je nejjednoduš́ı vyšetřit lokálně stejnoměrnou konvergenci,
nebot’ fn ∈ C(R) pro každé n ∈ N. Nalezneme lokálńı extrémy funkćı fn:

0 = f ′
n(x) =

x2 + n2 − 2x2

(x2 + n2)2
⇒ x = ±n.

Tedy fn je na intervalu [−n, n] rostoućı a lichá. Necht’ je nyńı [a, b] ⊆ R. Potom pro všechna n ∈ N,
n > M := max{|a|, |b|}, plat́ı

sn := sup
x∈[a,b]

| x

x2 + n2
| = M

M2 + n2
.

Vzhledem k (1) řada
∑∞

n=1
M

M2+n2 konverguje a Weierstraßova věta nám dává
∑∞

n=1
x

x2+n2

loc.
⇉ na R.

Z vlastnosti fn ∈ C(R) pro každé n ∈ N již plyne f ∈ C(R).
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H2 Předně je si třeba uvědomit, že pro x > 1 a n ∈ N neńı (1− n
√
x)3/2 v reálném oboru definováno, nebot’

1 − n
√
x < 0. Daľśım pozorováńım je, že pro x = 0 řada nekonverguje;

∑∞
n=1(1 − n

√
0)3/2 =

∑∞
n=1 1 = ∞.

Vyšetř́ıme nyńı konvergenci pro x z intervalu (0, 1]. Použijeme opět limitńıho srovnávaćıho kritéria.

∀x ∈ (0, 1] : (1− n
√
x)3/2 ≥ 0,

(2) lim
n→∞

(1− n
√
x)3/2

1
n3/2

=











0 pokud x = 1

lim
n→∞

(
e

1

n
log x − 1
1
n log x

(− log x))3/2
Heine
= (− log x)3/2 pokud x ∈ (0, 1).

Heineho větu jsme mohli použ́ıt, protože byl splněn předpoklad log x
n 6= 0, n ∈ N. Vı́d́ıme, že

lim
n→∞

(1− n
√
x)3/2

1
n3/2

= (− log x)3/2 ∈ [0,∞).

Jelikož řada
∑∞

n=1
1

n3/2 konverguje, konverguje pro každé x ∈ (0, 1] i řada
∑∞

n=1(1− n
√
x)3/2. Každá z funkćı

fn = fn(x) = (1− n
√
x)3/2, n ∈ N je kladná a klesaj́ıćı na (0, 1], a proto

Sn := sup
x∈(0,1]

|1− n
√
x|3/2 = 1.

Neńı nutno dodávat, že na (0, 1] neńı splněna nutná podmı́nka stejnoměrné konvergence pro řady, totiž, že
fn ⇉ 0, nebot’ limn→∞ Sn = 1 6= 0. Tedy

∑∞
n=1(1− n

√
x)3/2 nekonverguje stejnoměrně na (0, 1].

Pro libovolné 1 > δ > 0 je však

sn := sup
x∈[δ,1]

|1− n
√
x|3/2 = |1− n

√
δ|3/2

a
∑∞

n=1 sn konverguje na základě limitńıho srovnávaćıho kritéria provedeného v (2). Weierstraßova věta nám

dává
∑∞

n=1(1− n
√
x)3/2

loc.
⇉ na (0, 1].
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