Reseni domaci ulohy z 3. cviceni
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leohy na doma

H1 Vysetrete mozny definiéni obor a obor spojitosti funkce f, pokud je zaddna jako
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H2 Pro kterd x € [0,00) konverguje nésledujici fada? VySetfete stejnomérnou a lokdlné stejnomérnou
konvergenci fady
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ResSeni

H1 a) Snadno nahlédneme, Ze se jedna o geometrickou fadu s kvocientem ¢ = arctg x. Rada je konvergentni
prave tehdy kdyz |q| = |arctgz| < 1. Z toho plyne z € (—tg1,tg1) = Dy. Zaroven umime geometrické fady
scitat. Plati
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Jak je videét, f € C(Dy).

H1 b) VysSetfime defini¢ni obor f za pomoci limitniho srovnavaciho kritéria. Pro kazdé = € R plati
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Jelikoz fada > 2 15 L konverguje, konverguje diky (1) pro kazdé x € Rirtada ) -, m2+n2 Méame tedy
D; = R. Potrebujeme li vySettit spojitost f, je nejjednodusi vySetrit lokdlné stejnomérnou konvergenci,
nebot f, € C(R) pro kazdé n € N. Nalezneme lokéaln{ extrémy funkei f,:
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Tedy f, je na intervalu [—n, n| rostouci a lichd. Nechf je nyni [a,b] C R. Potom pro vsechna n € N,
n > M := max{|al,|b|}, plati
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Vzhledem k (1) fada > 7, Tz +n2 konverguje a Weierstrafiova véta ndm déva Y~ 132 inQ = na R.

Z vlastnosti f, € C(R) pro kazdé n € N jiz plyne f € C(R).



H2 Pfedné je si tieba uvédomit, ze pro z > 1 an € N neni (1— /z)%/? v redlném oboru definovéno, nebot
1 — {/z < 0. Dalsfm pozorovanim je, Ze pro = = 0 fada nekonverguje; 3.°° (1 — /0)%2 = 3°°° 1 = oo.
Vysetiime nyni konvergenci pro x z intervalu (0, 1]. Pouzijeme opét limitniho srovnavaciho kritéria.
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Heineho vétu jsme mohli pouzit, protoze byl splnén predpoklad 1262 +£ 0, n € N. Vidime, ze

(1 -y

1
n3/2

li_>m = (—logz)*? € [0, 00).

Jelikoz rada Y ° # konverguje, konverguje pro kazdé = € (0,1] i fada 3.°° (1 — {/z)%/2. Kazda z funkci

n=1

frn = fo(z) = (1 — /)32, n €N je kladns a klesajici na (0,1], a proto

S, = sup |1 — Yz|?? =1.
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Neni nutno dodévat, ze na (0, 1] neni splnéna nutnd podminka stejnomérné konvergence pro rady, totiz, ze
fn =0, nebot lim,, e Sy, = 1 # 0. Tedy S.0° (1 — /x)3/? nekonverguje stejnomérné na (0, 1].
Pro libovolné 1 > § > 0 je vsak

Sp = sup |1 — {75]3/2 =1- %\3/2
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a Y.~ sp konverguje na zékladé limitniho srovnévaciho kritéria provedeného v (2). WeierstraBova véta ndm

loc.
déva S (1 — /2)%/? = na (0,1].



