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leohy na doma

H1 Vysetrete defini¢ni obor, obor spojitosti a obor diferencovatelnosti funkce f, pokud je zadana jako
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ResSeni
H1 a) Uréime nejprve definiéni obor f, tj. mnozinu takovych z € R, pro kterd rada konverguje. Ziejmé
0 € Dy. Déle je pro x # 0
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lim ——— = lim T = 7 € (0,00).
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Limitni srovnévaci kritérium s posloupnosti n% nam déava absolutni konvergenci fady pro kazdé = € R.
Spojitost vySetiime pomoci stejnomérné konvergence. Vysetieme prubéh funkei f,(z) := n € N.
Derivujme:
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Mé-li platit f!(x) = 0, pak je 1 = n3z2, ¢ili x = +n~3/2. Protoze kazd4 z funkei f,, n € N je licha, plat{
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Suma 37, S, = 3% | —L konverguje a proto dle WeierstraBovy véty plati > > = na R. Protoze

n=1 2,372
je ale pro kazdé n € N funkce f, spojitd na R, mame f € C(R).
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Zbyvé vysetfit derivaci. Suma Yy o2, ﬁ ziejmé nekonverguje pro x = 0. Pro z € R\ {0} je
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proto fada v bodé x konveguje dle l.s.k. Derivaci zkoumejme extrémy:
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Protoze lim,_ oo v/3n %2 = 0, existuje pro kazdy interval [c,d] C (0,00) jisté ng € N takové, ze

V3n73/2 < ¢ pro libovolné n > ng,n € N. Pro takovy interval [c,d] a k takovd n potom plati

1 — n3z? |1 —n3c?|
Sp 1= su

p | | = ,
vefed (P32 +1)20 (n3c¢? +1)2




nebot funkee je na (¢, 0c0) monoténni s nulovou limitou v nekoneénu. Vzhledem k argumentu (1) je Y07, s,
loc.
konvergentni. WeierstraBova véta ndm dava 7, (7113;57&)2:; na [¢, d]. Z toho tedy plyne Y > | #?;_12)2 =

a (0,00) a ze sudosti i na (—o00,0). Dosazenim do véty o derivovani fad funkef ziskdme, ze funkce f je di-
ferencovatelna na R\ {0}.

Pozndmka: Vsimnéte si, ze jsme nikde nedokéazali, jestli ma funkce f derivaci v nule. Ukdazali jsme pouze,

ze funkce z — > 0 #j-l)? nenf v nule definovand a na R\ {0} je derivaci f. Slo by ukazat, ze f'(0) = ooc.

b) Pokud méa fada konvergovat, je tfeba, aby log(l_f%) — 0, cili % — 1. To vidime, ze nastane jen
v piipadé, ze |z| > 1. Vyzkousime limitni srovnavaci kritérium. Pro kazdé x € (—oo,—1) U (1,00) je
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kde (1) plati protoze % # 1 pro kazdé z € R\ {—1} a kazdé n € N. Protoze je |71 < 1, je 00, |z|™
konvergentni. Z toho je tedy Dy = (—o0,—1) U (1,00). Spojitost vySetiime pomoci lokdlné stejnomérné
konvergence. Zvolme [c,d] C Dy a oznaéme « := min{|c|, |d|}. Méme
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Absolutni hodnota z logaritmu je rostouci na (1,00) a klesajici na (0,1) a vySetfit monotonii ¢i nacrtnout
graf vnitin{ funkce je snadny tkol, ze kterého zbytek plyne (provedte!). V kazdém piipadé je dle uz jed-
nou provedeného limitniho srovnévactho kritéria > > | S, konvergentni a proto je z Weierstraovy véty

n loc.
> e log(1i5m) = na Dy aplati f € C(Dy). Vysetiime derivaci.
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Nasim cilem je vySetfit, kde suma » 7, m konverguje lokélné stejnomérné. Zvolme [c,d] C Dy a

oznatme « := min{|c|, |d|}, (nezavisle na predchazejicim oznaceni). Bude platit

Protoze 0 < a~! < 1, konverguje fada >0 na~ ™ dle D’Alembertova podilového kritéria (provedte!) a tedy
loc.

musi diky srovndvacimu kritériu konvergovat i fada Y7 ; s,,. Welerstraiova véta ndm dévd y 2 =

n
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na Dy a tedy podle véty o derivovani fad je f diferencovatelnd na Dy a pro vSechna x € Dy plati
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