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Úlohy na doma

H1 Vyšetřete definičńı obor, obor spojitosti a obor diferencovatelnosti funkce f , pokud je zadána jako

a) f(x) =

∞
∑

n=1

x

n3x2 + 1
, b) f(x) =

∞
∑

n=1

log(
xn

1 + xn
).

Řešeńı

H1 a) Urč́ıme nejprve definičńı obor f , tj. množinu takových x ∈ R, pro která řada konverguje. Zřejmě
0 ∈ Df . Dále je pro x 6= 0

lim
n→∞

|x|
n3x2+1

1
n3

= lim
n→∞

|x|
x2 + 1

n3

=
1

|x| ∈ (0,∞).

Limitńı srovnávaćı kritérium s posloupnost́ı 1
n3 nám dává absolutńı konvergenci řady pro každé x ∈ R.

Spojitost vyšetř́ıme pomoćı stejnoměrné konvergence. Vyšetřeme pr̊uběh funkćı fn(x) := x
n3x2+1

, n ∈ N.
Derivujme:

f ′
n(x) = (

x

n3x2 + 1
)′ =

n3x2 + 1− 2n3x2

(n3x2 + 1)2
=

1− n3x2

(n3x2 + 1)2
.

Má-li platit f ′
n(x) = 0, pak je 1 = n3x2, čili x = ±n−3/2. Protože každá z funkćı fn, n ∈ N je lichá, plat́ı

Sn := sup
x∈R

|fn(x)| = sup
x∈R

| x

n3x2 + 1
| = max{ lim

n→∞

x

n3x2 + 1
,

n−3/2

n3n−3 + 1
} = max{0, 1

2n3/2
} =

1

2n3/2
.

Suma
∑∞

n=1 Sn =
∑∞

n=1
1

2n3/2 konverguje a proto dle Weierstraßovy věty plat́ı
∑∞

n=1
x

n3x2+1
⇉ na R. Protože

je ale pro každé n ∈ N funkce fn spojitá na R, máme f ∈ C(R).
Zbývá vyšetřit derivaci. Suma

∑∞
n=1

1−n3x2

(n3x2+1)2
zřejmě nekonverguje pro x = 0. Pro x ∈ R \ {0} je

lim
n→∞

|1−n3x2|
(n3x2+1)2

1
n3

= lim
n→∞

| 1
n3 − x2|

x4 + 2x2

n3 + 1
n6

=
1

x2
∈ (0,∞), (1)

proto řada v bodě x konveguje dle l.s.k. Derivaćı zkoumejme extrémy:

0 = (
1− n3x2

(n3x2 + 1)2
)′ =

−2n3x(n3x2 + 1)2 − (1− n3x2) · 4n3x(n3x2 + 1)

(n3x2 + 1)4
=⇒

−x(n3x2 + 1) = (1− n3x2) · 2x ⇒

x = 0 ∨ x = ±
√

3

n3
.

Protože limn→∞±
√
3n−3/2 = 0, existuje pro každý interval [c, d] ⊆ (0,∞) jisté n0 ∈ N takové, že√

3n−3/2 < c pro libovolné n ≥ n0, n ∈ N. Pro takový interval [c, d] a k taková n potom plat́ı

sn := sup
x∈[c,d]

| 1− n3x2

(n3x2 + 1)2
| = |1− n3c2|

(n3c2 + 1)2
,

1



nebot’ funkce je na (c,∞) monotónńı s nulovou limitou v nekonečnu. Vzhledem k argumentu (1) je
∑∞

n=1 sn

konvergentńı. Weierstraßova věta nám dává
∑∞

n=1
1−n3x2

(n3x2+1)2
⇉ na [c, d]. Z toho tedy plyne

∑∞
n=1

1−n3x2

(n3x2+1)2

loc.
⇉

na (0,∞) a ze sudosti i na (−∞, 0). Dosazeńım do věty o derivováńı řad funkćı źıskáme, že funkce f je di-
ferencovatelná na R \ {0}.

Poznámka: Všimněte si, že jsme nikde nedokázali, jestli má funkce f derivaci v nule. Ukázali jsme pouze,
že funkce x 7→ ∑∞

n=1
1−n3x2

(n3x2+1)2
neńı v nule definovaná a na R\{0} je derivaćı f . Šlo by ukázat, že f ′(0) = ∞.

b) Pokud má řada konvergovat, je třeba, aby log( xn

1+xn ) → 0, čili xn

1+xn → 1. To vid́ıme, že nastane jen
v př́ıpadě, že |x| > 1. Vyzkouš́ıme limitńı srovnávaćı kritérium. Pro každé x ∈ (−∞,−1) ∪ (1,∞) je

lim
n→∞

| log( xn

1+xn )|
1

|x|n
= lim

n→∞
|
log( xn

1+xn )
xn

1+xn − 1
| · |

xn

1+xn − 1
1
xn

| (1)= 1 · lim
n→∞

|
−1

1+xn

1
xn

| = 1 ∈ (0,∞),

kde (1) plat́ı protože xn

1+xn 6= 1 pro každé x ∈ R \ {−1} a každé n ∈ N. Protože je |x−1| < 1, je
∑∞

n=1 |x|−n

konvergentńı. Z toho je tedy Df = (−∞,−1) ∪ (1,∞). Spojitost vyšetř́ıme pomoćı lokálně stejnoměrné
konvergence. Zvolme [c, d] ⊆ Df a označme α := min{|c|, |d|}. Máme

Sn := sup
x∈[c,d]

| log( xn

1 + xn
)| =











| log( cn

1 + cn
)|, [c, d] ⊆ (1,∞)

| log( dn

1 + dn
)|, [c, d] ⊆ (−∞,−1)

= | log( αn

1 + αn
)|.

Absolutńı hodnota z logaritmu je rostoućı na (1,∞) a klesaj́ıćı na (0, 1) a vyšetřit monotonii či načrtnout
graf vnitřńı funkce je snadný úkol, ze kterého zbytek plyne (proved’te!). V každém př́ıpadě je dle už jed-
nou provedeného limitńıho srovnávaćıho kritéria

∑∞
n=1 Sn konvergentńı a proto je z Weierstraßovy věty

∑∞
n=1 log(

xn

1+xn )
loc.
⇉ na Df a plat́ı f ∈ C(Df ). Vyšetř́ıme derivaci.

(log(
xn

1 + xn
))′ =

1 + xn

xn
· nx

n−1(1 + xn)− nx2n−1

(1 + xn)2
=

n

x(1 + xn)
.

Naš́ım ćılem je vyšetřit, kde suma
∑∞

n=1
n

x(1+xn) konverguje lokálně stejnoměrně. Zvolme [c, d] ⊆ Df a

označme α := min{|c|, |d|}, (nezávisle na předcházej́ıćım označeńı). Bude platit

sn := sup
x∈[c,d]

| n

x(1 + xn)
| ≤ n

1 + αn
≤ n

αn
.

Protože 0 < α−1 < 1, konverguje řada
∑∞

n=1 nα
−n dle D’Alembertova pod́ılového kritéria (proved’te!) a tedy

muśı d́ıky srovnávaćımu kritériu konvergovat i řada
∑∞

n=1 sn. Weierstraßova věta nám dává
∑∞

n=1
n

x(1+xn)

loc.
⇉

na Df a tedy podle věty o derivováńı řad je f diferencovatelná na Df a pro všechna x ∈ Df plat́ı

f ′(x) =

∞
∑

n=1

n

x(1 + xn)
.
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