Vzorova pisemka z PSI
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T1 Na technické vysoké skole se ¢tyfmi fakultami A,B,C,D studuje jen 13.85% divek, pficemz na fakulté
A je tiikrat snazsi potkat divku nez na fakulté B. Na fakulté C studuje 15% divek (tedy 85% kluku), na
fakulté D jich je 10% (tedy 90% kluku). Pomér poctu studentu na jednotlivych fakultach uvadi nasledujici
tabulka. Kazdy student studuje pravé na jedné fakulteé.

fakulta A B C D
studentt | 10% | 35% | 24% | 31%

a) Jakou mate sanci, ze kdyz potkéte studenta z fakulty A, Ze to bude divka?

b) Pokud jste préavé potkali divku z technické vysoké skoly, na jaké fakulté nejpravdépodobnéji/nejméné
pravdépodobné studuje? Jaka je Sance, ze studuje fakultu D?

c¢) Pokud za zavésem stoji student technické vysoké skoly, s jakou pravdépodobnosti je to kluk studujici
na fakultée C?

T2 Nahodny vektor (X,Y) ma rovnomérné rozdéleni na ¢tverci s rohy [0,2], [2,0], [0,0] a [2,2]. Urcete
sdruzenou distribué¢ni funkei Fx y, sdruzenou hustotu fx y a stfedni hodnotu ndhodného vektoru (X+3,2Y").

T3 Délka zubniho kartacku se idi norméalnim rozdélenim o stfedni hodnoté 14cm a rozptylu 6cm. Pouzdro
je dlouhé 13.5cm. Jaké je pravdépodobnost, ze vezmeme-li libovolny jeden kartacek, ze se do pouzdra akorat
vejde, tj. nebude o vice nez lcm kratsi?



ResSeni

T1 a) Oznac¢me po fadé A, B, C, D jevy, ze vybrany student studuje na fakulté A,B,C,D a F, ze student je
zenského pohlavi. Protoze jsou jevy A, B,C, D mozné (tj. zddny z nich neni nemozny), po dvou disjunktni,
a P(AUBUCUD) =1, plati dle véty o uplné pravdépodnosti

P(F)=P(F|A)-P(A)+P(F|B)-P(B)+P(F|C)-P(C)+P(F|D)-P(D).
Vime, ze P(F|A) = 3P(F|B), a déle P(F|C) = 0.15, P(F|D) = 0.1. Dosazenim dostdvame

0.1385 = 3P(F|B) - 0.1 + P(F|B) - 0.35+ 0.15-0.24 + 0.1 - 0.31
0.0715 = 0.065 - P(F|B)
P(F|B) = 0.11.

Tedy pravdépodobnost, ze ndhodné vybrany student z fakulty B je divka, ¢ini 11%. Z toho plyne, Ze
pravdépodobnost, ze ndhodné vybrany student z fakulty A je divka, ¢ini 3 - 11% = 33%.

b) Chceme usporadat pravdépodobnosti P(A|F), P(B|F), P(C|F), P(D|F) dle velikosti a znat pfesnou

hodnotu P(D|F). Dle definice dostavdme

P(DNF) P(FID)-P(D) 0.1-0.31
P(F) P(F) ~0.1385

P(D|F) = = 0.224.

Tedy pravdépodobnost, ze divka bude studovat na fakulté D, je ptiblizné rovna 22%. Chceme-li znét pouze
usporadani pravdépodobnosti, ze divka studuje na té které fakulté, a ne jejich presné hodnoty, lze po-
rovnavané vyrazy jisté prondsobit ¢lenem P(F'): to na uspofadani nic nezmeéni. Tedy namisto vyrazu P(A|F),
P(B|F), ..., se budeme zabyvat vyrazy P(ANF), P(BNF),... Mame tedy

P(ANF)=P(F|A)-P(A) =0.33-0.1 = 0.033

a obdobnym zpusobem zjistime, ze P(BNF') = 0.0385, P(CNF) = 0.036 a P(DNF) = 0.031. Porovnanim

zjistime, ze s nejvétsi pravdépodobnosti divka studuje na fakulté B, naopak nejméné pravdépodobné je, ze

studuje na fakulté D.

c) Chceme zjistit hodnotu vyrazu P(C' N F), kde X znaéi doplnék jevu X. Cili
P(FNC)=P(F|C)-P(C)=(1-P(F|C))-P(C) = 0.85-0.24 = 0.204,

a tedy pravdépodobnost, ze za zdvésem stoji kluk z fakulty C, je asi 20%.

Pozndmka Viimnéte si, Ze pro libovolné dva jevy A, B, P(B) > 0 plat{ P(A|B) = 1 — P(A|B). Rozepsanim
rovnost snadno dokazete.

T2 Protoze (X,Y) ma rovnomérné rozdéleni na ¢tverci o obsahu 4, sdruzend hustota mé tvar
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jinak.
Jeji integraci dostaneme sdruzenou distribuéni funkci Fx y.

0 min(z,y) <0

Fxy(z,y) = /; (/: fxy(u, v)dv> du = { min(z,2) - min(y, 2)
4

min(z,y) > 0.



Stfedni hodnota nahodného vektoru (X + 3,2Y) je diky linearité rovna E(X + 3,2Y) = (EX + 3,2EY).
7 obréazku je jasné, ze EX = 1,EY = 1, formdalné bychom stfedni hodnotu vypocetli pomoci marginalnich

hustot. Nejprve
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Tedy stfedni hodnota ndhodného vektoru (X + 3,2Y") je rovna (4, 2).
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¢) Oznacime-li délku zubniho kartdcku X, potom plati X ~ N(14,6). Chceme znat P(12.5 < X < 13.5).
Néhodna velicina X _14
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Pravdépodobnost, Ze se kartacek do pouzdra akorat vejde, ¢ini 15%.

P(125 < X <135)=P <



