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Úlohy na cvičeńı

G1 Nalezněte lokálńı extrémy funkćı

e)f(x, y, z) = x3 + y3 + z3 − 3(xy + xz + yz)

G2 Nalezněte absolutńı extrémy funkce f na množině M , je-li zadáno

f(x, y, z) = xyz M = {(x, y, z) : x2 + y2 + z2 = 1, x+ y + z = 0}.

Výsledky

G1 e) Funkce f je nekonečně-mnohokrát diferencovatelná ve všech bodech a ∈ R3, proto pokud má v bodě
a = (x, y, z) lokálńı extrém, plat́ı podmı́nka

(0, 0, 0) = 5f(x, y, z) = (3x2 − 3(y + z), 3y2 − 3(x+ z), 3z2 − 3(x+ y)),

z čehož dostáváme rovnice

x2 = y + z,

y2 = x+ z,

z2 = x+ y.

Odečteńım druhé od prvńı dostáváme
x2 − y2 = y − x,

z čehož plyne bud’to x = y nebo x + y = −1. Protože je 0 ≤ z2 = x + y, nemůže být x + y = −1, tedy
dostáváme x = y. Aplikujeme-li tento postup znovu na prvńı a třet́ı rovnici, dostáváme x = z, a tedy
x = y = z. Dosazeńım do prvńı rovnice źıskáme x2 = 2x, z čehož x = 0 nebo x = 2. Celkově tedy máme 2
podezřelé body a = (0, 0, 0) a b = (2, 2, 2). Spoč́ıtejme matice druhých derivaćı f :

d2f(x, y, z) =

6x −3 −3
−3 6y −3
−3 −3 6z

 , d2f(a) =

 0 −3 −3
−3 0 −3
−3 −3 0

 , d2f(b) =

12 −3 −3
−3 12 −3
−3 −3 12

 .

Jestliže označ́ıme Di(a), resp. Di(b) determinant levé horńı submatice vzniklé z d2f(a), resp. d2f(b) o
velikosti i × i, potom je D1(a) = 0, D2(a) = −9, D3(a) = −162. Tedy D1(a) = 0, D1(a)D2(a) = 0,
D2(a)D3(a) > 0. Z toho bohužel nelze nic usoudit, proto muśıme zkoumat funkci na okoĺı bodu a jinak.
Pokud se pohybujeme na okoĺı a po př́ımce y = z = 0, máme f(x, 0, 0) = x3. Ale f(x, 0, 0) < 0 = f(a) pro
x < 0 a f(x, 0, 0) > 0 = f(a) pro x > 0, proto neńı a bodem lokálńıho extrému f .

Pro b máme D1(b) = 12, D2(b) = 135, D3(a) = 4050, tedy D1(b) > 0, D1(b)D2(b) > 0, D2(b)D3(b) > 0.
Matice je tud́ıž positivně definitńı a v bodě b má f lokálńı minimum.
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G2 Funkce f je spojitá na uzavřené a omezené množině M . Nabývá tedy na M svého minima i ma-
xima. Vazebnou podmı́nku určuj́ı funkce g1(x, y, z) = x2 + y2 + z2 − 1 a g2(x, y, z) = x + y + z. Necht’ je
bod (x, y, z) bodem extrému f vzhledem k množině M . Pokud by byly vektory 5g1(x, y, z) a 5g2(x, y, z)
lineárně závislé, platilo by pro vhodné λ ∈ R

(2x, 2y, 2z) = 5g1(x, y, z) = λ5 g2(x, y, z) = λ(1, 1, 1).

To by znamenalo x = y = z a aplikaćı druhé vazebné podmı́nky g2(x, y, z) = x+ y + z = 0 bychom dostali
x = y = z = 0. To ale nelze, pokud má platit 0 = g1(x, y, z).

Tedy vektor 5f(x, y, z) je lineárńı kombinaćı vektor̊u 5g1(x, y, z),5g2(x, y, z). Existuj́ı tedy λ1, λ2 ∈ R
taková, že plat́ı maticová rovnice

λ1(2x, 2y, 2z) + λ2(1, 1, 1) = 5f(x, y, z) = (yz, xz, xy).

Celkově dostáváme soustavu nelineárńıch rovnic

2λ1x+ λ2 = yz (1)

2λ1y + λ2 = xz (2)

2λ1z + λ2 = xy (3)

x2 + y2 + z2 = 1 (4)

x+ y + z = 0. (5)

Odečteńım druhé rovnice od prvńı dostáváme 2λ1(x− y) = z(y − x), což lze splnit, pokud 2λ1 = −z nebo
x = y. Necht’ plat́ı x = y. Z (5) ihned plyne z = −2x. Dosazeńım do (4) źıskáváme x2 + x2 + 4x2 = 1 a
odtud 2 podezřelé body a1,2 = ± 1√

6
(1, 1,−2). Necht’ plat́ı 2λ1 = −z a x 6= y. Potom odečteńım třet́ı rovnice

od druhé źıskáme

2λ1(y − z) = x(z − y),

−z(y − z) = x(z − y),

(x− z)(y − z) = 0.

Pokud z 6= y, máme z = x a z (5) y = −2x. Tud́ıž z (4) ihned (x, y, z) = a3,4 = ± 1√
6
(1,−2, 1). Pokud z = y,

potom je d́ıky (5) x = −2z a z (4) plyne (x, y, z) = a5,6 = ± 1√
6
(−2, 1, 1). To jsou všechny možnosti, které

mohou nastat. Postupným dosazeńım všech šesti bod̊u do předpisu f(x, y, z) = xyz źıskáme

f(a1) = f(a3) = f(a5) = −2 a f(a2) = f(a4) = f(a6) = 2.

Tedy v bodech 1√
6
(−2, 1, 1), 1√

6
(1,−2, 1) a 1√

6
(1, 1,−2) nabývá funkce f svého minima vzhledem k množině

M a v bodech −1√
6
(−2, 1, 1), −1√

6
(1,−2, 1) a −1√

6
(1, 1,−2) svého maxima vzhledem k množině M .
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