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Ijlohy na cviceni
G1 Naleznéte lokalni extrémy funkci

e)f(z,y,2) =2 +y* + 2° — 3(zy + 22 + y2)
G2 Naleznéte absolutni extrémy funkce f na mnoziné M, je-li zaddano

flz,y,2) =2yz M ={(z,y,2) :x2+y2—|—22:1,m—|—y+z:0}.

Vysledky

G1 e) Funkece f je nekonecné-mnohokrét diferencovatelné ve véech bodech a € R3, proto pokud méa v bodé
a = (z,y, z) lokédlni extrém, plati podminka

(0,0,0) =V f(x,y,2) = (3% = 3(y + 2),3y” — 3(x + 2), 32" — 3(x +y)),

7 ¢ehoz dostavame rovnice

:Uzzy—l—z,
v =a+z,
z2::c+y.

Odectenim druhé od prvni dostavame

a? -y’ =y —ua,
z ¢ehoz plyne bud'to z = y nebo = 4+ y = —1. Protoze je 0 < 22 = x + y, nemiize byt z +y = —1, tedy
dostavame x = y. Aplikujeme-li tento postup znovu na prvni a tieti rovnici, dostdvame = = z, a tedy
r =y = z. Dosazenim do prvni rovnice ziskdme 22 = 2z, z é¢ehoz x = 0 nebo z = 2. Celkové tedy mame 2
podezielé body a = (0,0,0) a b = (2,2,2). Spocitejme matice druhych derivaci f:

6xr —3 —3 0 -3 -3 12 -3 -3
d*f(z,y,2)=|-3 6y —3]|, d*f(a)=|-3 0 3|, d&fb)=[|-3 12 -3
-3 -3 62 -3 -3 0 -3 -3 12

Jestlize oznaéfme D;(a), resp. D;(b) determinant levé horni submatice vzniklé z d?f(a), resp. d?f(b) o
velikosti 7 X 4, potom je Di(a) = 0, Da(a) = —9, Ds(a) = —162. Tedy Di(a) = 0, Di(a)D2(a) = 0,
Dy(a)Ds3(a) > 0. Z toho bohuzel nelze nic usoudit, proto musime zkoumat funkci na okoli bodu a jinak.
Pokud se pohybujeme na okolf a po pifmce y = 2z = 0, mame f(z,0,0) = z3. Ale f(z,0,0) < 0 = f(a) pro
x<0a f(x,0,0) > 0= f(a) pro x > 0, proto neni a bodem lokalniho extrému f.

Pro b mame D1 (b) = 12, Dy(b) = 135, D3(a) = 4050, tedy D1(b) > 0, D1(b)D2(b) > 0, Da(b)D3(b) > 0.
Matice je tudiz positivné definitni a v bodé b ma f lokalni minimum.



G2 Funkce f je spojitd na uzaviené a omezené mnoziné M. Nabyva tedy na M svého minima i ma-
xima. Vazebnou podminku uréuji funkce g1(z,y,2) = 22 + 9> + 22 — 1 a go(x,9,2) = = +y + 2. Necht je
bod (z,y, z) bodem extrému f vzhledem k mnoziné M. Pokud by byly vektory y¢1(z, v, 2) a Vga2(z,y, 2)
linedrné zavislé, platilo by pro vhodné A € R

(22,2y,22) = v (z,y,2) = AV g2(x,y,2) = A(1,1,1).

To by znamenalo z = y = z a aplikaci druhé vazebné podminky go2(x,y,2) = = + y + z = 0 bychom dostali
x =y =z = 0. To ale nelze, pokud ma platit 0 = g;(x, y, z).

Tedy vektor 7 f(x,y, z) je linedrni kombinaci vektoru 7 ¢1(z, vy, 2), Vg2(z, y, 2). Existuji tedy A1, Ao € R
takova, ze plati maticova rovnice

A (22,2, 22) + do(L,1,1) = U f(2,y,2) = (y2, 22, 2p).

Celkové dostdvame soustavu nelinedrnich rovnic

20z + X =yz (1)

2My + Ao = z2 (2)

2M1z2 4+ Ao =y (3)

4y 2t =1 (4)

r+y+z2=0. (5)

Odeétenim druhé rovnice od prvni dostdvame 2A\(z — y) = z(y — x), coz lze splnit, pokud 2)\; = —z nebo

x = 5. Necht plati x = y. Z (5) ihned plyne z = —2z. Dosazenim do (4) ziskdvame z2 + 22 + 422 = 1 a
odtud 2 podezielé body a2 = :l:%(l, 1,—2). Necht plati 2\; = —z a & # y. Potom odettenim tieti rovnice
od druhé ziskame

2(y —2) = 2(z — y).
2y —2) = 2(z —y),
(2 —2)(y—2) = 0.

Pokud z # y, mdme z =z a z (5) y = —2x. Tudiz z (4) ihned (x,y,2) = a3 4 = :t%(l, —2,1). Pokud z =y,
potom je diky (5) x = —2z a z (4) plyne (z,y,2) = a5 = i%(—z 1,1). To jsou vSechny moznosti, které
mohou nastat. Postupnym dosazenim vsech Sesti bodu do predpisu f(z,y, z) = xyz ziskdme

fla1) = f(a3) = f(as) = =2 a f(a2) = f(as4) = f(as) = 2.

Tedy v bodech %(—2, 1,1), %(l, -2,1) a %(1, 1,—2) nabyva funkce f svého minima vzhledem k mnoziné
M a v bodech %(—2, 1,1), %(1, -2,1) a %(1, 1, —2) svého maxima vzhledem k mnoziné M.



