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Predmluva

Tento text je uréen pro studenty technickych vysokych §kol, zejména elektrotechnickych fakult, k procvic¢eni
teorie pravdépodobnosti a metod matematické statistiky. Neobsahuje vyklad pojmt a metod, v tomto
navazuje na skriptum [6], véetné pouZitého znadeni.

Skriptum bylo vytvofeno zéasti v prostfedi Scientific Workplace (s vypocetni podporou MuPAD) a
vysazeno v systému IMTEX s vyuzitim Sablony nakladatelstvi Springer. Jelikoz se jedn& o mezinarodni
prostiedi, prosime ¢tenafe o shovivavost pii zjisténych nedostatcich Ceské sazby (nicméné o nahlaSeni z&-
vad). Statistické tabulky (pievzaté z [6]) byly vygenerovany tabulkovym procesorem MS FEzcel. Cast
vypoéti byla provedena programem Maple®. Tvorba sbirky byla podpofena rozvojovym projektem
RPAPS ¢. 1051603C005.

Vétsinu uloh vytvorili vyucujici z katedry matematiky FEL CVUT v Praze; kroms vyjmenovanych
autoru zejména Tomas§ Kroupa, Libor Nentvich, Milan Petrik a Ladislav Pricha. Timto dékujeme jim
i mnoha dalsim uditelim i studenttim, ktefi svymi napady a postiehy pirispéli k obohaceni sbirky.
V neposledni fadé patii nas dik rodinnym piislusniktim, ktefi s nami méli trpélivost, kdyz jsme vénovali
¢as této sbirce.

Praha, 31. prosince 2016 autori
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Piehled znaceni (dle [6])

Odchylky od ¢eského standardu

V nésledujicich piipadech je pouzit anglicky standard misto ¢eského; podobny trend vS8ak lze pozorovat

i v jinych soucasnych Ceskych ucebnicich, napt. [5] [§].

znacka piiklad pouziti vyznam
- ACB podmnozina (misto C, pokud pFipoustime
rovnost)
(0.1,0.9) desetinna tecka misto carky

Obecné matematické symboly

N N={1,2,...}

Z rE€Z

R r €R

C reC

i et = coswt+1isinwt
= T=3.14

|- |M|

nu, ANB=AUB

, P[X >0,X <1]

\ A\B=ANB

exp expR={A|AC 2}
-1 X T

* (fx * fy) (u)

Zakladni pojmy teorie pravdépodobnosti

N ?
1,0 PL)=P(N)=1
0,0 P(0)=P(0) =0
P(.) P(4)
P[] P[X < 0]
P(.]) P(A|B)
P () P (A)
Popis ndhodnych veli¢in
P Px
FE Fx
@ @ == FN(O,l)

Mix Mix,, (X,Y)

mnozina v8ech prirozenych ¢&isel

mnoZzina v8ech celych &isel

mnozina v8ech realnych ¢isel

mnozina vSech komplexnich &isel

imaginarni jednotka

priblizné rovnost

pocet prvki (=kardinalita) mnoZiny
mnozinové operace (prinik, sjednoceni, do-
plnék), ale i vyrokové operace s jevy (kon-
junkce, disjunkece, negace)

konjunkce vyroki (pouze v kontextu pravdé-
podobnosti hodnot nahodnych veli¢in)

rozdil mnozin

poten¢ni mnoZina (=mnoZina vSech podm-
nozin) mnoziny

zuzeni  funkce na  podmnozinu jejiho
defini¢niho oboru

konvoluce

mnozina v8ech elementéarnich jevi

jev jisty

jev nemozny

pravdépodobnost (pravdépodobnostni mira)
jevu

pravdépodobnost jevu (pouze v kontextu prav-
dépodobnosti hodnot nahodnych veli¢in)
podminéné pravdépodobnost jevu A za pod-
minky B

mnoZzina vSech pravdépodobnosti na o-algebie

pravdépodobnostni mira popisujici rozdéleni
nédhodné veli¢iny

distribuéni funkce nédhodné veli¢iny nebo
rozdéleni (zprava spojita)

distribuéni funkce normovaného norméalniho
rozdélent

smés dvou ndhodnych veli¢in



Mix

q.()
q.(1/2)
45—1

MiX(wl,...,wn)(le . ,Xn)
Px

Ix

Y= fN(0,1)
ax

qx (a)

qx (1/2)

P = gneo1)

Charakteristiky nahodnych veli¢in

E.

D.

a.
norm.
v
cov(.,.)

o(.,-)

EX

DX

0x

norm X

Ux

cov(X,Y) =E(XY) - EX -EY
o(X,Y) = cov(norm X, normY’)
Xx

0x

smeés vice ndhodnych veli¢in
pravdépodobnostni funkce diskrétni ndhodné
veli¢iny

hustota spojité nahodné veli¢éiny nebo
rozdélent

hustota normovaného normalniho rozdéleni

kvantilovd funkce né&hodné veli¢iny nebo
rozdéleni

kvantil ndhodné veli¢iny nebo rozdéleni
medidn ndhodné veli¢iny nebo rozdéleni

kvantilova funkce normovaného normalniho
rozdéleni

obor hodnot, které ndhodna veli¢ina nabyva s
nenulovou pravdépodobnosti

stfedn{ hodnota nahodné veli¢iny
rozptyl (=disperze) ndhodné veli¢iny
smérodatna odchylka

normovana nahodna veli¢ina
charakteristicka funkce ndhodné veli¢iny
kovariance ndhodnych veli¢in

korelace nahodnych veli¢in

kovarian¢ni matice ndhodného vektoru

korela¢ni matice ndhodného vektoru



Typy rozdéleni

Bi

Bi(m, p)
Alt(p) = Bi(2, p)
Po(w)
Geom(q)
R(a,b)
N(p,0?)
N(0,1)
LN(p, 0?)
Ex(w)
N(p, X)
x*(n)
t(n)
F(&n)

Linearni prostor ndhodnych veli¢in

Y
N}

Z A

Xel
Ly CL

XeY =E(XY)
I1X||= VX 0 X
d(X,Y) = || X = Y|
R

N

Vybérové statistiky

S? 52

52, 52

-

=3

3

EmMJ

X? X’I’L
Z, &,
52,82
2 2
S5, S
2%
CF
Sx,S
Sz, S
My

Mk

Rxy
Tz,y
Ty,

S

Ly

Tu =%

Emp(x)

JEmp(x) (1/2)

binomické
alternativni
Poissonovo
geometrické

Spojité rovnomeérné
norméalni (=Gaussovo)
normované normalni
logaritmicko-normalni
exponencidlni
vicerozmérné normalni (=Gaussovo)
x? (=,chi kvadrat®)

t (=Studentovo)

F (=Fisherovo-Snedecorovo)

mnozina vSech ndhodnych veli¢in na pravdé-
podobnostnim prostoru

mnozina v8ech nahodnych veli¢in na pravdé-
podobnostnim prostoru, které maji rozptyl

skalarni sou¢in ndhodnych veli¢in

norma nahodné veli¢iny

metrika na prostoru nahodnych veli¢in Lo
prostor v8ech konstantnich nahodnych veli¢in

prostor vSech nahodnych veli¢in s nulovou
stfedni hodnotou

vybérovy prumér

realizace vybérového priméru

vybérovy rozptyl

realizace vybérového rozptylu

vybérovy 2. centralni moment (rozptyl empir-
ické rozdéleni)

realizace vybérového 2. centralnfho momentu
(alternativniho odhadu rozptylu)

vybérova smérodatna odchylka

realizace vybérové smérodatné odchylky
vybérovy k-ty obecny moment

realizace vybérového k-tého obecného mo-
mentu

vybérovy koeficient korelace

realizace vybé&rového koeficientu korelace
Getnost vysledku

relativni ¢etnost vysledku

empirické rozdéleni dané realizaci nadhodného
vybéru

vybérovy median (=medidan empirického
rozdéleni)



Pojmy z teorie odhadu

ORCIESAGHE IS

o
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II C RF
JeR
Oer
JeR
¥ € RF
O crk
9 € RF
px (u;a,b)

fx(u;a,b)
Fx(u;a,b)
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Pojmy z testovani hypotéz

Hy

H,y

K
a(k), a
a
8(x). 8
1-p

Hy: EX < ¢
H:EX >c
k=&"1(1-q)
a(k),a
a=5%
B(r), B

1-5

parametricky prostor

skuteény parametr

odhad parametru

realizace odhadu parametru

vektor skuteénych parametri
odhad vektoru parametra

realizace odhadu vektoru parametra

pravdépodobnostni funkce zavisla na vektoru
parametri

hustota zavisla na vektoru parametri

distribu¢ni  funkce zavisl4 na  vektoru
parametri

vérohodnost diskrétniho rozdéleni
logaritmus vérohodnosti diskrétniho rozdéleni
vérohodnost spojitého rozdéleni

logaritmus vérohodnosti spojitého rozdéleni

nulovéi hypotéza

alternativni hypotéza

kritick&d hodnota testu
pravdépodobnost chyby 1. druhu
hladina vyznamnosti
pravdépodobnost chyby 2. druhu
sila testu



Cast I
Teorie pravdépodobnosti

1 Motivacni priklady

Cvi€eni 1.1 (Monty Hall Problem). Hrdc md uhddnout, za kterymi z trojich dveii se skryjvd vghra. Rekne
svij tip, poté mu moderdtor (ktery vi, kde vihra je) otevie jiné dvere, za kterymi vghra neni. Poté dd
hrdci moznost zménit svij tip. Md to hrac udélat?

Reseni. Pokud hra¢ trva na svém prvnim odhadu, je pravdépodobnost vyhry 1 /3.
Pokud zméni tip, volf ze 2 moZnosti, ale jeho Sance se zvysi na 2/3:

S pravdépodobnosti 1/3 byl prvni odhad spravny a druhy chybny.

S pravdépodobnosti 2/3 byl prvni odhad chybny a druhy spravny.

Cvi€eni 1.2 (4 PINy). ElBanka poslala jednomu klientovi ke 4 jeho kontim p¥istupovd hesla (PIN),
ale neuvedla, které heslo patii ke kterému uctu. Ke kaZdému uctu lze vyzkousSet 3 kddy, po 3 chybdch se
zablokuje. Navrhnéte postup, ktery dovoli zpristupnit (v primeéru) co nejvice kont.

ReSeni. Prvni heslo zkousime postupné k jednotlivym kontim, dokud neusp&jeme. Pak postupujeme

v

pokus) nyni méame pravdépodobnost 1/2, Ze zablokujeme jedno konto, v8echna ostatni se podafi otevfit.
(Toto neni jediny postup s timto vysledkem.)

2 Kombinatorické pojmy a vzorce

Cvi€eni 2.1 (druhy ndhodnych vybért). Kolika zpisoby lze z populace velikosti n vybrat
a) 12 finalistek soutéze krdsy,
b) 4-clenné druzstvo na zdvod Dolomitenmann,
¢) 1000 vyherci spotiebitelské soutéZe?
U téch probirangch druhi ndhodniyjch vijbéri, které zde nejsou zastoupeny, najdéte vlastni priklad.
ReSeni. a) 12 finalistek soutéze krasy: neusporadany vybér bez vraceni, (1"2)

v 2 ~ 2 . >z . R P !
b) 4-¢lenné druzstvo na zavod Dolomitenmann: uspofadany vybér bez vraceni, (nT_L'4),.

¢) 1000 vyhercu spotfebitelské soutéze: neusporadany vybér s vracenim, ("ﬂggg_l)

Neni zde zastoupen usporadany vybér s vracenim, napf. vyherci prvnich tii cen v literarni soutézi,

n3, a

permutace s opakovanim, nap¥. pocet moZnych zptusobt rozmisténi osmi bilych Sachovych figur (bez
pé&cil) na 1. fads Sachovnice, W’,M, = 5040.

Cviceni 2.2. Na party se seslo 14 studenti, z toho 8 vysokoskoldki a 6 stredoskoldki. Jakd je pravdépo-
dobnost, Ze v ndhodné vybrané ctverici budou

a) vsichni &ty vysokoskoldct,
b) prdvé jeden vysokoskoldk?
ReSeni. Pocet viech moznych ¢tvefic utvorenych ze 14 studentt je (144).

a) Pocet vSech ¢tveric vytvorenych z vysokoskolakt je (2), tudiz hledana pravdépodobnost je

b) Pocet viech trojic vytvorenych ze stfedoskolaki je (g), pocet vSech ,,jednic” vytvofenych z vysokoskolaki
je (?) = 8. K vytvoreni pfiznivych ¢tvefic je tFfeba vSechny trojice zkombinovat se vSemi ,,jednicemi®,
tudiz hledané pravdépodobnost je

6

(3

I Autorem tlohy je V. Smutny, a a& to zni neuvéfitelng, je to skutedny piibéh.




Cviceni 2.3. K uspésnému absolvovdni zkousky je potieba nadpoloviéni pocet bodi z pisemky. KaZdy
piiklad je hodnocen 0,1, nebo 2 body a student odhadl, Ze vSechna bodovd hodnoceni jsou stejné pravdeé-
podobnd a nezdvisld na vysledcich v ostatnich prikladech. Kdy md vétsi Sanci na uspéch, pokud bude mit
zkouska 2 priklady, nebo 37

Vysledky. Pro 3 piiklady, nebot 32 > &.

Cvi€eni 2.4 (hypergeometrické rozdéleni). Mezi M vyrobky je K vadnych. Jakd je pravdépodobnost, Ze
mezi m ndhodné vybrangmi vyrobky je prdavé k vadnijch?

ReSeni. Vsechny mozné vybéry m z M vyrobku predstavuji (Aw/l[ ) elementarnich jevi.

Z K vadnych vybereme k vyrobka (Ik( ) zpusoby,

z M — K dobrych vybereme m — k vyrobki (Y ~K) zpisoby,

celkovy pocet moznosti je (Ik() (J:/[n:f)

Vysledné pravdépodobnost je
(%) Cate)
()

Odvodili jsme tzv. hypergeometrické rozdélend.

ke{0,1,2,...,m}.

Cvieni 2.5 (pravdépodobnosti zafazeni do prizkumu). Alice a Bob Ziji ve stdté, ktery md n = 107
obyvatel. Do statistického prizkumu bude vybrano k = 10000 respondenti. Pro vSechny ctyri typy vybérd
vypoctéte pocet vSech moznosti vybéru a pravdépodobnost, Ze do vijbéru bude vybrdna

a) Alice aspoti jednou,
b) Alice i Bob,
¢) Alice vice nez jednou.
Reseni. Usporddany viber bez vraceni:
Celkovy pocet moznosti (nii‘k)! = 6.730 - 1059997,

a) Alice (stejné jako Bob) nenf vybrana v ¢ (n—D!_ = 6,723 109997 pripadech, tj. s pravdépodobnosti

n—1—k)!

T = 1k = 0.999,
je vybrana s pravdépodobnosti 1 — oD (k) nck k01,

(n—1—k)! n! n n

b) Alice ani Bob nejsou vybrani v % pfipadech, tj. s pravdépodobnosti ((71_2)I =
(n=k) (n—k=1) - (3998 (01.

n— n—2—k)! = nl

n(n—1)
Od jednotky odeéteme pravdépodobnost, Ze neni vybrana Alice, a také, Ze neni vybran Bob, tj.
1—2n=k
n

To jsme ale dvakrat odecetli vybéry bez Alice i Boba, a musime je jednou pf¥i¢ist. Pravdépodobnost,

7e bude vybrana Alice i Bob, je 1 — 2 nk 4 (=l lnbol) - KRZ0 = 9 999 . 107,

Alternativni feseni: Alice bude vybrana s pravdépodobnosti £, ze zbyvajicich obyvatel do zbytku

no
k—1

vybéru Bob s pravdépodobnosti = .

Neusporddany vijbér bez vraceni:
Celkovy pocet moznosti (}) = (717"716'),,6, = 2.365 - 1034338,
a) Alice je vybrana v (?71) = % = 2.365 - 1034335 piipadech, tj. s pravdépodobnosti
k—1 =k (k—1)!

n—1)! n—k)! k!
(n—(k)!(lk)—l)l . :!) €= % = 0.001.

(n—2)! L (n=k)!K!
n—k)! (k—2)! n!

b) Alice i Bob jsou vybrani v (Z:g) pripadech, tj. op&t s pravdépodobnosti 1
RE—L) = 9.999.1077.

n(n—-1) —

Uspotddany vybér s vracenim:
Celkovy pocet moznosti n* = 1070000,

a) Alice neni vybréna v (n — 1)k = 9.99 - 1099999 piipadech, tj. s pravdépodobnosti ("T_l)k = 0.999,
je vybrana s pravdépodobnosti 1 — (%)k = 0.001.

10



b) Alice ani Bob nejsou vybrani v (n — 2)k = 9.98-10%9999 p¥ipadech, tj. s pravdépodobnosti (”T_Q)k =

0.998 001.
Obdobné jako u vybéru bez vraceni, pravdépodobnost, Ze bude vybrana Alice i Bob, je 1—2 (%)H—

(2=2)" = £l = 99891077

n n (n—1)

¢) Pokud je Alice vybrana pravé jednou, muZe se to stat pii k prileZitostech; zbyvajicich k — 1 re-
spondenti je vybrano z n — 1 obyvatel, moznosti je k (n — l)kfl. Pravdépodobnost, ze Alice bude
. k—1
vybrana vice neZ jednou, je 1 — (%)k — k(";ii) =4.996-10".
(U vybéra bez vraceni byla nulova.)

Neusporddany vijbér s vracenim:
Celkovy pocet moznosti (”H]j_l) = 5.203 - 1034342 ale nejsou stejné pravdépodobné. Poéty moznosti
bychom mohli vypocitat, ale pravdépodobnosti z nich nelze snadno uréit. Pravdépodobnosti jsou stejné
jako pro usporadany vybér s vracenim.

Cviceni 2.6. Na Sachovnici 8 X 8 ndhodné rozmistite 8 pésci. Jakd je pravdépodobnost,
a) Ze vSech 8 péscit bude v jedné Tadé nebo na jednom sloupci nebo na diagondle,
b) Ze Zdadni dva péici nebudou na stejném sloupci ani na stejné radé?
Vysledky. a) #s; b) -5k
(%) (%)
Cviceni 2.7. Urcete pravdépodobnost toho, Ze pii n hodech korunou v lichém poctu hodi padne lev.
(Ndvod: Lze pouZit mj. matematickou indukci.)

ReSeni. Prvni feSeni: Oznacme jev A,,, Ze ,,p¥i n hodech korunou v lichém poétu hodit padne lev* a jev
L, 7ze ,,v poslednim hodu padne lev.“ Je-li n = 1, pak zfejmé P[A;] = 1/2.
Predpokladejme platnost tvrzeni pro n. Potom pro n + 1 plati

P{Aus1] = PIL]- PlAqsi|L] + PIL] - P[Ayia| L)
7 indukéniho predpokladu vime, Ze
P[A,41|L] = P[A,] = 1/2, PlAni|L] = P[A,) =1~ P[A,] =1/2.
Dosadime do pfedchoziho vzorce a dostaneme

PlApi] =1/2.

Druhé feSeni: Je-li n liché, pak ke kazdé posloupnosti, pti které padne lichy pocet 1vii, je jednoznacné
piifazena posloupnost se sudym poc¢tem padlych v (0 — 1, 1 — 0). Proto je tato pravdépodobnost 1/2.
Je-li n sudé, pouZijeme vétu o uplné pravdépodobnosti. Necht X je jev, Ze ,padl lichy pocet Ivi,”“ a L
je jev, ze ,,v prvnim hodu padl lev.“ Pak zfejmé P[X|L] = P[X|L] = 1/2 (v prvnim hodu néco padlo a
zbyva lichy pocet hodi).

= — 11 11 1
PIX] = PX|L]- P[L] + PX|L)- P[L] = - 5 + 5 -5 = 5-

Cviceni 2.8. Posloupnost délky 20 obsahuje 17 nul a 3 jednicky. Urcete pravdépodobnost, Ze Zddné dvé
jednicky nejsou vedle sebe. Ddle uréete podminénou pravdépodobnost, Ze Zddné dvé jednicky nejsou vedle
sebe, jestlize vime, Ze jedna jednicka je ma pdté pozici.

Reseni. Uvazujme posloupnost délky 17 sloZenou ze samych nul. Doplnime mezery mezi libovolnymi
dvéma nulami a na zacatku a na konci posloupnosti. Napiiklad pro posloupnost 5 nul a 3 jednic¢ek

Umistime-li jedni¢ky na mista mezer (bez opakovani), Zadné dvé nebudou vedle sebe. Pocet mezer je
1+ 16 4+ 1. Pocet vS8ech moznosti, jak rozmistit 3 jednicky do 18 mezer, je

(+)
(2)

11

Pocet vSech moznosti je



Vysledné pravdépodobnost je
() 17-16

GREDT = 0.7158.

Pocet vSech moznosti, kdy jednicka je na paté pozici, je ddn po¢tem moznosti volby dvou zbyvajicich
jednicek na 19 pozicich, (129). Pocet vSech moznosti, kdy jednicka je na paté pozici a zadné dvé jednicky
nejsou vedle sebe, je soucet nésledujicich polozek:

1 (pocet moznosti, kdy dvé nesousedici jednicky jsou pred pozici 5, tj. na pozicich 1 a 3),

(123) (podet moznosti, kdy dvé nesousedici jednicky jsou za pozici 5, tj. na pozicich 7 az 20; vypocet
obdobny jako v prvni ¢asti),

3 - 14 (pocet moznosti, kdy jedna jednicka je na pozici 1 az 3, druhé na pozici 7 az 20).
Vysledné podminéné pravdépodobnost je

121

— =0.7076.

171
Cviceni 2.9. Jakd je pravdépodobnost, Ze ve skupiné n lidi maji alespori dva narozeniny ve stejny den
(neuwvaZujte prestupné roky a piedpoklddejte, Ze se behem celého roku déti rodi rovnomeérné)?

ReSeni. Necht A je jev, Ze ,,ve skupiné n lidi maji alesponi dva narozeniny ve stejny den. Pak jev A€
znamené, ze ,,ve skupiné n lidi ma kazdy ¢lovék narozeniny v jiny den.“
~ 365-364---(365 —n+1)

P(AC) - 3657 9

o tudiz 365 - 364 365 1
p(ay=1- 205364 (BGE =n+1)
365™
Cviceni 2.10. Béhem dne se v porodnici narodilo 10 déti. Pravdépodobnost narozeni chlapce je p = 0,514.

Jakd je pravdépodobnost, Ze se béhem tohoto dne narodil v porodnici:

a) alespoti jeden chlapec,
b) mazimdlné dva chlapci?

Reseni. Necht A;,i =1,...,10, znadi jev ,i-té narozené dité je chlapec.“ Jev A pak znamena ,alespoii
jedno narozené dité je chlapec® a jev A° zadné narozené dité neni chlapec.“ Jelikoz Aj, ..., Aig jsou
nezéavislé, pak

P(A)=PU2,4) =1-P(A°) =1-[](1 - P(4)) =

=1-(0,486)".

Jev P(B) pak znamen4, Ze se v ten den narodily bud samé hol¢icky nebo Ze jedno narozené dité byl chlapec
a zbytek hol¢icky (na pofadi nezalezi) nebo Ze dvé z narozenych déti byli chlapci a zbytek holéicky (na
poradi rovnéZ nezalezi). Pak

P(B) = (0,486)'° + (11()) 0,514 - (0,486)° + <120) (0,514)2 - (0, 486)°

Cviceni 2.11. V urné jsou dvé koule, bild a cernd. Provddi se viybér po jedné kouli do doby, nez se
vytdhne cernd koule. Kdykoliv se vytdhne bild koule, vrdti se do urny a ptidaji se jesté dvé bilé koule.
Urcete pravdépodobnost toho, Ze se pri prunich 50 tazich cernd koule nevytdhne.

ReSeni. PouZijeme nasledujici vztah, ktery si obecné hodi, pokud provadime sérii pokusi:

Mg&jme posloupnost jevit A1 D As--- O A, kde P(A4,) # 0. ProtoZze mame rovnost A; = A4; N A;_1,
tak dostavame vztah

W - P(A;—1) = P(A;|Ai—1) - P(Ai—1) .

Postupné tak iteraci dostaneme

P(A,) = P(Ay) - P(As|A1) - P(Ap|An_1) .
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Pri praktickém pouziti pak jev A; znamena ,,vysledky série prvnich i pokust.” Podminéna pravdépo-
dobnost P(A;|A;—1) pak je pravdépodobnost vysledku i-tého pokusu za predpokladu, Ze uz nastaly dané
vysledky prvnich ¢ — 1 pokust.

V naSem piipadé budeme mit jevy

A; = v prvnich i tazich se vytahne bila koule,*

podminéné pravdépodobnosti pak budou

_2i—1
20

protoZe po prvnich ¢ — 1 pokusech je v urné 2i — 1 bilych kouli a 1 ¢erna koule. Z¥ejmé je P(A;) = %
Pro n = 50 tedy mame

5 2n—=3 2pn—-1_ 1:2---(2n—-1)-2n _  (2n)! _ (2n 1 2
6 2n—2 2n 7(2.4...(27172).2”)27(n!)2-22”7 n 2 '
Pouzitim Stirlingova vzorce n! ~ v/27mn (%)n dostaneme piibliznou hodnotu

_@n L VA
P(A")_(n!)2.22n_mn(ﬂ)%a%_\/ﬁ’

P(A4;|Ai—1)

P(An) =

|~
e~ w

tedy pro n = 50 to je

PlAsg) = —0% =L - o708
07T (50022100 T B0x '
Soucasné je vidét, Zze pro n — oo se P(A4,) blizi k nule. Podminéné pravdépodobnosti P(A;|A;_1) =

22;1 vytazeni bilé koule v dalsim tahu se p¥itom postupné blizi k jedné pro i — co.

Cviceni 2.12. Tomds bude hrdt s Ivanem a Janem tenis. Bude hrdt tri sety. MuzZe si vybrat pofadi
protihrdci, v jakém se sety budou hrdt: Ivan-Jan-Ivan nebo Jan-Ivan-Jan. Jestlize vyhraje dva sety po
sobé, ziskd prémii. Jaké poradi md Tomds zvolit, aby mél vétsi Sanci ziskat prémii, jestlize Ivan je lepst
hrdc¢ nez Jan?

Reseni. Necht a je pravdépodobnost vyhry s Ivanem a b je pravdépodobnost vyhry s Janem. PFitom
je a < b. K ziskani prémie se musi odehrat bud série , vyhra-vyhra-cokoliv® nebo ,prohra-vyhra-vyhra.“
Pravdépodobnost ziskani prémie v poradi Ivan-Jan-Ivan je tak ab+ (1 —a)ba = ab(2 — a) a pravdépodob-
nost ziskani prémie v potradi Jan-Ivan-Jan je ba + (1 — b)ab = ab(2 — b). Vyssi pravdépodobnost ziskani
prémie je tak pro poradi Ivan-Jan-Ivan, coz muze pisobit proti-intuitivné.

3 Vlastnosti pravdépodobnosti

Cviceni 3.1. Ndhodné vybrané cislo (s rovnomérngm rozdélenim) od 1 do 100 je délitelné dvema. Urcete
pravdépodobnost toho, Ze je toto ¢islo délitelné tremi nebo péti.

ReSeni. Oznatme A nahodny jev, Ze ,,vybrané ¢islo je délitelné dvéma (sudé),“ pak P(A) = 0.5. Déle
ozna¢me B nahodny jev, ze ,,vybrané ¢islo je délitelné tfemi“ a C, ze ,,vybrané &islo je délitelné péti.«
Poéitame tedy pravdépodobnost ndhodného jevu (BUC)|A. Ze vzorce pro podminénou pravdépodobnost
dostaneme

P(BUC)NA) P(ANB)U(ANCQ))

P((BUC)|A) = ) - =) .

Protoze
P(ANB)U(ANC))=P(AnB)+P(ANC)—P(ANBNC)=0.16+0.1 —0.03 = 0.23,

je
2
P(BUQ)|A) = % =0.46.

Nahodné vybrané sudé ¢islo bude s pravdépodobnosti 46 % délitelné tfemi nebo pé&ti.
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Cvi€eni 3.2. Signdl prochdzi zatizenim zleva (L) doprava (P ). Jednotlivé bloky maji poruchu s vyznadce-
nou pravdépodobnosti a vyskyty poruch jsou na sobé nezdvislé. Urcete pravdépodobnost toho, Ze vysland
zprava bude zarizenim prenesena.

P

|
g

1

1

ReSeni. Budeme poéitat pravdépodobnost toho, ze signal zaffzenim neprojde. Pro paralelni zapojeni
dostaneme sjednoceni a pro sériové zapojeni pruniky. Ozna¢me vétve paralelniho zapojeni po fadé A, B, C
od shora doli. Pro prostfedni vétev dostaneme pravdépodobnost rozpojené cesty jako

P(B) = P(ByUBy) = P(By) + P(Bs) — P(BiN By) = 0.4+ 0.4—0.4-0.4 =064,

jestlize vyuzijeme nezéavislosti funkénosti jednotlivych blok.
Paralelni zapojeni blokt bude rozpojené s pravdépodobnosti

P(D;)=P(ANBNC)=0.2-0.64-0.3 =0.0384,
kde jsme jako D; oznacili paralelni spojeni trojice blokt. Vysledné zafizeni je sériovym zapojenim dvou
bloki Dy a Ds, kde pravdépodobnosti rozpojeni jsou rovny P(D;) = 0.0384 a P(D3) = 0.1. Signal
neprojde s pravdépodobnosti
P(Dy;UDs) = P(Dy)+ P(D2) — P(D; N Dy) =0.0384 + 0.1 — 0.0384 - 0.1 = 0.13456 .
Prenos zpravy se tedy uskuteéni s pravdépodobnosti

P=1-P(D;UD,) =1-0.13456 = 0.86544 .

Cviceni 3.3. Ndhodné jevy A a B jsou nezdvislé a P(AU B) = 0.545, P(A N B) = 0.105. Urcete
pravdépodobnosti P(A), P(B) a P(AN B).

ReSeni. Jestlize vyuzijeme nezavislosti ndhodnych jevit A a B, pak dostaneme
P(AUB)=P(A)+ P(B)— P(A) - P(B), P(ANB)=P(A)-P(B).
Oznac¢me si P(A) =z a P(B) = y. Pro hledané pravdépodobnosti tak dostaneme soustavu rovnic

0.105
0545 =2 +y —0.105, - -y=0105=y= 0.

Po dosazeni do prvni rovnice dostaneme kvadratickou rovnici pro nezndmou x ve tvaru
22 —0.652 4+ 0.105 =0 = x; = 0.35, x5 = 0.3.
Ze symetrie vztaht plyne, Ze je
P(A)=10.35, P(B)=0.3 nebo P(A)=03, P(B)=0.35.
Dale je P(AN B) = P(A) — P(AN B) = 0.35 — 0.105 = 0.245, nebo pro druhou volbu fefeni P(AN B) =
0.3 —0.135 = 0.195.
4 Geometrickd pravdépodobnost

Cviceni 4.1. Méime dvé zcela ndhodnd ¢isla x ay mezi 0 a 1. Jakd je pravdépodobnost, Ze jejich soucet
je mensi nez 1 a zdroven rozdil x — y vétsi nez 0.59

ReSeni. Nakreslime-li si ¢tverec o hrané délky 1 znagici (ndhodné) souradnice z a y, pak odpovidajici
plocha je ¢ast Gtverce ohranifend piimkami y = —z + 1 smérem k bodu [0;0] a y = z — 0,5 smérem k
bodu [1;0]. Jeji plocha je rovna 1/16, tudiz hledan4 pravdépodobnost je

1
p—16 _ —
. .
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CviCeni 4.2 (Buffonova tloha). Na linkovany papir hodime jehlu, jejiz délka je rovna vzddlenosti mezi
linkami. Jakd je pravdépodobnost, Ze jehla protne néjakou linku?

Reseni. BUNO: Délka jehly (a vzdalenost linek) je jednotkova.

Oznacéme z € (0, 7/2) thel mezi linkou a jehlou a y € (0,1/2) vzdalenost st¥edu jehly od nejblizsi linky (za
jednotku bereme vzdélenost mezi linkami). Pfedpokladame, Ze tyto nahodné veli¢iny jsou nezavislé a maji
rovnomérna rozdéleni na piislusnych intervalech. Za mnozinu elementarnich jevii vezmeme dvojrozmérny
interval (obdélnik) 2 = (0,1/2) x (0, 7/2), na kterém mame rovnomérné rozdéleni. Jev A — protnuti linky
— nastane, pokud y < % sinz,

A= {(y,z) €(0,1/2) x (0,7/2) | y < 5 sinx} .

Hledana pravdépodobnost je pomér obsahtt mnozin A a {2, pficemz A je plocha pod kiivkou, jejiz
integraci dostaneme obsah, a {2 je obdélnik:

1

1. 7

31, 2 .
/ —sinzdr = — =0.636619772.
2 2 0 2 v

N oo

Cvicéeni 4.3. Na rovnomérnou nekonecnou ctvercovou miizku, kde vzddlenost priseciki je a, hodime
minci o priméru b, b < a. Jakd je pravdépodobnost, Ze mince zakryje cdst nékteré z linek této miizky?

ReSeni. Jev zakryti je urdéen polohou stfedu mince. K zakryti nedojde, pokud se stfed mince bude
nachézet uvnitt nékterého ¢tverce o strané a ve vzdalenosti alespon b od kazdé jeho strany. Pravdépodob-

nost zakryti tak je 1 — (a=b)® _ b(2-2).

a?

Cvi€eni 4.4. Na sousednich strandch jednotkového ¢tverce jsou ndhodné zvoleny dva body A a B (viz
obrdzek). Urcete pravdépodobnost jevu, Ze plocha trojuhelnika NOAB je vétsi neZ 3/8.

—

0 A 1

Reseni. Pocitame pravdépodobnost Plab/2 > 3/8]. Ta je rovna obsahu té ¢asti plochy Gtverce (0,1) x

0,1), ktera lezi nad hyperbolou s rovnici a = =, tj. integralu
150 U g

bt ! 3 1 3 3
1dadb:/ / ldadb:/ <1> db= -+ - 1In- =0.03424.
3/4 J3/ab 3/4 4b 4 4 4

{(a,b)|ab>3/4}
Cviceni 4.5. Dvé osoby prijdou na smluvené misto uplné ndhodné nezdvisle na sobé mezi 12. a 13.
hodinou, pockaji 20 minut a pak odejdou. Jakd je pravdépodobnost, Ze se potkaji?

Reseni. Nakreslime-li si ¢tverec o hrané délky 60 znadici as (uvedeny v minutéch) po dvanacté hoding,
kdy pfijde prvni (osa x), resp. druha (osa y) osoba, pak odpovidajici plocha je ¢ast ¢tverce ohranifena
pfimkami y = x + 20 a y = & — 20. Jeji plocha je rovna 2000, tudiz hledan& pravdépodobnost je

2000 5

3600 9
5 Nezavislé jevy

Cvic¢eni 5.1. Jevy A, B,C jsou po dvou nezdvislé. Plati P(A) = P(B) = 3, dile PPAUBUC) =1 a
P(AUC) = 3. Urcete

a) P(AUB)
b) P(C)
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ResSeni. Mame

11 1 1
P(AUB)=P(A)+ P(B)—P(ANB) = §+§—Z =7
nebot jevy A a B jsou nezévislé. Dale
3 1 1 1
P(C)=P(AUC)+ P(ANC)—P(A) = Z—FP(A)-P(C)— 5= Z+§~P(C),

z &ehoZ plyne P(C) = . Celkové
P(ANBNC)=P(AUBUC)—-P(A)— P(B)—P(C)+ P(ANB)+ P(ANC)+ P(BNCQC)

=1-3 1+3 t_1
- 2 4 4

Cviceni 5.2. Nezdvislé jevy A, B, C maji po fadé pravdépodobnosti 0.2, 0.3, 0.4. Urcete pravdépodobnost
jevu X = (AuB)NC.

ResSeni. Pro nezavislé jevy

P(AUB) = P(A)+ P(B)— P(A) - P(B) =0.2+03—-0.2-0.3=0.44 ,
P(X)=P((AUB)NC)=P(AUB)-P(C) =0.44-0.4 = 0.176 .

Cviceni 5.3 (vylepSeni ndhodného generatoru). Alice a Bob chtéji spravedlivé vybrat jednoho z nich.
Mohou si hodit minci, ale ta je zdeformovand, takZe jsou pochyby, zda padaji oba vysledky se stejnou
pravdépodobnosti. Dohodnou se, Ze hodi minci dvakrdt. Alice vyhrdvd, pokud padnou stejné vysledky, Bob
pii rizngch vysledcich. Kdo z nich md vétsi nadéji na vijhru?

Reseni. Lic pad s pravdépodobnosti 1/2 + ¢,

rub s pravdépodobnosti 1/2 — ¢, kde € € (—1/2,1/2).
2% lic s pravdépodobnosti (1/2 + ¢)?,

2% rub s pravdépodobnosti (1/2 — ¢)°.

Alice vyhrava s pravdépodobnosti

Bob s pravdépodobnosti
2(3+e) (1) = }-2 <}

Pravdépodobnost se od 1/2 ligi od 1/2 o h(e) = 2&? namisto &.
Napf. pro ¢ = 0.01 Alice vyhrava s pravdépodobnosti 1/2 + 2e2 = 0.5002. Udélali jsme ze Spatného
ndhodného generdtoru lepsi.

Cvi€eni 5.4 (vylepSeni ndhodného generatoru 2). VylepSete predchozi piiklad.

Reseni. Potiebujeme vice nez dva hody.
Napf. pfi sudém poctu lict vyhrava Alice, pfi lichém Bob.
Pro 3 hody vyhrava Alice s pravdépodobnosti

(o +3(-e) (349 = § -4,
Pro € = 0.01 je to 0.499 996. Pro 4 hody
(A=) +6 (- +e)’+(L+e)' =1 +8e*=050000008.
Pro velmi $patnou minci, u niz lic padéa s pravdépodobnosti 0.9, tj. € = 0.4,
provedeme napt. 25 = 32 pokusii.
Pravdépodobnost, ze pocet licti je sudy, se lisi od 1/2 o
h(h(h(h(h(€))))) =3.96-10"%.
Takto 1ze vytvofit z velmi Spatného ndhodného generdtoru libovolné dobry (byt pomalejsi).

Cviceni 5.5. Necht p je prvocislo a 2 = {1,...,p} je mnoZina vSech elementdrnich jevi. Pravdépodob-
nost kazdého elementdrniho jevu je 1/p. Naleznéte viechny dvojice nezdvisljch jevi. Nestaci dvojice jevi
vyjmenovat, je nutné podrobné zdivodnit, pro¢ to jsou pouze vdmi popsané dvojice.
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ReSeni. Vsechny dvojice nezavislych jevii jsou
2aA kde AC 2 a
faA kde AC .

Aby jevy A a B byly nezavislé, musi platit

% — P[ANB] = P[A] - P[B] =

TR
=

z ¢eho? plyne, Ze p déli x nebo y. Tedy x € {0,p} nebo y € {0, p}.
Cviceni 5.6. Hodime dvéma kostkami. Oznacme jevy
A = ,na pruni kostce padlo liché éislo,
B = ,na druhé kostce padla nejvyse trojka, “
C = ,soucet hodd je lichy.
Uréete, zda jsou jevy A, B, ddle B,C a A, C nezdavislé. Co lze Tici o nezdavislosti jevi A, B,C'?

Reseni. Predeviim P(A) = P(B) = P(C) = 1 (u C si lze napiiklad rozepsat viech 36 moznosti, co
miZe padnout, z ¢ehoZ dava polovina sudy soudet a polovina lichy).

Jevy A, B jsou nezavislé, nebot kazdy je vazany na jinou kostku a kostky héazi nezavisle.

Jev ANC' znamen4, Ze na prvni kostce padlo liché ¢islo a na druhé sudé ¢islo. Tyto dva jevy jsou nezavislé
a pravdépodobnost kazdého z nich je 3, proto je P(ANC) = 4 - 4 = 1 = P(A)- P(C). Tedy jevy A,C
jsou nezavislé.

Pii jevu B N C mohou nastat moznosti

a) Na druhé kostce padla jednicka a na prvni sudé &slo. Tyto dva jevy jsou nezavislé a maji po fadé

pravdépodobnosti % a %

b) Na druhé kostce padla dvojka a na prvni liché ¢islo. Tyto dva jevy jsou nezavislé a maji po fadé

pravdépodobnosti % a %

¢) Na druhé kostce padla trojka a na prvni sudé &slo. Tyto dva jevy jsou nezavislé a maji po fadé

~ -1 1
pravdépodobnosti ¢ a 3.

Celkem je tedy
1
P(BNC)=—- 3 +

a proto jsou jevy B, C nezévislé.

Jev AN BN C znamena, Ze na prvoi kostce padlo liché ¢islo a na druhé dvojka. Tyto jevy jsou nezavislé
a maji po fadé pravdépodobnosti 1 a . je tedy PLANBNC) = 15 # § = P(A) - P(B) - P(C). Jevy
A, B, C tedy nejsou nezavislé, jsou pouze po dvou nezéavislé.

Cviceni 5.7. Automat vyrdbi soucdstky ve tvaru obdélnika. Tolerance v $iFce je prekrocena v 8 %, toler-
ance v délce je prekrocena v 7 % a v obou rozmérech ve 3 % vyrobenich soudcdstek.

a) Rozhodnéte, zda jsou poruSeni rozméru v délce a Siice nezdvisld & zdvisla?
b) Vypoctéte pravdépodobnost toho, Ze ndhodné vybrany virobek md oba rozméry v toleranci.

Reseni. Ozna¢me A poruseni tolerance v §ifce a B poruseni tolerance v délce.
a) Potom je
P(A) =0.08, P(B) =0.07, P(ANB)=0.03.

Nahodné jevy A a B budou nezéavislé, pravé kdyz plati
P(ANB)=P(A)-P(B) .
To ale zjevné neni pro néas pfipad pravda, protoze 0.03 # 0.08 - 0.07. PoruSeni rozméra jsou tedy zavislé
nahodné veli¢iny. o
b) Dobry vyrobek je jev AN B, jehoZ pravdépodobnost je

P(ANB) = P(AUB)=1-P(AUB) =
= 1-P(A)— P(B)+P(ANB) =1—-0.08—0.07+0.03 = 0.88.

Dobry vyrobek ziskdme s pravdépodobnosti 88 %.
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Cviceni 5.8. Hladina je kontrolovdna 4 spinaci dle obrdzku. Pri nizké hladiné maji byt vSechny sepnuty,
pri vysoké vypnuty. KaZdy z nich (nezdvisle) je s pravdépodobnosti 10 % v opaéném stavu, nez by mél
byt. Jakd je pravdépodobnost poruchy celého zapojeni v sepnutém, resp. vypnutém stavu? Porovnejte s

pouZitim jednoho spinace.
oO—9 * o ¢—O

R I B

ReSeni. Oznacéme p pravdépodobnost, 7e spinac je sepnuty. Paralelni spojeni dvou nezavislych spinaci
je spojené s pravdépodobnosti ¢ = 1 — (1 —p)?, sériové spojeni dvou takovych obvodii s pravdépodobnosti
2

r=q°.

Nizka hladina: p = 0.9, ¢ = 0.99, r = 0.9801, pravdépodobnost poruchy je 1 —r = 0.0199.

Vysoka hladina: p = 0.1, ¢ = 0.19, r = 0.0361, coz je i pravdépodobnost poruchy.

V obou stavech se pravdépodobnost poruchy nékolikanédsobné snizila oproti jednomu systému, kde byl
jen jeden spinac.
Cviéeni 5.9. Stykac md byt zapnut 8 hodin denné. Md-li byt vypnuty, je s pravdépodobnosti 10 % zapnuty,
md-li byt zapnuty, je s pravdépodobnosti 5 % vypnuty.

a) S jakou pravdépodobnosti nepracuje spravné?
b) Jakd bude tato pravdépodobnost, pokud pouZijeme dva nezdvislé stykace a spojime je sériove?
¢) Jakd bude tato pravdépodobnost, pokud pouZijeme dva nezdvislé stykace a spojime je paralelné?

Vysledky. a) 1/12 = 0.083, b) 0.1175/3 = 0.039, c) 0.1275.

6 Podminéna pravdépodobnost a Bayesova véta

Cvigeni 6.1. Ndhodné vybereme kladné celé éislo N, rozdéleni pravdépodobnosti je P[N = i] = 27¢. Poté
hodime N kostkami. Necht S je soucet hodnot, které pii hodu padly.
Urcete podminéné pravdépodobnosti PIN =2 | S =4] a P[S=4| N je sudé].

Reseni. L
PIN =2,5 = 4] 1.1
PIN=2|8=4= " g™ = e
= 2'6T1 12178 2161 16 1206
11 1 1 3
Lol oL 42,334
P[S=4|N jesudg) = A 12716 1206 _ 2o &
itigte T 453

Cvigeni 6.2. [
a) Rodina md dvé déti, starsi je deera. Jakd je pravdépodobnost, Ze maji dvé deery?
b) Rodina md dvé déti, (aspoti) jedno z nich je dcera. Jakd je pravdépodobnost, Ze maji dvé dcery?

Reseni. a) Jde o pravdépodobnost, Ze mladsi z déti je dcera, coz nastava s pravdépodobnosti ¢ blizkou
1/2, presnéji asi 0.52. (Predpokladame, Ze pohlavi déti jsou nezavisla, coz je pfiblizné spravné.)

b) Pozor, nejde o stejnou ulohu jako A! Pokud pro jednoduchost predpokladame ¢ = 1/2, pak
predpoklad J, Ze ,,rodina m4 aspoii 1 dceru,“ je splnén s pravdépodobnosti P(J) = 1—(1—¢q)? = 3/4,
ale to, ze ,rodina ma 2 dcery,“ je podjev D C J s pravdépodobnosti P(D) = ¢*> = 1/4 = P(DN.J).
Podminéna pravdépodobnost je

P(DnJ) P(D) 1/4 1

PO = =507 =Py ~ 34" 3"

Obecnséji pro pravdépodobnost narozeni divky ¢
2

q
PD|J) = ——F———
(D) =2
pro g = 0.52
¢
P(D|J)= ———— =0.35.
ol 1—(1-gq)?

2Dle David Grudl: Mozek se vzpouzi uvéfit. http://www.latrine.cz/ 5.6.2008. Jako autofi jsou uvedeni Pixy a Arthur.
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Cviceni 6.3. U 10% #idici, kteid zptisobili dopravni nehodu, bylo prokdzdno poZiti alkoholu. Rozsdhly

vvvvv

alkohol.
Reseni. Oznacme jevy
A = ,pozil alkohol,“
H = ,zpisobil nehodu.“
Pak méme P (A|H) =0.1 a P(H|A) =7-P (H|A). Tudiz

- - P (H|A) - P (A) B 7-P(A)
0.1 =P (A|H) = P(H|A)-P(A)+ P(H[A) - P(A) 7-P(A) +(1-P(A)"
Vysledek je 1
P(A) = 61

s v o

Cviceni 6.4. Poziti alkoholu bylo prokdzdno u 1% wvsech ¥idict a u 10% vidict, kteit zpisobili dopravni
nehodu. Kolikrdt se poZitim alkoholu zvySuje riziko nehody?

ReSeni. Opét si oznacme jevy
A = ,pozil alkohol,*
H = ,zpisobil nehodu.*
Pak mame P (A) =0.01 a P(A|H) = 0.1. Tudiz
01 =PAH) = 5 .Z((iﬁ) pp((;lx) ()
B P (H|A)-0.01 1

~ P(H[A)-001+ P (H[A) 099 | I;g@

-99

A vysledek je
P (H]A)

P(H|A) -

Cvi€eni 6.5. V populaci je infikovina 1/4 jedinci, ale jen u 2/3 infikovangch se ndkaza projevuje (a
u Zddngjch neinfikovanych). Jakd je pravdépodobnost, Ze jedinec bez priznaki neni infikovany?
ReSeni. Oznacme jevy

I = ,clovék je infikovany,“

Pr = ,¢lovék mé pfiznaky.”

Pak mame P(I) = 1/4, P(Pr|I) =2/3 a P(Pr|I) = 0. Tudiz

P(I|Pr) = P(Pr|I)-P(I) _ P(Pr[I) - P(I) _
~  P(Pry  P(Pr|I)-P(I)+ P(Pr|lI)-P(I)
1-3/4 0.9

T 1-3/4+1/3-1/4

Cviceni 6.6 (pozitivni test na nemoc). Test nemoci je u 1% zdravgch falesné pozitivni a u 10% nemoc-
nych falesné negativni. Nemocnich je v populaci 0.001. Jakd je pravdépodobnost, Ze pacient s pozitivnim
testem je nemocny?

ReSeni. Oznacme jevy

T = ,pacient ma pozitivni test,“

N = ,pacient je nemocny.*
Pak mame P(N) = 0.001, P(T|N) =0.01 a P(T|N) = 0.1. Tudiz
P(T|N)-P(N P(T|N)-P(N
pviry - PO POV (TN) P(N)
P(T) P(T|N) - P(N) + P(T|N) - P(N)
.9-0.001
0.9-0.00 = 0.08264 .

~0.9-0.001 +001-0999 121
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Cvi€eni 6.7 (vyskyt nemoci v populaci). Modifikace predchoziho prikladu: Nevime, kolik nemocngch je
v populaci, ale vime, Ze pravdépodobnost pozitivniho testu je 0.02. (Test nemoci je u 1% zdravych falesné
pozitivni a u 10% nemocnych falesné negativni.) Odhadnéte podil nemocnych je v populaci.

ReSeni. Opét oznacme jevy
T = ,pacient ma pozitivn{ test,"
N = ,pacient je nemocny."
Vime, ze P(T) = 0.02, P(T|N) =0.01 a P(T|N) = 0.1. Tudiz
0.02= P(T) = P(T|N)-P(N)+ P(T|N) - P(N) =
—=0.01-(1—P(N))+0.9-P(N) = 0.89 - P(N) + 0.01

a tedy

0.01
P(N) = gg = 0.011236 .

Cviéeni 6.8. Pravdépodobnost onemocnéni cukrovkou je 5% wu téch, jejichZ rodice tuto memoc neméli,
10% tam, kde ji mél jeden z rodici, a 30%, pokud méli cukrovku oba rodice. Piedpokldddme, Ze onemocnéni
otce a matky jsou nezdvislé jevy.

a) Jaky je rovnovdzny podil ¢ nemocnych cukrovkou v populaci (stejny u generace rodici i déti)?

b) Jestlize pacient onemocnél cukrovkou, jakd je pravdépodobnost, Ze tuto nemoc mél aspori jeden z jeho
rodict, pokud piedpokldiddme, Ze v populaci je rovnovdzny vyskyt?

Reseni. Oznacme jevy

D = ,potomek ma cukrovku,*

Ry = ,,zadny z rodi¢i potomka nemé cukrovku,”
R, = ,,pravé jeden z rodi¢i potomka ma cukrovku,“
Rs = ,,0ba rodi¢e potomka maji cukrovku.“

a) Pro rovnovazny podil pak mame vztah
¢ = P(D) = P(D|Ry) - P(Ro) + P(D|Ry) - P(Ry) + P(D|Rz) - P(Rz) =

=0.05-(1—-¢)>40.1-2¢(1—¢)+0.3-c*.
Tedy
c=>5608-10"2.
b) Méame

P(D|Ry) - P(Ro) _ | 0.05-(1—c)?

=1-0.7944 =0.2 .
P(D) c 0.79 0.2056

P(R1 UR2|D) = 1—P(R0|D) =1-

Cviceni 6.9. Jazykovy korektor zmeni 99% chybnijch slov na sprdvnd a 0.01% sprdvniich na chybnd.
Zmenil 2% slov. Odhadnéte mnoZstvi chybnijch slov v jeho vijstupu.

ReSeni. Piedtim pravdépodobnost chybného slova p. Opraveno 0.99 - p 4+ 1074 - (I-p) =0.02, p =
2.0103 - 1072. Po opravé chybné 0.01-p+ 1074 (1 — p) = 2.9902 - 10~4.

Cvi€eni 6.10. Z 60 Zijicich clend klubu vyslouZilgch ndmornich kapitdni jich 5 zaZilo ztroskotdni (jed-
nou). Podle statistiky pFi ztroskotdni lodi v této oblasti tietina kapitini zahyne. Odhadnéte pravdépo-
dobnost, Ze kapitdin zaZije ztroskotdni (aspori jednou za Zivot — moznost opakovaného ztroskotdni téhoz
kapitdna i piredcasného dmrti z jiné piiciny zanedbdvdme).

ReSeni. Oznacme jevy
A =  kapitan se dozil diachodu,*

H =  kapitan zazil ztroskotani.“
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Pak méme P(A|B) = 2, P(A|B) =1, P(B|A) = & = 15 (odhad)
Bayesova véta:

P(B) - P(A|B) + P(B) - P(A|B)
1 2P(B)
12 2P(B)+(1-P(B))
P(B) = % =0.12

Alternativni feSeni: Na 5 prezivsich namornika piipada v praméru 5 - % = 7.5 Gcastnikl ztroskotani, z
toho 2.5 nepfezilo, celkovy pocet je 60+2.5 = 62.5 a pravdépodobnost, Ze se jedna o tcastnika ztroskotani,
je 672'.55 = ;’—5 (tyto Cetnosti ndm jen nézorn&ji nahrazuji pravdépodobnosti, proto neni nutné, aby byly
celociselné, pokud vychazime z toho, Ze statistika Gamrtnosti pii ztroskoténich je zalozena i na dalsich
pripadech kromé zde uvazovanych; z téch by nemohla vyjit %)

Cvi€eni 6.11. Do obchodu doddvagi ¢ipy t¥i vijrobei, po Fadé 50 %, 30 % a 20 % zdsoby obchodu. Pravdépodob-
nosti vyroby dobrého Gipu od jednotlivijch vyrobeti jsou po Fadé p; = 0.98, po = 0.95 a p3 = 0.99.

a) Uréete pravdépodobnosti, Ze zakoupeny ndhodné vybrany ¢ip je vadny.
b) Urcete pravdépodobnost, Ze ¢ip je od druhého vyrobee, za piedpokladu, Ze je dobry.

Reseni. Ozname H;, 1 < i < 3, jev, Ze zakoupeny &p byl od i-tého vyrobce a A néhodny jev, Ze
zakoupeny ¢ip byl dobry.

a) Pocitame pravdépodobnost jevu A, ktery se realizuje ve tfech navzajem se vyluéujicich moznostech.
Podle vzorce pro tplnou pravdépodobnost je

3
P(A) =" P(A|H;) - P(H;) =0.02-0.5+0.05- 0.3+ 0.01 0.2 = 0.027.

i=1
Pravdépodobnost, ze ndhodné vybrany ¢ip je vadny, je rovna 0.027.

b) Pozadovanou pravdépodobnost vypocteme pomoci Bayesova vzorce, kde vyuzijeme skutecnosti, ze

P(A)=1- P(A) =0.973. Potom je

P(A|H,) - P(H)  0.95-0.3
P(A) 0973

P(H,|A) = = 0.293.

Cviceni 6.12. Mdme 4 krabice stejného vzhledu. V pront jsou 3 bilé a 2 cerné koule, ve druhé jsou 2 bilé
a 2 cerné koule, ve treti je 1 bild a 4 cerné koule, ve ¢turté 5 bilyjch a 1 éernd koule. Pokud ndm nékdo
7ekl, Ze ndhodné vybral jednu z krabic a vytdahl 1 kouli, kterd byla bild, s jakou pravdépodobnosti miZeme
usuzovat, Ze v tézZe krabici se nachdzi alespori 3 cerné koule?

Vysledky. Jedina krabice obsahujici alespon 3 ¢erné koule je tfeti krabice. Podminéna pravdépodobnost
pak bude 3% = 0.09375.

Cviceni 6.14. Cestovatel pFijede do mésta, kde je 30% lhdri, 15% ndladovijch a 55% mnormdlnich lids.
Lhari lZou s pravdépodobnosti 0.9. Normdlni lidi mluvi s pravdépodobnosti 0.75 pravdu. Ndladovy lidé v
poloviné pripadi lZou a v polovin€ Tikaji pravdu. Cestovatel potkal jednoho z obyvatel mésta a zeptal se
ho, jestli je normdlni. Jakd je pravdépodobnost, Ze mu cizinec odpovi, Ze je normdlni?

Reseni. Oznacme si jevy:
A = ,cestovatel se zeptal lhare,*
B = ,cestovatel se zeptal naladového c¢loveka,*
C = ,cestovatel se zeptal normalniho ¢lovéka,*

W = ,doty¢ny odpovi, Ze je normalni*

(doplitkovy jev: W = ,dotyény odpovi, Ze neni normalni“).

21



Vime, ze A, B, C je uplny disjunktni systém jevi a
P(A)=0.3 P(B)=0.15 P(C)=055
PW|A)=09 PW|B)=05 PW|C)=0.75
a zajima nas P(W). Z véty o uplné pravdépodobnosti mame:
PW)=P(W|A)-P(A)+ P(W|B) - P(B)+ P(W|C) - P(C) =
=0.9-034+0.5-0.15+0.75-0.55 = 0.7575 .

Cizinec tedy odpovi, Ze je normalni, s pravdépodobnosti 75, 75%.
Je dobré si jesté vSimnout, jak souvisi jev W = ,doty¢ny odpovi, Ze je normalni“ s jevy

T = ,doty¢ny odpovida pravdive,”
F = ,doty¢ny odpovida nepravdive.*

Vztah je zfejmé tento:

W=(ANF)U(BNF)U(CUT).

Cviceni 6.15. Ve shirce 50 obrazi je 5 padélki. JestliZe je obraz falesny, znalec to poznd s pravdépodob-
nosti 80%. Je-li obraz origindl, znalec ho mylné posoudi s pravdépodobnosti 5%. Urcete

a) pravdépodobnost, Ze obraz je origindl, jestlize byl znalcem oznacen za origindl,
b) pravdépodobnost, Ze obraz je padélany, jestlize byl znalcem oznacen za padélek.
Reseni. Oznacme jevy:
O = ,obraz je original,*

(doplitkovy jev: O = ,,obraz je padélek®)

7 = ,znalec obraz oznadi za original,*
(doplitkovy jev: Z = ,znalec obraz oznadi za padélek®).
Vime, ze
P(O) 5 01 P(Z|0)=0.8 P(Z|0O)=0.05.

= % =
a) Zajimé nas P(O|Z). Z Bayesovych vét mame:

_ P(z|0)- P(O) _ (1-P(Z|0))-(1-P(0))
POI2) = == g = FD

P(Z) = P(Z|0) - P(O) + P(Z|0) - P(O) = 0.05- 0.9+ 0.8 - 0.1 = 0.125

a tedy

0.95- 0.9
P(0|Z) = =g = 0.977L .

b) Zajima nas P(O|Z). Z Bayesovy véty a predchoziho mame:

P(Z|0)-P(O) 0.8-0.1
P(Z) 0125

P(0|2) = =0.64 .

Cviéeni 6.16. Kdyz vypravéd vyprdvi détem néjaky svij zdZitek, je Sance 40%, Ze si vymysli. Déti to
poznagi v 70% piipadii. Na druhou stranu, i kdyZ si zrovna nevymysli, tak mu zase ve 20% pFipadii nevéii.
a) Jakd je pravdépodobnost, Ze ndsledujici zdZitek budou déti vypravedi véFit?
b) Dalsi vypravéciv pribéh mu déti uwvéiili. Jakd je pravdépodobnost, Ze vypravéé si nevymyslel?
Vysledky. a) 0.6 ; b) 0.8.

Cviceni 6.17. Student prisel na zkousku na posledni chvili, ale nemize si vzpomenout, ktery ze tii
moznyjch (stejné pravdépodobnijch) predméti (analyza, pravdépodobnost, algebra) se vlastné zkousi. Vi,
Ze neumi 40% otdzek z analyzy, 35% z pravdépodobnosti a 20% z algebry.
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a) Jakd je pravdépodobnost, Ze zkousku udéld?
b) Jestlize zkousku udélal, jakd je pravdépodobnost toho, Ze to bylo z pravdépodobnosti?

Vysledky. a) 51 = 0.6833 ; b) {3 =0.3171.

Cviceni 6.18. Mdme testovaci metodu pro vijrobek, kterd ale nefunguje vZdy. Pokud je vyrobek defekint,
test ukdze, Ze je defektni s pravdépodobnosti 0.9. Pokud je vyrobek funkcni, test vekne, Ze je defektni
s pravdépodobnosti 0.2. Dany vyrobek je funkéni s pravdépodobnosti 0.7. Nyni nezdvisle otestujeme 3
vyrobky s viysledkem testu: funkcni. Jakd je pravdépodobnost, Ze vSechny vijrobky jsou skutecné funkéni?

3
Vysledky. (%) = (0.9492)% = 0.8552.

Cvi€eni 6.19. Kocourkovsti obyvatelé mluvi v sudjch tydnech pravdu s pravdépodobnosti 2/3 a v tyd-
nech lichyjch pouze s pravdépodobnosti 1/5. Vy jste se vydali do Kocourkova navstivit tamni vyhldsenou
restauraci a na cestu se zeptdte nékoho mistniho.

a) Jakd je pravdépodobnost, Ze je zrovna lichy tyden, jestliZe jste se podle popisu skuteéné do restaurace
dostali?

b) Jakd je pravdépodobnost, Ze je sudy tyden, kdyZ jste podle popisu do restaurace nedorazili?

Vysledky. Predpokladame, Ze sudé a liché tydny maji stejnou pravdépodobnost (je jich 52 v roce).

a) 35 =0.4333; b) % = 0.2941.

Cviceni 6.21. Na technické vysoké skole se ctyimi fakultami A,B,C,D studuje 13.85% divek, pricemz
na fakulté A je tiikrdt snazsi potkat divku nez na fakulté B. Na fakulté C studuje 15% divek (tedy 85%

kluki), na fakulte D jich je 10% (tedy 90% kluki). Pomér poctu studentd na jednotlivijch fakultdch uwvddi
ndsledujict tabulka. Kazdy student studuje prdvé na jedné fakulté.

fakulta A B c D
studenti || 10% | 35% | 24% | 31%

a) Jakou mdte Sanci, Ze kdyz potkdte studenta z fakulty A, Ze to bude divka?

b) Pokud jste prdvé potkali divku z technické vysoké Skoly, na jaké fakulté nejpravdépodobnéji/nejméné
pravdépodobné studuje? Jakd je Sance, Ze studuje fakultu D?

¢) Pokud za zdvésem stoji student technické vysoké Skoly, s jakou pravdépodobnosti je to kluk studugjict
na fakulte C?

Reseni. a) Oznafme po fadé A, B, C, D jevy, Ze vybrany student studuje na fakulté A,B,C,D a F, Ze
student je Zenského pohlavi. Protoze jsou jevy A, B,C, D mozné (tj. Zadny z nich neni nemoZny),
po dvou disjunktni, a P(AU BUC U D) = 1, plati dle véty o uplné pravdépodobnosti

P(F)=P(F|A)-P(A)+ P(F|B)-P(B)+ P(F|C)-P(C)+ P(F|D) - P(D).
Vime, 7ze P(F|A) =3- P(F|B), a dale P(F|C) = 0.15, P(F|D) = 0.1. Dosazenim dostavame

0.1385 = 3- P(F|B) - 0.1 + P(F|B) - 0.35 + 0.15 - 0.24 + 0.1 - 0.31
0.0715 = 0.065 - P(F|B)
P(F|B) = 0.11.

Tedy pravdépodobnost, Ze nahodné vybrany student z fakulty B je divka, éinf 11%. Z toho plyne,
Ze pravdépodobnost, Ze ndhodné vybrany student z fakulty A je divka, ¢ini 3-11% = 33%.

b) Chceme uspofadat pravdépodobnosti P(A|F), P(B|F), P(C|F), P(D|F) dle velikosti a znat pres-
nou hodnotu P(D|F). Dle definice dostavame

P(DNF) P(F|D)-P(D) 0.1-0.31

P(DIF) = P(F) P(F) ~ 01385

= 0.224.

Tedy pravdépodobnost, ze divka bude studovat na fakulté D, je pfiblizné rovna 22%. Chceme-li
znat pouze usporadani pravdépodobnosti, Ze divka studuje na té které fakulté, a ne jejich presné
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hodnoty, lze porovnavané vyrazy jisté pronasobit ¢lenem P(F): to na uspofadani nic nezméni. Tedy
namisto vyrazi P(A|F), P(B|F), ..., se budeme zabyvat vyrazy P(ANF), P(BNF),... Mame tedy

P(ANF) = P(F|A)- P(A) = 0.33-0.1 = 0.033

a obdobnym zptsobem zjistime, ze P(B N F) = 0.0385, P(CNF) = 0.036 a P(D N F) = 0.031.
Porovnanim zjistime, Ze s nejvétsi pravdépodobnosti divka studuje na fakulté B, naopak nejméné
pravdépodobné je, ze studuje na fakulté D.

¢) Chceme zjistit hodnotu vyrazu P(C'N F). Cili
P(FNC)=P(F|C)-P(C)=(1-P(F|C))-P(C)=0.85-0.24 = 0.204,
a tedy pravddpodobnost, Ze za zavésem stoji kluk z fakulty C, je asi 20%.

CviCeni 6.22. Bindrni komunikacni kandl prendsi symboly 0 a 1 ze vstupu (jevy Ao a A1) na vystup
(jevy By a B1) podle uvedeného schématu, kdy je vlivem Sumu s uréitou pravdépodobnosti zaménén symbol
1 za symbol O nebo naopak.

q
0 * 0
l—gq
Vstup (A) 1—p Vistup (B)
1 ® * 1
p

Jestlize je ¢ = P(By|Ao) = 0.9, p = P(B1|A1) = 0.8 a P(Ap) = 0.7, P(A;) = 0.3, urcete:
a) pravdépodobnosti P(By) a P(B1) vyskytu symboli na vystupu;
b) pravdépodobnost toho, Ze vyslany symbol bude pFenesen spravné.
ReSeni. Pro i = 0,1 mame jevy:
A; = ,byl vyslan znak 4,“
B; = ,,byl pfijat znak 7.

a) Pravdépodobnosti vyskytu symbolt na vystupu uré¢ime pomoci vzorce pro tplnou pravdépodobnost.
Je tedy

P (BolAg) P (B1]Ao)
P (BolA1) P (B1]Ar)

P(Bo) P(By)] = [P(40) P(Ay)]-

0.9 0.1

- [0.7 0.3}- s 08

- [0.69 0.31}

b) Pravdépodobnost P spravného pfenosu je rovna sou¢tu pravdépodobnosti spravného prenosu sym-
bolid 0 a 1, tedy

P = P(AgNBy)+ P(A, N By) = P(Bo|Ag) - P(Ag) + P(By|Ay) - P(A;) = 0.9-0.7+0.8-0.3 = 0.87.

Cvi€eni 6.23. Na vstupu bindrniho informacniho kandlu mohou byt znaky 0 a 1 (jevy Ao a A1). Na vys-
tupu (jevy By a By) jsou znaky piecteny s nezdvislou pravdépodobnosti chyby p = 0.1. Urdete podminéné
pravdépodobnosti vstupu pii zndmém vystupu, je-li apriorni pravdépodobnost jednicky

a) P(Al) = 04,
b) P(A;) =0.1,
¢) P(A;) =0.05
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P (Bog|Ao) P (B1|Ap)
P (BolA1) P (B1]Ar)

P(By) P(B))]=|P(4) P(A)]-

09 0.1

- [0‘6 0'4]' 0.1 0.9

- [0.58 0.42} ,

P (BoAg) - P(Ag)  0.9-0.6

P (Ao|Bo) = P (Bo) = —g5g = 093103,
P (A1|By) = P(Bol‘f(lgfml) = 0'3.52'4 = 6.8966- 1072,
P (Ao|B1) = P(Bllf?gf(AO) = 0'3'42'6 = (.14286
P (A1|B1) = P(Bllf(l;lf%) = 0'3.'4(2)'4 = 0.85714.

b)
|P(Bo) P(B1)| =09 01] [8? 8;] ~ |0s2 018,
P (Ao|Bo) = P(Bof?éj(%) = 0'3.'8(2)'9 — 0.9878,
P (A1]By) = P(Bolf(%fml) = 0.3-8(;.1 ~1.2195-1072,
P (Ao|By1) = P(BI;?;;)P(AO) = o.é'ig.g —05,
Pl = TR )BTRS 0.

c)
P (By) P(Bl)} - [0.95 0.05} : [8:? g;} - {0.86 0.14} ,
P (Ag|By) = P(BOE&)B;;(AO) = 0'%256'95 =0.99419,
P (A1]By) = P(Bof(%j(Al) = 0'1():;605 = 5.8140-1073
P (A|By) = P(B:LEEJ)B;;D(AO) = 0'10:10495 =0.67857,
P (A4By) = P(Blﬁ(lj)g'fml) = 0'%:10405 = (.32143

Zavér: Je-li vystup 1, pak v pfipadé (b) je stejné pravdépodobné, Ze vstup je 0 nebo 1; v pfipadé (c) je
dokonce pravdépodobnéjsi, ze vstup je 0 (takze bayesovské rozhodovani vede k zavéru, Ze na vstupu jsou
samé nuly).

Cviceni 6.24. Bindrnim informacnim kandlem jsou zasildny symboly 0 a 1 (jevy Ay a A1). Pravdépodob-
nost spravné detekce symbolu 1 je p = 0.95 a symbolu 0 je g = 0.8 (jevy Bg a B1).

Jaké budou pravdépodobnosti hodnot na vistupu po prichodu dvéma élanky, jsou-li na vstupu pocdtecns
pravdépodobnosti symboli 1 a O po Fadé 0.4 a 0.67

Reseni. Mame dany tyto pravdépodobnosti P(A;) = 0.4, P(Ag) = 0.6 a P(B;|A;) = 0.95, P(By|A;) =
0.05, P(By|Ap) =0.8, P(B;|Ap) =0.2.
Pravdépodobnosti na vystupu po prichodu jednim ¢lankem jsou

P(Bi|A1), P(Bo|A;) )

(P(B1). P(Bo)) = (P(41), P(4o) < P(By| o), P(Bo|Ao)

Ozna¢me si ndhodné jevy
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C; = ,,po priuchodu dvéma ¢lanky na vystupu je zachycen symbol 7,

pro ¢ = 0, 1. Po prichodu dvéma ¢lanky se matice transformace nasobi, tedy hledané pravdépodobnosti
jsou dany vzorcem

P(Bi1|A1), P(Bo|A1) )2

(P(Ch), P(Co)) = (P(A1), P(Ao)) ( P(Bi1|Ap), P(Bol|Ao)

Po dosazeni zadanych hodnot dostaneme

2
0.95, 0.05 0.9125, 0.0875
P(Cy), P(Cy)) = (0.4, 0.6 ’ = (0.4, 0.6 ’ = (0.575, 0.425) .
(P(C1), P(Co)) = ( )( 02, 08) ( )( 0.35, 0.65> ( )

Cvi€eni 6.25. Bindrnim informacnim kandlem na obrdizku jsou zasildny symboly 0 a 1 (jevy Ag a A1) a
zachytdvdny na vystupu (jevy By a By ). Pravdépodobnost sprdavné detekce symbolu 1 je p = 0.8 a symbolu
0 je ¢ = 0.9. Zndme pravdépodobnosti zachycena vystupu (P(By), P(B1)) = (0.7, 0.3).

a) Jaké jsou pravdépodobnosti (P(Ao), P(A1)) dvojice (0, 1) na vstupu vstupnich hodnot?
b) Jakd je pravdépodobnost toho, Ze detekovand 0 na vystupu byla odesldina jako 0 ze vstupu?

¢) Jakd je pravdépodobnost spravné detekce, tedy situace, Ze detekovany symbol na vystupu byl jako
takovy odesldn ze vstupu?

d) Jakd je pravdépodobnost chybné detekce, tedy situace, Ze detekovany symbol na vystupu byl jako
opacny odesldin ze vstupu?

ReSeni. Mame zadény uvedené podminéné pravdépodobnosti
P(By|Ap) = 0.9, P(B1|Ap) =0.1, P(By|A1) =0.2, P(B;|A;) =0.8.

a) Ze vzorce pro uplnou pravdépodobnost dostaneme pro hledané pravdépodobnosti na vstupu sous-
tavu rovnic

P(By) = P(Ao) - P(Bi|Ao) + P(A1) - P(Bi|A1),  0.3=0.1-P(Ag)+0.8- P(A).

Soustava ma FeSeni 07-08—-03-02 0.5
P(Ag) = 09 08-01.02 07 0743

09-03-0.7-0.1 0.2
P(Ay) = = — =0.2857.
(Ay) 0.7 0.7
Pravdépodobnosti symbolii na vstupu jsou (P(Ap), P(A41)) = (0.7143, 0.2857).
b) Hledame pravdépodobnost jevu, kdy detekovana 0 na vystupu byla jako 0 vyslana ze vstupu, tedy
podminénou pravdépodobnost P(Ag|By):

P(By|Ag) - P(Ag) . 0.9-0.7143

=0.9184.

c¢) Pravdépodobnost P, spravné detekce bude
P, = P(Ay N By) + P(A1 N By) = P(By|Ag) - P(Ao) + P(Bi|A1) - P(Ay) =

=0.9-0.7143 4+ 0.8 - 0.2857 = 0.87143..
d) Jedna se o doplitkovou pravdépodobnost k ¢asti ¢), P, =1 — P, = 79—0 = (0.12857.
Vypocet jako v €asti ¢) by vedl k nasledujicim vysledkim:
P, = P(Al ﬁBo) +P(A0 ﬂBl) =
=0.2-0.285740.1-0.7143 = 0.05714 + 0.07143 = 0.12857 .
Cvi€eni 6.26. Mozné znaky na vstupu jsou 0,1,2 (jevy Ao, A1 a As). ZaFizeni je pFecte a uloZi (jevy
By, By a By). Pravdépodobnost, Ze znak 1 nebo 2 precte a uloZi spravné, je 80%, piicdemz pokud zaiizend

udéld chybu, pak vidy zaméni 1 za 2 a naopak. Chyby se vyskytuji nezdvisle. Nulu pTecte a uloZi sprdvné
vZdy.
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0 ° * 0
0.8
Vstup (A) 1 1 Vystup (B)
0.2
0.2
2 * 2
0.8

Pravdépodobnost, Ze na vstupu se objevi 0, je rovna 40%, pravdépodobnost kaZdého ze znaki 1 a 2 je
30%.

a) Jakd je pravdépodobnost, Ze se znak na vstupu ulozi jako 27
b) Ulozily se znaky (1,1). Jakd je pravdépodobnost, Ze byly oba na vstupu?
ReSeni. Pro i = 0,1,2 si ozna¢me jevy

A; = ,znak na vstupu je i,
B; = ,,znak se ulozi jako 7.“

a) Potitame dle vty o uplné pravdépodobnosti
P(B3) = P(B3|A1)-P(A1)+ P(B3|As)- P(As)+ P(Bs|Ag)-P(Ap) =0.2:0.34+0.8-0.34+0-0.4 = 0.3.
Nebot role 1 a 2 je symetrickd, mame také P(Bq) = 0.3.

b) Zjistime nejprve pomoci Bayesovy véty, Ze

P(Bi|A1)- P(A))  0.8-0.3
= =08
P(B;) 0.3

P(A:1]By) =

Protoze chyby se vyskytuji nezavisle, plati
2
P(Aq1|Bay) = (P(A1|By))” = 0.8% = 0.64.
Cviceni 6.27. Zprdva je kédovdana znaky ,tecka”, ,cdrka“, ,mezera®, jejich pravdépodobnosti vysldni jsou
po fadé 0.4, 0.4, 0.2. Vysland tecka je s pravdépodobnosti 0.2 pfijata jako cdrka, s pravdépodobnosti
0.2 jako mezera. Vysland édrka je s pravdépodobnosti 0.2 prijata jako tecka, s pravdépodobnosti 0.1 jako

mezera. Mezera je vidy prijata spravné. Jaké jsou pravdépodobnosti jednotlivich vyslangjch znakii, jestliZe
byla prijata cdrka?

Reseni. Oznadme jevy vyslani znaku Ayecka, Acirkas Amezera, PHijeti znaku Byieeka, Bearkas Bmezera-

[P(Bteéka) P(Bzgria) P(Bmezera):|:

0.6 0.2 0.2

= |:P(Ateéka) P(Aédrka) P(Amezera):| 02 07 0]_ —
0 0 1]
06 02 02 _

:[0.4 0.4 0.2} 02 07 01| = [0.32 0.36 0.32]
0 0 1 ’

P(Bédrka|Ateéka) : P(Ateéka) . 0.2-04 - 2

P(AteékalBédrka) = 2 (B“ . ) = 0.36 = § = 02227
P (Bédrka|Aé(zrk:a) - P (Aédrka) 0.7-04 7 .
P Aédr a Bédr a) = = = - = 07787
(Actrka| Bearka) P (Bearka) 036 9
P (Bégrial A -P(A -0.2
P (Ameze'r'u|Bédrka) = ( . ka| Pm(ezBevr,a)k ) ( mezera) = 00 ;))6 =0.
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7 Smés ndhodnych veli¢in

Cvicéeni 7.1. Mdme 2 hraci kostky, na jedné padaji pouze lichd ¢isla 1,3,5, na druhé pouze sudd,

2,4,6, vSechna se stejnou pravdépodobnosti 1/3. Najdéte rozdéleni a stFedni hodnotu vysledki ndsledugjicich
pokusi:

a) hodime obéma kostkami a vezmeme aritmeticky primeér obou cisel,
b) ndhodné (s pravdépodobnosti 1/2) vybereme jednu kostku a tou hodime.
ReSeni.  a) Oznacme si nahodné veli¢iny:

X = ,vysledek na 1. kostce,*
Y = ,vysledek na 2. kostce.”

Zajim4a nas rozdéleni ndhodné veli¢iny Z = % Rozlisime 9 stejné pravdépodobnych moznosti,
vedoucich k nasledujicim vysledkim:

e 1 [+ ]5]
2 1.5 |25 | 35
25|35 1|45
3.5 |45 |55

Mozné vysledky veli¢iny Z = % a jejich pravdépodobnosti:

i 1.5 | 25 | 3.5 | 45 | 5.5
pz(i) || 1/912/9 | 3/9|2/9|1/9
Stredni hodnota je
1 2 3 2 1
EZ=--154=--254+--35+=--45+—--55=3.5.
9 + 9 + 9 + 9 + 9

Tentokrat s pravdépodobnosti 1/2 uréuje vysledek prvni kostka, se stejnou pravdépodobnosti druha.
Opét mame veli¢iny

X = ,vysledek na 1. kostce,“
Y = ,vysledek na 2. kostce.”

Nyni ale ptjde o smés nahodnych veli¢in Z = Mix; /2(X,Y"). Dostavame 6 stejné pravdépodobnych
vysledkt, rozdéleni je stejné jako u normalni hraci kostky.

i 1 2 3 4 5 6
pz(i) || 1/6 | 1/6 | 1/6 | 1/6 | 1/6 | 1/6
Stredni hodnota je stejna,
1
EZ:6(1+2+3+4+5+6):3.5.

Cviceni 7.2. V urné je 15 hracich kostek, z toho 10 sprdvniych, na nichZ padaji vSechna ¢isla se stejnou
pravdépodobnosti, a 5 vadnijch, na nichZ padd Sestka s pravdépodobnosti 1/2, ostatni ¢isla s pravdépodob-
nosti 1/10. Ndhodné vybereme jednu kostku a hodime; jakd je pravdépodobnost moznijch viysledki?

ResSeni. Oznacme si ndhodné veli¢iny:
X = ,vysledek na spravné kostce,"
Y = ,vysledek na vadné kostce.*

Zajima nas vysledek celého pokusu, tedy veli¢ina Z = Mixy/3(X,Y’), coz je smés nahodnych veli¢in X, Y
s koeficientem ¢ = 10/15 = 2/3.

2 1
P[Z:t]:§~P[X:t]+§~P[Y:t]
21 1 1 13
PZ=1=Z 4= —=—
[ } 367310 90
21 11 5
PZ: = — .« — —_—. = =
12 =6l 36732 18

[\
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1 2 3 4 5 6
g1 16 | 16 | 16 | 176 | 1/6 | 1/6
gl 1/10 | 1710 | 1/10 | 1710 | 1/10 | 1/2
t] |l 13790 | 13790 | 13/90 | 13/90 | 13/90 | 5/18

P
P
P

N|=| 5]
Il

Cvi€eni 7.3. Ndhodnd veli¢ina X md diskrétni rovnomeérné rozdéleni na mnoZiné {1,2,3}. Ndhodnd

velicina Y md spojité rovnomerné rozdéleni na intervalu (0,3). Popiste a zndzornéte rozdéleni smési
Min/Q(X, Y)

ReSeni. Mame Futix, o (x,v) = % -Fx + % - Fy . Distribuéni funkce jednotlivych veli¢in pak jsou

Oa te (7007 1)3
L te(1,2)
FX(t) — 37 b )
2, te(2,3),
1, te(3,00),
0, te(—o0,0),
FY(t)_ %7 te <073)7
1, te(3,00),
0, t € (—00,0),
L t€(0,1),
FMixl/g(X,Y)(t) = %"_%a te <172)a
1+1 te(2,3),
1, t € (3,00).
y 17

N
T

0257
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8 Druhy ndhodnych veli¢in

8.1 Diskrétni ndhodné veli¢iny

CviCeni 8.1. Uvazujme hod minci, tj. 2 = {w1,ws,ws}, kde

w1 je jev, Ze padl rub (P(wy) = 0.49),

wo je jev, Ze padl lic (P(w2) = 0.49),

w3 je jev, Ze nastala vyjimecnd situace (hrana, ukradeni mince :-) apod.)
(P(ws) = 0.02).

Sestrojte dvé rizné ndhodné veliciny a nakreslete jejich distribucni funkce.

Reseni. Veli¢iny mohou byt napf.

o X : X(w)=1,X(wz) =—1,X(ws) = 0. Distribuéni funkce je pak skokovita se skoky v bodech -1,0
a 1 o velikostech 0.49, 0.02 a 0.49, t;j.

0, r<—1,
049, —-1<z<0,
051, 0<z<1,
1, x>1.

Fx(.’IZ‘) =

e YV :Y(w)=Y(ws) =1,Y(ws) = 7. Distribu¢ni funkce je pak skokovité se skoky v bodech 1 a 7 o
velikostech 0.98 a 0.02 (nebot obraz = 1 maji dva elementarni jevy, jejichZ souhrna pravdépodobnost
je 0.49 4+ 0.49 = 0.98), tj.

0, r<l1,
Fy(x)=¢098, 1<z<7,
1, rx>T7.

Cviceni 8.2. Pravdépodobnost, Ze atlet v oddile skoci do ddlky pres 5m, je 0.7. V oddile je 6 atleti.

a) Jaké rozdéleni md ndhodnd veli¢ina X popisugict, zda atlet skoc¢il (X = 1) nebo neskocil (X =0)
pies bm? Urcete i stiedni hodnotu EX a rozptyl DX.

b) Jaké rozdéleni md ndhodnd velicina Y popisujici pocet atleti v oddile, kteii skocili pFes 5m? Urcete
i stfedni hodnotu EY a rozptyl DY .

¢) Jakd je pravdépodobnost, Ze pies 5m skocéi v oddile alespori 4 atleti?

ReSeni. Jelikoz se jedné o sérii nezavislych pokusi, v nichZ nastava pouze spéch nebo netspéch, Fesent
je nésledujict:
a) X ~ Alt(0.7), tj. P(X =1) =0.7Ta P(X =0) =0.3.
EX =07, DX =0.7-03=0.21.

b) X ~ Bi(6,0.7), tj. P(Y = k) = (£)0.7%0.35~* pro k = 0,1, ..., 6.
EY =6-0.7=4.2,DY =6-0.7-0.3 = 1.26.

) P(Y >4)=35_, (£)0.770.35~* = (5)0.740.3% + (£)0.7°0.3" + (5)0.7%0.3°.

CviCeni 8.3. V testu je 15 otdzek s moznymi odpovédmi a)-e), prdvé jedna je spravnd. Jakd je pravdépo-
dobnost, Ze pFi zcela ndhodném tipovdni trefi student sprdvné aspoti tii otdzky? Popiste ndhodnou velidinu
popisugici pocet spravngch odpovéds.

ReSeni. Ozna¢me X nahodnou veli¢inu popisujici poet spravnych odpovédi. Ta mé binomické rozdélent
Bi(15;0.2), tj.

1
P(X=k)= (;)o 28(0,8)1% pro k=0,1,...,15.

EX =15.0,2 =3,
DX =15-0,2-0,8 =2,4.
Pravdépodobnost, Zze pii zcela ndhodném tipovani trefi student spravné aspon tii otazky, je tedy

15

P(X>3)=> <1k5> 0,2%(0,8)1°*.

k=3
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Cviceni 8.4. Telefonnt ustredna zapoji béhem hodiny primérné 15 hovori. Jakd je pravdépodobnost, Ze
behem 4 minut zapoji ustiedna

a) prdvé jeden hovor,
b) alespori dva hovory a nejvyse pét hovori?

Reseni. Ozna¢me X nahodnou veli¢inu popisujici pocet pifchozich hovori béhem 4 minut. Ta ma Pois-
sonovo rozdéleni Po(1), nebot stfedni hodnota poé¢tu pfichozich hovorti béhem 4 minut odpovidajici
parametru A je 1, tj.

1k
P(X =k)= Ee*, k=0,1,...,
tudiz
11
P(X=1)=— =1 =0.3678,
a
12 —1 13 —1 14 —1 15 —1

Cviceni 8.5. Na ldtce (pevné Sitky 1m) je primeérné jeden kaz na 10 m délky. Predpokldddme, Ze pocet
kazi se 7idi Poissonovym rozdélenim. Jakd je pravdépodobnost, Ze na 50m délky ldtky bude

a) piesné 10 kazi,
b) mazimdlné 3 kazy,
¢) presné b kazi, z toho 4 na pronich 20m?
ReSeni. Ozna¢me X nahodnou veli¢inu popisujici pocet kazi na 50 m délky latky. Pak

5k
P(X =k) = ye—ik =0,1,..
nebot EX = )\ = 5. Tudiz

a) P(X =10) = %6_5.

=0 1 2 3
b) PX<3)=e®(F+5+5+5).

¢) Ozna¢me X; ndhodnou veli¢inu popisujici pocet kazti na prvnich 20 m délky latky a X5 nahodnou
veli¢inu popisujici pocet kazi na zbylych 30 m délky latky. Analogicky k predeslému

2k 3"
P(X1=k) = H@*2 a P(Xy=k) = He*3
Hledana pravdépodobnost je tedy
24 .3t
P(X1=4,Xy=1)=P(X; =4)P(Xo=1) = Ee*fe—3 =2¢7 5.

Cviceni 8.6. Pravdépodobnost narozeni chlapce je 0.51. Jakd je pravdépodobnost, Ze v dané porodnici
bylo nejpozdéji (v dasovém potadi) éturté narozené dité holdicka?

ReSeni. Oznaéme X nahodnou veli¢inu popisujici poet narozenych chlapci pred prvni narozenou
hol¢i¢kou. Pak
X ~ Geom(0.49), tj. P(X = k) =0.51%-0.49, k=0,1, ...

Hledana pravdépodobnost je tedy

1-0.514

=1-0.51%
1—051 0-5

3 3
P(X <4)=) 051%-049=049) 0.51% =0.49-
k=0 k=0
Jiny zptsob vypoctu:
Ozna¢me Y nahodnou veli¢inu popisujici po¢et narozenych holéic¢ek v prvnich ¢tyfech narozenych détech.

Pak
4

Y ~ Bi(4,0.49), tj. P(X = k) = (k

)0.49’“ S0.51%7% £ =0,1,2,3,4.

Hledana pravdépodobnost je tedy

4
PY>1)=1-P(Y=0)=1- (()) 0.49°-0.51* =1 —0.51%.
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Cviceni 8.7. Pan Novdk md svazek péti klici, z nichZ prdvé jeden je od jeho bytu. Po pFichodu z hospody
ke dverim bytu je ve stavu, Ze sprdvny kli¢ nehledd, ale zkousi stréit do zdamku kli¢ ndhodné vybranyj,
piicemsz vidy, kdyZ netrefi ten pravy, mu svazek klici spadne na zem. Po desdtém netuspésném pokusu se
pak vzbudi jeho manZelka a...(ddsledky radéji nedomyslet). Jakd je pravdépodobnost, Ze se manzelka pana
Novdka nevzbudi?

Reseni. Oznatme X nahodnou veli¢inu popisujici pocet netisp&snych pokusii. Pak X ~ Geom(0.2), t]
_0.810
P(spici manzelka) = P(X < 9) Z 0.80.2 = 0. 2 T 03
- 0.8 = 0.893.

Nebo jinak:
Ozna¢me Y nahodnou veli¢inu popisujici pocet tspéSnych pokusi v prvnich 10 pokusech. Pak Y ~
Bi(10,0.2), tj

10
P(spici manzelka) = P(Y >1)=1-P(Y =0)=1— (O )0.200.810
=1-0.8'"=10.893.
Cviceni 8.8. Semena maji klicivost p € (0,1). Jaky je optimdlni pocet n semen v jamce, aby byla co
nejuyssi pravdépodobnost, Ze vyklici pravé jedno? Reste obecné a pro p =1/3.

ReSeni. Jedna se o binomické rozdéleni Bi(n, p), které pro n € N (n > 1) nabyva hodnotu 1 s pravdé-
podobnosti

glp)=(})p' A—p)" P =npl-p)"".
Funkce g je definovana i pro viechna kladné realné n a je unimoddlni (do maxima rostouct, pak klesajici),
takze maximum nastéva v jediném bodé s nulovou derivaci

gn)=p- p)"f1 +np(1 —p)”f1 In(1—p)=p(l —p)”fl(l +nIn(1 - p)) .
Nulova muze byt pouze posledni zévorka, a to pro

o
CIn(l-p)

Maximum v oboru pfirozenych ¢isel nastava pro jedno ze dvou celych ¢isel, ktera jsou nejblize této
hodnoté. Pro p =1/3 je ¢’ nulova v

-1
n=—5 = 2.466
In g
3
a hodnoty pro blizka pfirozena &isla jsou v tabulce (stadi 2 a 3, ale uvadime vic):
n 11213 4
_ 1 (4|4 32
1— n—1 - = = Q&
p(1=p) 319|981

V tomto pfipadé nastdva maximum pro n € {2,3}.

Prop —0jeln(l—p) = —p an=1/p v souladu s ocekdvinim. Pro p — 1 vychdzin — 0, coZ vypadd
pirekvapivé. Znamend to ale jen, Ze funkce g je ma mnozZin€ prirozeniych cisel klesajici a maxima nabyvd
v 1.

8.2 Spojité ndhodné veliciny

Cviceni 8.9. Posta chodi pravidelné mezi 10 : 00 aZ 12 : 00 rovnomérné. Jakd je pravdépodobnost, Ze
obdrzime postu mezi 11 : 30 aZ 12 : 309

Reseni. Oznacme X nahodnou velidinu popisujici ¢as prichodu posty. Ta ma rovnomérné rozdéleni
R(10,12). Hustota je tedy
i, x€(10,12),
flx) =
0, jinak.

12,5 @ 12 4 1
f(x)dx :/ —dz = -
/11,5 11,5 2 4°
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Cviceni 8.10. Pri numerickém vypoctu se redlnd cisla zaokrouhluji na jedno desetinné misto. Jakd je
pravdépodobnost, Ze vzddlenost skutecného ¢isla od zaokrouhleného bude vétsi nez 0.047

Reseni. Ozna¢me X nahodnou veli¢inu popisujici rozdil ,,skuteéna - zaokrouhlena hodnota®. Pak
X ~R(-0.05,0.05),

tj. X ma hustotu f(x) =10 pro z € (—0.05,0.05) a f(z) = 0 jinde.
Hledana pravdépodobnost je tedy

P(|X|>0.04) =1 — P(|X| <0.04) =1 — P(—0.04 < X <0.04)

0.04
=1- / 10dz = 0.2.
—0.04

Cviceni 8.11. Do pojistovny prijdou primeérné 2 hliseni skody denné. Jakd je pravdépodobnost, Ze do
pojistovny prijde nejblizsi hldSeni Skody nejditve tieti den?

ResSeni. Tuto tlohu muzeme fesit jak s vyuzitim exponencialniho rozdéleni, tak Poissonova rozdéleni.

a) Nahodna veli¢ina X ,,doba ¢ekani na prichod dalsitho hlaSeni“ ma exponencialni rozdéleni. Parametr
A = 2, protoze EX = 1/\ = 1/2 (ze zadani vime, Ze v praméru pfijdou 2 hlaseni skody denng, tj.
stfedni doba ¢ekani je pil dne). Hledana pravdépodobnost je pak

P(X>2)=1-P(X<2)=1-F2) =1-(1—-e??)=¢1*

nebo také pocitano jako
P(X>2)= / fz)dx = / 2e 2 dx = ™4,
2 2

b) Néhodna veli¢ina Y ,pocet hlaSeni béhem dvou dni“ méa Poissonovo rozdéleni. Parametr A = 4,
protoze EY = X a ze zadani vime, Zze béhem dvou dni pfijdou v priméru 4 hlaSeni. Hledana prav-
dépodobnost je pak

40
P(YzO):e_4~ﬁ:e_4

Cviceni 8.12. Na zdkaznickou linku pFichdzi primérné 12 hovorid za hodinu. Doba éekani na hovor md
exponencidlni rozdélent.

a) Jakd je pravdépodobnost, Ze nejblizsi hovor piijde nejdiive za 10 minut?

b) Urcete cas t takovy, Ze nejblizsi hovor piijde nejdiive za t minut s pravdépodobnosti 0.7.
Reseni. K uloze je opét mozno pristupovat vice zptusoby.

a) Resfme analogicky jako cvifeni

1. Ozna¢me X nahodnou veli¢inu popisujici dobu ¢ekani (v minutéch) na nejblizsi hovor. Pak

X ~ Ex(1/5),
tj. X ma hustotu
lem=/5 >0,
fla) =
0, z<0
a distribu¢ni funkci
1— —z/5
Plz) = e , >0,
0, r<0.

Hodnotu 1/5 jsme ziskali z faktu, Ze pro X ~ Ex()) je EX = 1/X a pfitom st¥edni doba ¢ekani
na hovor je 5 minut.
Hledané pravdépodobnost je tedy

P(X>10)=1-P(X <10)=1—F(10) =1— (1 —e '9%) =¢72

kterou lIze spocitat také pomoci integralu z hustoty jako

1
P(X >10) = / —e /Sy = e72,
10 9
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2. Oznac¢me Y néhodnou veli¢inu popisujici pocet hovorit béhem 10 minut. Pak

2k
Y ~ Po(2), tj. P(Y = k) = ﬁe_Q, k=0,1,..
Hodnotu 2 jsme ziskali z faktu, Ze pro Y ~ Po()\) je EX = A a pfitom st¥edni pocet hovora
za 10 minut jsou 2.
Hledana pravdépodobnost je tedy

P(X>t)=07
1-P(X <t)=0.7
1-F(t)=0.7
1—(1—et%) =07
—t5 =07
t=—5In0.7
t=1.78.

I zde se nabizi feSeni pomoci Poissonova rozdéleni, a to p¥i oznaceni Y ndhodné veli¢iny popisujici
pocet hovorii béhem ¢ minut. Pak Y ~ Po(¢/5) a Fe$ime rovnici

0
P(Y =0) = 7(’5/0‘?) e P =eP =0T,

Cviceni 8.13. Spojité rozdélend ndhodnd velicina X md hustotu
fx(u)=e ¥ ueR.
Urcete konstantu ¢ a pravdépodobnosti P(X <0), P(-1 < X <1), P(X >In3) a P(X =1).

ResSeni. Nebot fx je suda, mame

> —c|ul > —cu e~ > 2
1= e du =2 e du =2 = -,
— 00 0 —C 0 (&

za (rozumného) predpokladu, Ze ¢ > 0. Porovnanim pravé a levé strany vyjde ¢ = 2. Dale méame

1
P(X <0)= 3 (hustota je suda),

1 1 —2u71
P(—1§X§1):/ e 2l du=2/ e du = [e ] =1—e?
. o 2 |,

o e 2] 1
P(X>1n3):/ e dy = [ } -,
In3 -2 In3 18

P(X =1)=0, (X je spojité rozdélena).

8.3 Nahodné veliCiny se smiSenym rozdélenim

Cviceni 8.14. Ndhodnd velicina X md distribucni funkci

o

, t<0,
1 4¢?
E—FT, 0§t<1/2,

Fx(t) =

4(1-t)?
402D yp<t <,

1, t>1.
Vyjddrete ji jako smés ndhodnych velicin U,V , z nichz U je diskrétni a V spojitd; popiste a zndzornéte
jejich rozdélent.
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Obrazek 1:

ReSeni. Nespojitosti distribuéni funkee jsou v bodech 0, 1 /2,1,

1
Fx(0) = Fx(0-) = Fx(1) = Fx(1-) = 5.
1
Fx(1/2) - Fx(1/2-) = ¢,
0, t<0,
1 1
5, 0<t<3,
CFU(t>= 1 1
1, 5 St<1,
1
3 tZ].,
=1l F()—1
e= tm Folt) = 3
0, t<0,
1 1
7, 0<t< 3,
Fy(t) = 3 1
1 §§t<17
1, t>1,
7, te{0,1},
pU(t): %a t:%,
0, jinde
0, t<0,
2
i, 0<t<1/2,
D = Flt) = el = %‘74(1?)2, 1/2<t<1,
2
3 tZ].,
0, t<O0,
212 0<t<1/2
Fy(t) = ’ - ’
v 1-2(1—1)?%, 1/2<t<1,
1, t>1,
4t, 0<t<1/2,
fr)=<4(1—-1t), 1/2<t<1,

0, jinak .
CviCeni  8.15. Ndhodnd wvelicina X md alternationi rozdéleni (s  hodnotami 0,1),

P[X = 1] = 2/3. Ndhodnd veli¢ina Y md spojité rovnomeérné rozdéleni na intervalu (0,2). Popiste
rozdélend jejich smési Z = Mixy 3(X,Y).
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0, t<O0,
Fx(t)={3, 0<t<l,
1, t>1,
0, t<O0,
Fy(t) =3, 05t<2,
1, t>2,
0, t<o0,
. 24+io0<t<,
Fz(t)ngX(t)+§FY(): 2.t 1<i<,
1, prot > 2.
Cviceni 8.16. Ndhodnd veli¢ina X md distribucni funkci
0, t<o0,
Fx(t)= {6~ 3exp(=2t), 0<t<2,

1— % exp(—2t), t>2.
Vyjddrete jeji rozdélent jako smés diskrétniho a spojitého rozdélend.

ReSeni. X = Mix.(U, V), U diskrétni, V spojita.
Nespojitosti distribu¢ni funkce jsou v bodech 0, 2, obé stejné velikosti

Fx(0) = Fx(0-) = Fx(2) - Fx(2) = 5.

0, t<O0,

1
cFy(t)y={5> 0=t<2,

1

3 tZQa

1
c¢c= lim Fy(t) = 37

t—o00
0, t<O0,
1
FU(t): 2 0§t<27
1, t>2,
i, te{o,2},
pu(t) =
0, jinde.
0, t<0,
2 2
(1—¢)Fy(t) = Fx(t) — cFy(t) ={ 5 — 3 exp(=21), 0=<t<2,

%—%exp(—2t), t>2,
0, t<0,
Fy(t) =
1—exp(—2t), t>0,
0, t <0,
t) =
vt {26Xp(—2t), t>0.

9 Operace s nAhodnymi veli¢inami

CviCeni 9.1. Vyska déti v 1. tiidé je ndhodnd velicina X ~ N(130,36). Jakd je pravdépodobnost, Ze
ndhodné vybrané dité bude
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a) vétsi neZ 136 cm,
b) mensi nez 118 cm,
c) mit vysku mezi 127 a 133 cm?

Reseni. Oznaéme Z nahodnou veli¢inu s normovanym normalnim rozdélenim, tj. Z ~ N(0,1), a & jeji
distribu¢ni funkei, pfi¢emz hodnoty @(z) pro rizna kladna X lze vycist ze statistickych tabulek. Pak

a)
—130 _ 136 — 130

>
V36 V36
=1—&(1)=1-0.8413 = 0.1587.

P(X>136):P<X ):P(Z>1):1—P(Z§1)

b)
X —130 118 — 130
P(X <118) =P < = P(Z < —2) = &(—-2
x-S ) i
=1-—0(2)=1-0.9772 = 0.0228.
c)

127-130 X —130 133 -130
P(127<X<133):P< )

/36 V3% V3%

=P(-05< Z<05)=P(—05< Z <05)=P(Z <05)— P(Z < —0.5)
= &(0.5) — #(—0.5) = $(0.5) — (1 — $(0.5))
=26(0.5) —1=2-0.6915 — 1 = 0.383.

Cvicéeni 9.2. Systematickd chyba méreni je 5 a smérodatnd odchylka je 36. Jakd je pravdépodobnost
toho, Ze chyba méfent nepiekroci v absolutni hodnoté 52 (Predpokliddme normdlni rozdéleni chyby.)

Reseni.

-5-5 _X-5_0
P[-5<X <5 =P < < —|=05—(1—-&(0.28) = 0.5—0.39 = 0.11.
[-5< X <5 5 S35 Sggl =05 (0.28)) = 0.5—0.39 =0

Cviceni 9.3. Délka zubniho kartdicku se 7idi normdlnim rozdélenim o sttedni hodnoté 14cm a rozptylu
6cm. Pouzdro je dlouhé 13.5cm. Jakd je pravdépodobnost, Ze vezmeme-li libovolny jeden kartdcek, Ze se
do pouzdra akordat vejde, tj. nebude o vice nez lem kratsi?

Reseni. Oznacime-li délku zubniho kartacku X, potom plati X ~ N(14,6). Chceme znat P(12.5 < X <
13.5). Nahodna veli¢ina
X —-14

V="

bude mit normované norméalni rozdéleni, proto

125-14 X —14 135-14
P(125< X <135) =P ( )

N Y N

(3 <)o) o ()
(1-2(38)) - (-2 (%)) -

=¢ (%) - ((\)/Z) =0.729 — 0.579 = 0.15.

Pravdépodobnost, Ze se kartacek do pouzdra akorat vejde, ¢ini 15%.

Cviceni 9.4. Na stejném mist€ merime teplotu dvéma nezdvislymi teploméry se smérodatnymi od-
chylkami 2°C. Ukazuji 3°C, resp. 2.5°C. Jaké je riziko, Ze mrzne? Uvedte pouZité predpoklady.

Vysledky. Za predpokladu, ze chyby méfeni maji norméalni rozdéleni o nulové stfedni hodnoté je prav-
dépodobnost, ze mrzne, rovna 0.067 - 0.106 = 0.007
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Cviceni 9.5. Ostéparky Anna a Barbora maji stiedni hodnoty hodi po adé 67 a 75 m a smérodatné od-
chylky 6 a 3 m. Predpoklddejme nezdvisld normdlng rozdéleni. Odhadnéte pravdépodobnost, Ze pii jednom
hodu hodi Anna ddl.

Reseni. Nahodna veli¢ina A mé rozdéleni N (67, 36), B ma N (75,9), A — B ma
N (67 — 75,36 +9) = N (—8,45), kladnych hodnot nabyva s pravdépodobnosti

0—(—8)) . .
1— Fy(— 0)=1-¢(——— | =1—-&(1.1926) =1 —-0.883 = 0.117.
N( 8,45)() ( \/475 ( )

Cvi€eni 9.6. Délka hrany krychle je ndhodnd veli¢ina X ~ R(1,2). Uréete distribucni funkci ndhodné
veliciny Y popisujici plochu povrchu této krychle.

ReSeni. Pro distribu¢ni funkei nahodné velidiny X plati

0, r<l,
Fx(z)=<z-1, 1<x<2,
1, > 2.

Pro distribuéni funkci nahodné veli¢iny Y tak mame

Fy(y) = P(Y <y) = P(6X* <y) = {OP’( 7

VESX SV =Fx(VE) . y=0,

tj.
0, y <6,
Fr(y) =4 /E-1, 6<z<24,
1, T >24.

Cvi€eni 9.7. Primeérny pocet zikazniki béhem dne v prond prodejné je 20, ve druhé prodejné 25 (pred-
pokldddme, Ze oba pocty se Fidi Poissonovym rozdélenim). Odvodte rozdéleni poctu zdkazniki v obou
prodejndch dohromady.

Regeni. Oznaéme

X pocet zékazniki béhem dne v prvni prodejné,

Y pocet zakazniki béhem dne ve druhé prodejné,

Z pocet zakaznikit béhem dne v obou prodejnach dohromady.

Pak )
P(X =i) = 2316*20 a PY=j)= 2]5|J e 2P
Jelikoz Z = X +Y, dostavame
P N0,y
(Z_k)_;P(X_z)P(Y_k—z)—gZ' (T

202 5’“ 20° 25’< ikl
—45 —45
Z Z e

k
1 45%
—45 iork—1 745
=e T :EO < )20 25 = AR

tj. Z ~ Po(45).

CviCeni 9.8. Ndhodnd veli¢ina md spojité rovnomérné rozdéleni na intervalu [—3,5]. Zobrazte ji funkci

-1, <=2,
hz)=qz/2, ze€[-2,2],
1, x> 2,
vysledné rozdélent popiste a zndzornéte.
Reseni. Vystup —1 odpovida vstupu v intervalu (—3, —2), a ma tedy pravdépodobnost 1/8, P[h(X) =

—1) =1/8. Vystup 1 odpovida vstupu v intervalu (2, , a mé tedy pravdépodobnost 3/8, P[h(X) =1] =

38



Obrazek 2:

3/8. Zbyvajici hodnoty vedou na spojité rovnomérné rozdéleni na (—1,1) (jako slozku smési, ktera tvori
rozdéleni vystupu a ma vahu 1/2), distribuéni funkce je

0, t<—1,
Fh(X)(t) = 3/8+t/47 te [_1a1)v
1 t>1.

)

Snazi je feSeni pres kvantilovou funkci; ptivodni kvantilova funkce gx(a) = 8 a — 3 slozena s funkei h
dé kvantilovou funkci

-1, a<1/8,
qn(x)(a) = h(gx(a)) = ¢ 4a—3/2, aec(1/8,5/8),
1, a>5/8.
Obrazek 3:

Cviceni 9.9. Nezdpornd ndhodnd velicina X md hustotu

fX(t):{(), t<1,

c-t73, t>1,

kde ¢ je vhodnd konstanta. Urcete hodnotu ¢ a napiSte vzorec pro distribucni funkci Fx a distribuéni

funkci Fy wveliciny Y = %H

ReSeni. Pro uréeni konstanty ¢ pot¥ebujeme, aby

e e t729 ¢
_ _ -3 g, _ (L1 _¢
1_/_OofX(t)dt—c/1 ¢ dt—c[_2L :

tedy ¢ = 2. Distribu¢ni funkce je rovna
Fx(u) = / fX(t) dt

a pro u > 1 tedy méame

u u 1
FX(u):/ 2t73 dt:[—fz] =1- =,
1 1
celkové pak
0 u<l1
Fx(u) =1 " -
x(u) {1—1}2, u>1,

s grafem
Protoze X je nezaporna spojita veli¢ina, pro distribuéni funkci Fy pro u > 0 mame

Fy(u):P(Ygu):P<%H§u):P(%§X+1):P(%-lg){):
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1 1—
:1—P(X<f—1):1—FX( “)
u

Pro 177“ > 1 au > 0 tak dostavame

Fy(u)zl—FX(l_u)zl_(l_( 1 ): u

Pro%glau>0pakmame

Fy(u):l—FX(l_u) —1.

u

A nakonec, X je nezaporna veli¢ina, takze Y = %ﬂ > 0 a tudiz pro v < 0 je
Fy(u)=P(Y <0)=0.

Celkové pak dostavame

0, u<O0,
2
FY(U) (I-u)? > u < (Oa%) )
1, u> 3,

s grafem
Distribu¢ni funkce Fy je opét (absolutné) spojita.

Cvic¢eni 9.10. Ndhodnd velidina X md exponencidlni rozdéleni s hustotou
27" In2, u>0,
u) =
Fx(u) {0, jinak.

Urcete a zndzornéte rozdéleni nahodnyjch veli¢in

a) 2+ X,
b) 2—X,
c) 2X.
Reseni.
0 z <0
F — b bl
x(@) {1—2%, z>0.
a)
0 <2
F: =F —2) = ’ ’
2x(7) = Fx(e =2) {12“, x>2,
0, T <2,
f2+X<$)_{2“1n2, x>2.
b)
2272 g <2
Fr_x(x)=1-Fx(2—-2 ’ ’
2—x (@) x(2 - 1) {1, v>9.
2272 1n2, <2,
_x(x) =
fo-x () {O, z>2.
c)

0, z <0,

0, x <0,
2-%/2=11n2, 2>0.

farx(z) = {

Grafy funkef jsou znazornéné na Obr. [
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0 2

Obréazek 4: Grafy distribu¢nich funkei a hustot pravdépodobnosti.
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CviCeni 9.11. Necht Fx je distribuéni funkce ndhodné veliciny X, kterd md nenulovou hustotu fx(t) =
t/8 na intervalu (0,4). Sestrojte distribucni funkci Fx a funkce 1 — Fx, F% a 2 Fx. Rozhodnéte, které
z téchto funkci jsou distribucni funkce spojitiich ndhodnijch wvelicin, a v téchto pFipadech wurcete jejich
hustoty.
Reseni.

0, t<O0,
t2

1, 4<t.

Funkce 1 — Fy a 2Fx nejsou distribuéni funkce. Funkce F% je distribuén{ funkce a mé hustotu i danou
predpisem

0, t<0,
h(t)=QL, 0<t<4,
0, 4<t.

Cvi€eni 9.12. Ndhodnd velicina X md rovnomérné rozdélent na intervalu (—2,2). Zobrazime ji funkci
h, definovanou ndsledovné:

0, =<0,
hMz)=<Sz, 0<xz<1,
1, >1.
Naleznéte rozdéleni nahodné veliciny h(X).
Vysledky. Ozna¢me Y = h(X). Potom je
0, y <0,
Fy(y) =Y 0< 1
Y\Yy 4 > Sy<l,
L, y=1

10 Zakladni charakteristiky ndhodnych veli¢in

Cvicéeni 10.1. Ndhodnd veli¢ina X predstavuje hodnoty, které padaji na pravidelné hraci kostce. Pro
velicinu Y = 2X — 1 urcete jeji stiedni hodnotu, rozptyl a distribucéni funkci.

ReSeni. Veli¢ina X ma hodnoty i = 1,2,3,4,5,6 a pravdépodobnostni funkei
%7 /1:2172737475,67

px (i) =
0, jinak.

Protoze E(Y) = E(2X — 1) = 2E(X) -1 a D(Y) = D(2X — 1) = D(2X) = 22D(X), sta&i zjistit
stfedn{ hodnotu a rozptyl pro veli¢inu X:

1 7
(1+2+3+4+5+6)=§(1+6)=§=3.5

=

B(X) = Zi'px(i) =

i€R

1 91
B(X?) =) i px(i) = (1P +2° + 3 + £ 45"+ 6%) = - = 15.166

i€R
_ B(X?) — 2_ 91 (T\?_3b .
D(X) = B(X?) - (BE(X))" = % (2) = = 2.9167 .
TakZe mame 35
B(Y)=6 a D(Y)===11,67.

Veli¢ina Y nabyva hodnot 1,3,5,7,9, 11 se stejnou pravdépodobnosti, takze distribuéni funkce bude

0, t<1,
Fy(t) = i, te20—1,2i+1),i=1,2,3,4,5

1 t>11.

)
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Cvic¢eni 10.2. Ndhodnd velicina W md hustotu

{Cgla U€[71,5),

0, Jinak.

fw(u) =

Uréete konstantu ¢ € R a naleznéte stredni hodnotu EW .

0o 5 -1 -1
1:/700fw(u)du=/1c3 du=6~c3 )

Reseni. Musi platit

tedy ¢ = % Dale
o) 5 "
EW:/ wfw (u) du:/ gdu:2.

-1

Cviceni 10.3. Ndhodnd veli¢ina X nabyvd pouze hodnot z tabulky:

X ||-110 1 3
Px c | 3¢|04]0.2

Uréete konstantu c € [0,1]. Urcete distribucni funkci Fx a stiedni hodnotu EX.

ReSeni. Musi platit
1= pr(a) =c+3c+04+0.2
X=a

z ¢ehoz vyfeSenim rovnice plyne ¢ = 0.1. Distribuc¢ni funkce je tedy rovna

0, u<—1,
01, uwel[-1,0),

Fx(u)=4¢04, uwel0,1),
0.8, well3),
1, u>3.

Stredni hodnotu spoc¢teme jednoduse:

EX =) a-px(a)=-1-01+0-03+1-04+3-02=0..
X=a

Cvicéeni 10.4. Ndhodnd velicina X md rozdéleni dané hustotou

c-et, t<0,
t) =
Ix(®) {O, Jinak .

Urcete konstantu c, distribucni funkci, stfedni hodnotu a rozptyl nahodné veliciny X .

ReSeni. Pro uréeni konstanty ¢ pot¥ebujeme, aby

1:/jo fx(t) dtc/o etdt:c[et}(ioo:c

— 00

tedy ¢ = 1. Distribu¢ni funkce je rovna
Fx(u) = / fX(t) dt

a pro u < 0 tedy mame

celkové pak

Pomoci hustoty spocitame stfedni hodnotu

E(X):/Oot-fx(t) dt:/o t-etdt:[(t—l)et}o =1

— 00 —0o0



a rozptyl

Tedy
D(X) = E(X?) — (E(X))* =2— (-1)>=1.

Cviceni 10.5. Ndhodnd velicina X md rozdéleni dané hustotou

~Jet—-1)%, te(0,1),
Ix(0) = {O, jinak .

Urcete konstantu c, distribucni funkci, stfedni hodnotu a rozptyl ndhodné veliciny X .

ReSeni. Pro uréeni konstanty ¢ potfebujeme, aby

1:/_fo@) dt:c/ol(t—l)Q dt:c[(t;”gr :%

tedy ¢ = 3. Distribu¢ni funkce je rovna

Fx(u) = /;u fx(t) dt

a pro u € (0,1) tedy mame

celkové pak

0, <0,
Fx(u)=< (u—-13+1, ue(0,1),
u>1

Pomoci hustoty spoéitame stfedni hodnotu

> ! tt 23 211
E(X) = : — Bt—1)2dt =32 -2 —1_09
(X) /_ t- fx(t)dt /Ot 3(t—1)"dt 3[4 3 +2}0 1 0.25

a rozptyl

E(XQ)Z/OO £ fx(t) cl7f=/olzt2~‘3(t—1)2 dtZS[g—TJr

Tedy _ ,
D(X) = B(X?) — (B(X))> = — - (1) =3 00375

Cviceni 10.6. Ndhodnd velicina X md rozdéleni dané hustotou

a-Int, te(lye),
t) =
Ix(®) {O, Jinak.

Urcete konstantu a, distribucni funkci, stfedni hodnotu a rozptyl ndhodné veliciny X .

ReSeni. Pro ureni konstanty a potiebujeme, aby

1:/fo(t) dt:a/lelntdt:a{t(lnt—l)]i =a

tedy a = 1. Distribu¢ni funkce je rovna

Fxtw) = [ fcto)
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apro u € (1,e) tedy mame
FX(u):/ lntdt:[t(lntfl)}u:ulnu—u+1
1 1

celkové pak

0, u<l1,
Fx(u)=<ulmu—u+1, ue(le),
1, u>e.

Pomoci hustoty spoc¢itame stfedni hodnotu

E(X):/O;t'fx(t) dt:/let-lntdt: [%(21{11&—1)}?: 6221
a rozptyl
D(X) = E(X?) — (BE(X))* .
E(X?) 2/_O;t2-fx(t) dt:/leﬂ.lntdt: [g(?ﬂnt—l)}i _ 2639+1 .
Tedy

D(X) = B(X?) - (BE(X))®

28 +1 (62+1>2
= 1 )

Cvicéeni 10.7. Ndhodnd velicina X md hustotu

fX(u):{O’_z U<1a

u %, u>1.
a) Napiste vzorec pro distribuéni funkci Fx. Urcete EX, DX.
b) Napiste vzorec pro hustotu veliciny Y = %

ReSeni. Integraci hustoty po ¢astech dostaneme predpis pro Fly,

1 -1
/—Qdu:——f—c.
u u

Ma platit F(u) = 1 pro u — oo, ¢ili ¢ = 1. Tedy

0, u<l,
FX(U):{ll u>1

Dale % 1
EX = / —du = [Inu];-, = o0,
1 u

proto DX neexistuje.
Jelikoz X nabyva pouze hodnot z intervalu (1, 00), je Fy (u) = 0 pro u € (—o00,0). Pro u > 0 plati

Fy (u)

P[Ygu]:P{;(gu]:P[igX}:l—P{X<i]:

1 1-0, <1, u, u<l,
Loy )= 11, uw>1
O USRI = N R

u — )

I
g =

—

Celkove dostavame, Ze Y ma rovnomérné rozdéleni na intervalu (0,1) s hustotou

— O’ u¢(0a1)7
fY(u){l, ue (0,1).

Cvicéeni 10.8. Ndhodnd velicina X md rozdéleni dané hustotou

a-t?, t€(0,3),
t =
Ix(®) {O, jinak .

Urcete konstantu a, distribucni funkci ndahodné veliciny X, stfedni hodnotu a rozptyl ndhodné veliciny
Y=3X-1aP0<X<2).
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Reseni. Pro ureni konstanty a potiebujeme, aby

e’} 32 t33
12/700fx(t)dt=a/0 t dtza[§}0=9a

tedy a = %. Distribuéni funkce je rovna
u
= / fx(t) dt
—oo

a pro u € (0,3) tedy mame

Ut2 t3 u3
- [ G- 55
x(w) /09 2710 ~ 27
celkové pak
0, <0,
’U.3
FX(U'): 27 6(073)a
1, wu=>3.

Pro stfedni hodnotu a rozptyl veli¢iny ¥ = 3X — 1 plati
EY)=EBX-1)=3-E(X) -

D(Y) = D(3X ~1) = D(3X) = 3% - D(X) = 9- (E(X?) - (E(X))") .

Pomoci hustoty tudiZ spoéitdme momenty E(X) a E(X?):
00 3 2 4
t t 9
E(X):/ t~fX(t)dt:/t—dt % } 9
0

o 9 36 4’
[eS) 3 5
t 27
E(X?) = - tdt:/tQ—dt [ } .
o= [T [ as 5] -2
Tedy E(Y)=3-9-1=2=575aD(Y)=9- (¥ — ()% = 5 =28.35.
A nakonec (diky spojitosti veli¢iny X) mame:
23 8 .
PO<X<2)=P(X<2)—P(X<0)=Fx(2)—Fx(0) = 57 0= 2—7:0.296
nebo alternativni feSeni:
PO<X<2)= /fX ) dt = /—dt
Cvi€eni 10.9. Nezdvislé ndhodné veliciny X1, Xa, ..., Xy, n € N maji (stejné) rovnomérné rozdéleni na
intervalu (—a,2a), a € (0,00). Urcete stiedni hodnotu a rozptyl ndhodné veliciny
ot
- .
=1
Vysledky.
_ 2 2
EY = -5, EX,; = ﬂ, DY = 75’ DX, — 75a '
2 n in

Cvi€eni 10.10. Z kruhu o poloméru a > 0 vybereme ndhodné bod (piedpokldddme rovnomérné rozdélent).

Ndhodnd velicina X je rovna vzddlenosti bodu od stiedu. Urcete jeji rozdéleni X, véetné stredni hodnoty
a rozptylu.

ResSeni. Po pouZiti selského rozumu v kombinaci s obrazkem vidime, Ze distribu¢ni funkce je rovna

0, u<0,
7\'U2 ’U,2
Fy(u) = P(X <u)= | 5z =tz u€0.0)
17 UZCL
Tedy
a 9 23 a 9
EX = ugdu—{%} _
o a 3a2], 3



tudiz DX = EX2 — (EX)? =

a2

ﬁ.

Cviceni 10.11. Ndhodné vybereme éislo a z intervalu [0,5] (pFedpokldddme rovnomeéerné rozdélent). Jaky
je primérny obsah rovnostranného trojuhelnika se stranou a?

ResSeni. Hustota veli¢iny a je rovna

:, wel0,5],

fa(u):{o7 ’LL¢[0,5],

a obsah rovnostranného trojihelnika o strané a je z Pythagorovy véty roven S = @. Proto je

ﬁaz‘/m\/ﬁugf()d _ VB g B[] VB
4 ) T e " T g0 . 12

ES=E
3

Cvi€eni 10.12. Ndhodné zvolim rediné ¢islo z intervalu [2,3] (pFedpokldddm rovnomérné rozdéleni) a
odectu od néj jednicku. Vysledné cislo M uddvd délku strany ctverce. Jaky je primérny obsah tohoto
Ctverce?

Reseni. Délka strany M je nahodna veli¢ina s rovhomérnym rozdéleni na intervalu [1, 2], mé& tedy hustotu
1, well?2),
u) =
() {07 jinak .
Chceme-li znat priumérnou hodnotu obsahu ¢tverce, musime pocitat

o) 2 7

EM2:/ u? far (u) du:/ u? du = —.

o 1 3

CviCeni 10.13. Z jednotkového kruhu vybereme ndhodné bod (piedpokliddme rovnomérné rozdéleni).
Velicina U vyjadruje vzddlenost bodu od kruznice, tj. od okraje kruhu. Naleznéte distribucni funkci Fy a
stiredni hodnotu EU .

ReSeni. Jelikoz obsah kruhu o poloméru « je ma?, po nakresleni obrazku lze vytusit, ze distribu¢ni
funkce Fyy méa predpis

0, u <0,
1?r—m(1—u)?

Fo(u) = P(U <) = 4 = = 2u—u?, wel0,1),
1 u>1

7 toho plyne, Ze hustota fy a stfedni hodnota jsou rovny

00 1
fU(U):{z_Qu’ ue01), EU:/ ufU(u)du:/O 2u — 2u? du:é.

0, jinak, oo

Cviceni 10.14. Z obdélniku s rohy (0,0), (a,0), (0,b), (a,d), kde a,b > 0 vybereme ndhodné bod a spojime
jej useckami s rohy (0,0), (a,0). Urdete primérny obsah prdve vzniklého trojihelnika.

Vysledky. Oznaéime-li obsah S, pak mame ES = “Ib.

Cvi€eni 10.15. Ndhodné vyberu jedno z ¢isel 1,2, 3,4 (vdechny maji stejnou pravdépodobnost) a oznacim

.. L. o o . Lo _ a®42
jej a. Jakd je primernd hodnota veliciny S = =% ¢

Reseni. Veli¢ina a ma pravdépodobnostni funkci

a 1 2 3 4
Do || 0.25 | 0.25 | 0.25 | 0.25

Je tfeba spocitat

342 349
ES:E<a+a) m.

2
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Cviceni 10.16. Ndhodnd velicina S md distribucni funkci

0, u< =2,
%a UE[_2a0)7

Urcete jeji stredni hodnotu.

Reseni. Nahodna veli¢ina mé jak diskrétni Gast (skok v bodé —2 o velikosti %), tak spojitou (vSe os-
tatni). Proto musime do stfedni hodnoty zapocitat obé ¢asti. Necht py oznacuje pravdépodobnostni funkci
ndiskrétni ¢asti“ a necht fs oznacuje hustotu ,,spojité ¢asti“ (Ani jedna z funkei neni pravdépodobnostni
funkce ani hustota v pravém slova smyslu). Pak derivaci Fg skoro vSude dostavame

tedy
o] 1 2U

E = . :—27 —_ = ——.

S > apd(a)+/ooufs(u)du 2+/04du 5

v a je skok -

Cviceni 10.17. Ndhodnd velicina X md distribucni funkci

0, t<0,
14521
+T, 0<t<1/2,
11-54/2 (1—t)

Fx(t) = 2, 1/2<t<1,
11
o 1<t <2,
1, t>2.

Najdéte jeji stiedni hodnotu.

Reseni.

) —_—

Integraci kvantilové funkce vyjde 0.5 + 1/12 = 0.583 33.

Cviceni 10.18. Ndhodnd velicina X md distribucni funkci danou pfedpisem

0, T < —4,
%‘*‘5, —-4<z< -3,
2

Fx(z)={5" -3<2<0,

a) Urcete hodnoty P(X < —10), P(X = —4), P(X =0), P(X € {-3,3}), P(-4 < X < }).

b) Kdyz rozdélime X na smés ndhodngch velicin Miz,,(U,V), kde U je diskrétni, V' absolutné spojitd
aw € [0,1], naleznéte hustotu veliciny V.
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ReSeni.  a) Pravd&podobnosti jsou nasledujici

P(X < —10) =0, P(X = —4) = = P(X:()):%

b) Pokud X = Mix,, (U, V), kde U je diskrétni a V' absolutné spojita, potom Fx = wFy + (1 —w)Fy,
pricemz w je dano ,,souctem pravdépodobnosti u diskrétni ¢asti X, tj. souc¢tem skokia: w = P(X €
{-4;0}) =P(X =-4)+P(X =0)={ + 2= 2. Tedy (1 —w) = Z. Aby platilo

lim Fy(x) =1,

rT—0o0

. v, « _ 5 eq. ,
musime z Fx odedist ,skoky“ a vynormovat vie konstantou (1 —w)~! = 2. ¢ili mame

% 0, r < —4,
5 5 1
3 (P -5), Asw<-d,
5 (2 1
Fo@)={3 (3-3) —3=<2<0,
5 (2244 _ 3 1
3-(3H -3, 0<w<g,
5 3 1
3-(1-3), Ty
Dostévame
0, r < —4,
ztd 4<zx< -3,
1
Fy(z)={2> -3<z<0,
2241 1
$2 5 0§(E<§,
1, >3,
odkud derivaci skoro v8ude dostavame hustotu
%, -4 <z< -3,
1
fv(z) = 1, 0<z<3,
0, jinak.

Cviceni 10.19. Alice a Bob hdzi kamenem na okno. Alice jej trefi s pravdépodobnosti py = 0.05, Bob

s pravdépodobnosti py = 0.08, vzdjemné nezdvisle. Zacind Alice a stridaji se. Jakmile se nékdo strefi do
okna, hra konci.

a) Jaky je primérny pocet hodi kamenem ve hie?

b) V kterém kole hra primérné skonci?

¢) Jaky je rozptyl poctu kol?

ReSeni. a) Nechf Z je nahodna veli¢ina oznacujici hod, ve kterém se okno rozbiji. Jeji pravdépodob-
nostni funkce je rovna
k—1
_ _ 5 C o
pX(k) = ((1 plz(l p2))k 1p1 ’ k .?e IICh?7 k S N
(1=p1)2(1 —p2)2~"p2, kjesudé,

Potom stfedni hodnotu Z spo¢teme jako

BZ =3 kepelh) =324+ 1) (= p)(1 =) 7+ @R ) ¥ (1) ¥ T =
- P =1
:2plzk((1—P1)(1—P2))k+Plz((1—P1)(1—P2))k+ 12_]9; Zk((l—m)(l—pz))k.
k=0 k=0 2 =1
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Oznatme si pro jednoduchost ¢ = (1 — p1)(1 — p2) = $r6. Potom méme

EZ:(2 g 2p2 )ik‘tk-i-]hztk <2p + 2p2) (Zﬁ) P

:2+2p2t1/+p1:2+2p2 t+p1
Py ) \a—) T T\t T, a2 Tt

coz je po vy¢isleni rovno

EZ = 15.27.

b) Ozna¢me p pravdépodobnost, %e béhem se jednoho kola okno rozbije. Plati p = p1 + (1 — p1)p2 =
0.126. Potom pokud Y je pofadi kola, ve kterém se okno rozbije, mame Y ~ Geom(p). Tedy
EY = % = 7.9365.

¢) Mame Y ~ Geom(p), tedy rozptyl je roven DY = 1p_2p = 55.0517.

Cvicéeni 10.20. Alice a Bob hraji hru, sestdvajici ze t7i aZ péti kol. Zddné kolo nemiize skondit remizou.
Hrdc¢ vyhrdvd, vyhraje-li t¥i kola.

a) Urcete rozdélent pravdépodobnosti délky hry, jestliZe Alice vyhraje jedno kolo s pravdépodobnosti p.
b) Urcete stredni hodnotu délky hry, jestlize Alice vyhraje jedno kolo s pravdépodobnosti 1/2.

Reseni.  a) Nahodna veli¢ina udéavajici pocet kol nabyva hodnot z mnoziny {3,4,5} s pravdépodob-

nosti
P[X=3] = (3) P+ (1 -p)?), PX=4= G’) P (1—p)+p(l-p)?°),
P[X =5] = (;l) P (1=p)?+p*(1-p)?).

b) Pro p = 1/2 je stfedni hodnota rovna

_6,24 60_33
8 16 32 8°

Cvicéeni 10.21. Rozvodné zdvody doddvaly elektiinu, jejiz napéti ve voltech mélo normdlni rozdéleni
N(230,25). Nyni se jim podaiilo sniZit rozptyl na 10. O kolik mohou zvysit stfedni hodnotu p¥i zachovdni
horni meze, kterd je prekrocena jen s pravdépodobnosti 10742

Vysledky. Zavody mohou zvysit stfedni hodnotu napéti o zhruba 5.46 V.

Cviceni 10.22. Spojitd ndhodnd velicina je frekvence v Hz. Jaky fyzikdlni rozmér md jeji rozptyl, sméro-
datnd odchylka, medidn, ddle argumenty a vysledky distribucni a kvantilové funkce a hustoty?

Reseni. Rozptyl Hz?, smérodatna odchylka i median Hz, distribuéni funkce Hz — 1, kvantilova funkce 1 —
Hz, hustota Hz — Hz ! =s.

Cviceni 10.23. Ndhodnd veli¢ina X md distribucni funkci

ot = {0 t<0,
T 11— exp(—2t), t>0.

Popiste rozdéleni ndhodné veliciny Y = 2 — 2 X a stanovte jeji stiedni hodnotu a rozptyl.

ReSeni. Jedna se o exponencialni rozdéleni s parametrem 7 = 1/2, EX =7 =1/2, DX = 72 = 1/4,

Ix(t) = Fx(t) = {(2)7exp(—2t) ztf i (O)’
qx(a) = Fy'(a) = —% In(1 —a).
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7Zména znaménka:

exp(2t), t<0,
0, £>0),

Fox(t)=1- Fx(~1) = {

2 exp(2t), t<0,
0, £>0,

f-x(t) = fx(—t) = {

1
g-x(a) = —gx(1 —a) = 5 In(a).
Linearni zobrazeni (nyni jiZz nasobime —X kladnym ¢&islem 2):

gy (@) =24+ 2q_x(a) =2+ In(a),

_ t exp(t—2), t<2
Frt)=¢g ' (a)=F_.x(=--1)= ’ ’
V(0 = (@) = Fox (5 - 1) {0’ .

exp(t—2), t<2,

EY =2—-2EX =1,
DY =2°DX =1.

Cviceni 10.24. Ndhodnd veli¢ina X md alternativni rozdéleni; nabyvd hodnot 0,1 s pravdépodobnosti
1/2. Ndhodnd velicina Y md rovnomérné rozdéleni na intervalu (0,1). Urcete a zndzornéte rozdélent
ndahodnyjch veli¢in

a) 2Y +1,
b) Mixy/3(Y, X),
c) X+Y.
(Ndvod: X je smési dvou konstantnich ndhodnijch velicin.)
Vysledky.
a) 2Y + 1 mé rozdéleni R(1, 3).
b) Mixy/3(Y, X) ma distribu¢ni funkci
, t<0,
t, 0<t<1,

W Do

Ftixy 5 (vix) (1) =

= o=
+

, t>1.

¢) X +Y ma rozdéleni R(0, 2).

Cvi€eni 10.25. Ndhodnd velicina X md binomické rozdeleni Bi(2, %), ndhodnd veli¢ina Y md spojité

rovnomérné rozdéeleni R(0,1). Popiste a zndzornéte rozdéleni ndhodnijch velicin
a) Y +EX,
b) X —EY,
c) —2X,
d) -2Y,
e) Mix; 3(X,Y).
Vysledky. a) Y + EX ma rozdéleni R(%, 2).

b) X — EY mé pravdépodobnostni funkci v tabulce:

; 1 1 3
2 21 2

(t) 1 4 | 4
PX-EY 9 9 9
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¢) —2 X mé pravdépodobnostni funkci v tabulce:

t 0| -2 -4

1 4 4
ox® =] =] 2
p_2x(t) sl 9l g9

d) —2Y maé rozdéleni R(—2,0).
e) Mix;/3(X,Y) ma distribu¢ni funkci

0, t<0,
1 2
— 412t 0<t<1,
_J2r 3
FMixl/g(X,Y)(t) - 23
il 1<t<?2,
27 -
1, t>2.

Cvic¢eni 10.26. Ndhodnd velicina X md hustotu

Fe(t) = {ct, te(0,1),

0, jinak,

kde c € R. Vypoctéte stredni hodnotu, urcete a zndzornéte distribucni funkce velicin —X a X?2.

Vysledky. EX = 2/3,

0, t<—1
F x(t)=<X1-t, —-1<t<0,
1, t>0.

X? ma rozdéleni R(0,1).

Cviceni 10.27. Za pruni tucast na zkousSce se plati 30 EUR, za kazZdy opravny pokus 2x wvice neZ za
piredesly. Uchazed md v kaZdém pokusu pravdépodobnost ispéchu p. Na kolik ho v priméru zkouska prijde
(v zdvislosti na p)?

Reseni. Pocet pokusii ma (posunuté) geometrické rozdéleni s pravdépodobnostni funkei px (k) = p (1 —
p)*=1 k€ {1,2,...}. Stiedni hodnota thrady je

30 Y 25T p(1—p)Ft =30p Y (2(1-p)F",
k=1 k=1

coZ je soudet geometrické fady. Ta je pro p < 1/2 divergentni (rovna co), pro p > 1/2 je stfedni hodnota
tdhrady
30p 30p

1-2(1—-p) 2p—1°

Cvi€eni 10.28. Ndhodnd velicina X md diskrétni rozdélent s pravdépodobnostni funkci px (0) = i, px (1) =
% a ndhodnd velicina Y md spojité rovnomeérné rozdéleni na intervalu (0,1). Ndhodnd veli¢ina Z je jejich
smeési Mix1 (X,Y).

a) Urcete distribucnd funkci Fyz.

b) Vypoctéte stredni hodnotu E Z.

¢) Vypoctete dolni kvartil, t.j. kvantil qz(0.25).

Reseni. Pro pozadovanou smés je Fiz(u) = 1 Fx(u) 4+ 1 Fy(u). Pro jednotlivé slozky dostaneme jejich
distribuéni funkce

0, u<0, 0, u<0,
Fx(u)=9{ §, 0<u<l, F(y=1{ u 0<u<l,
1, u>1, 1, u>1.

0, u < 0,
FZ(U’): %7 O§U<1,
1, u > 1.
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b) Pro stfedni hodnotu plati obdobny vzorec
1
EZ = 5(EX+EY).

Pro stfedni hodnoty ve vzorci dostaneme:

3
EX = Zupx(u)—0~f—|—l-zzi;
u€ER
o) 1 2 1
1
EY = / uF{/(u)du:/ udu:<u> ==
PN 0 2/, 2
a odtud L/3 1 .
EZ EX+EY —-+=] ==
(BEX+EY) 2<4+2> 8

c) Protoze je Fz(0—) =0, Fz(0+) =3, Fz(1-) =2, Fz(1)=1a
£ =0.125<025< 2 =0.375 = 0 < q2(0.25) < 1, tudiz
1 du+1 1

1
Folu) — & e e du4l=2—y=-.
7(u) = g 8 1 ut Y=

Je tedy gz(0.25) = 0.25.

Cviceni 10.29. Ndhodnd veli¢ina X md rozdélend urcené distribucni funkci Fx, kde

0, —oo<u<—1,
u+2
-1<u<0
FX(U): 6 — I
+1
u?’ O§U<1,
1, 1 <u< .

a) Vyjadiete nahodnou velicinu X jako smés dvou ndhodnych velicin, které magi spojité a diskrétni
rozdélent.

b) Vypoctete stiedni hodnotu E X.

¢) Vypoctéete horni kvartil, t.j. kvantil gx (0.75).

Reseni. Distribuéni funkce mé priibéh znazornény na obrazku, je nespojita v bodech —1 a 0 a t&chto
hodnot nabyvé s kladnou pravdépodobnosti.

o Fx(-1-) =0, Fx(-14) =},

/ Fx(0-) =31, Fx(0+) =1,
) 1,

b L ()
/3

N
A4 T

-1 1 u

=

a) Jestlize ozna¢ime U nahodnou veli¢inu, kterd ma diskrétni rozdéleni a V' tu, kterd ma spojité
rozdéleni, pak ze skute¢nosti

PIX=0VX=-1]=PX=-1]+PX=0=4%
dostaneme, Ze
. 1 2 1 2
X = MIX%(U, V)= Fx(u) = 3 Fy(u) + ng(u)7 EX) = §E(U) + gE(V)
Pro pravdépodobnostni funkci pyy ndhodné veli¢iny U dostaneme
3 1 3 1
U: pu(—1)=3P( )627PU(0)3(0)62
Pro distribuéni funkci Fy nahodné veli¢iny V' dostaneme
Vi -1<u<0: Fy(u)= (FX() PIX=-1]) = 5(“627%):“11;
0<u<1l: Fy(u)=3(F ( )= PX =-1vX=0]) =3 (45 - 3) =
Rozdéleni nahodné veliéiny V' muZzeme popsat jeji hustotou fi-, pro kterou je
3 31 1 1
= — I} =—-——-=-, -1 ; === 1
fv(w) 5 () = fv(u) 56 1’ <u<0; fy(u) 55 =1 O<u<



Je tedy

0, —oo<u<—1,

0, —oo<u<-—-1, w1 l<u<0

! 1 _ ) T —lsu<,

FU(U)_ 3 -1 <u<0, FV(U)_ 312;_17 0<u<l,

1, 0<u<oo,
1, u<1<o.
%, u=—1, 0, u<-1Vu>1I,
pU(u): %7 u:O, .fV(u): %7 _1<u<07
0, jinde, %, O0<u<l.
b) Pro stfedni hodnotu smési je EX:%EUJr%EV.
Postupné dostaneme
1 1 1
E = =(=1).- = o =_Z
U = > upp(w)=(-1)5+0 5=,
u€R
o} 0 1 270 271
3 3
BV = [wufv(u)duzll %du+/0 fdur’ék__l+[;‘k_o
_ 1+3_1
8 8 4’

tedy

) Je Fx(0—) =0, Fx(0+) = %, Fx(0-) = 3, Fx(0+) = 3, Fx(1) = 1. Protoze je + < 3 < 1,
mame 0 < ¢x(0.75) < 1, a tedy
3 3 u+l1

1

Cviceni 10.30. Ndhodnd velicina X md spojité rozdéleni urcené hustotou fx, kde

fx(u) _ { 02, u e (_007 1)7

ws u e <17 OO)

a) Urcete distribucni funkci Fx.
b) Vypoctéte stredni hodnotu a rozptyl ndhodné veliciny X .
¢) Vypoctéte pravdépodobnost P[X > 2].

Reseni. a) Distribuéni funkce:

0, t e (—o0, 1),
t
flt% du = [_1] =1-2%, te(l, ).

T2
vl

Fx(t) =

o+

b) St¥edni hodnota E(X) a druhy moment E(X?):

E(X):/loou-fgdu:[—u

E(X2):/ u2'—3du:/ fdu:{anuro:oo
1 u 1u 1

Tedy

2 —17e 3
PlIX >2|= — du=|— =-=0.75.
[X>72] /2 us [uz}z 4

Cviceni 10.31. Najdéte piiklad nezdporné ndhodné veliciny, kterd md stfedni hodnotu 1 a smérodatnou
odchylku 10, nebo dokazte, Ze takovd ndhodnd velicina neezistuje.

Vysledky. Existuje. Napf. vezméme ndhodnou veli¢inu X, kterd ma alternativni rozdéleni s parame-
trem ¢ > 0, takze EX = ¢. Nahodné veli¢ina Y = %X ma stfedni hodnotu 1 a rozptyl

1 1-¢ 1
DY = DX =-—9—__1,
q g q

ktery miizeme volbou ¢ dosdhnout libovolné velky.
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11 Nahodné vektory (vicerozmérné ndhodné veli¢iny) a nezavis-
lost ndAhodnych veli¢in

Cvigeni 11.1. Ndhodnyg vektor (X,Y') md diskrétni rozdéleni uréené pravdépodobnostni funkci px y (,y),
kterd je dand tabulkou

y z 0 1 2
0 1/411/81 0
1/4 | 1/4 | 1/8

a) Jakd jsou jejich margindlng rozdéleni?
b) Urcete kovarianéni a korelaéni matici.

¢) Jsou nahodné veliciny X a'Y nezdvislé? Zdivodnéte.

Reseni. a) Rozdéleni nahodné veli¢iny X je
1 1 1
P[X:O}:P[X:O,Y:()]JrP[X:O,Y:l]:Z 1= 3
1 1
P[le}:P[le,Y:O]—kP[X:l,Y:l]:g Zzg’
1 1
P[X:Q]:P[X:2,Y=0]+P[X=2,Y=1]:§+0=g.

b) Kovarianci vypo¢teme ze vztahu cov(X,Y) = EXY — EX - EY:
1
8

EX:0~%+1-%+2. :g,
3 5 5
EY =0- 2412 =2,
EXY:().o-£+0~1-£+1-0-é+1-1&+2-0-0+2-1%:%,
cov(X,Y):EXY—EX~EY:%—g~§:614.
Pro rozptyly dopocitame
EY2=02%+12§:2,
DX_EXQ—(EX)Q_;—<Z)2_$17
5 (5\> 15
DY:EYZ—(EY)2:8_<8) =&

Kovarian¢éni matice je
31 7
_ 64 64
Yixy) = 7 15 |-
64 64

Xy = CvXY) 7/64 7
O T /DX VDY /31/64/15/64  v465

Korelaci X a Y spocteme jako
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tudiz korela¢ni matice je

—_
Q‘\]
o

1
o(X,y) = 7 .
/465

c¢) Veli¢iny X a Y nejsou nezavislé uz proto, ze cov(X,Y) # 0, nebo také napft.

1 5 b 25
PIX=0,Y=0=-#P[X=0P[]Y =0l==.-=-=—.
(Pozn.: Aby byly nezavislé, muselo by platit Vi, j : P[X =4,Y = j] = P[X =4 P[Y =j].)
Cvi€eni 11.2. Ndhodny vektor (X,Y') md diskrétni rozdéleni uréené pravdépodobnostni funkci px v (z,y),
kterd je dand tabulkou

y >~z 1] 0 | 1

16| o |1/3
2 1/8 | 1/4 ] 1/8

a) Vypoctéte pravdépodobnost P[X > Y] a stiedni hodnotu E(X Y?).
b) Rozhodnéte, zda jsou ndhodné veliciny X a'Y nezdvislé.

ReSeni. a) Plati P[X > Y] =1— P[X < Y] a podmince X <Y vyhovuji z tabulky pouze hodnoty
X=1,Y =1, tedy
1 2

PX>Y]=1-pxy(L)=1-3=1.

Stredni hodnotu vypocéteme pomoci vzorce

1 1 1 1 1
BEXY?)= Y xy2px,y(x,y)=1~6+0-0+1-§+2-7+0-7+2~ =1.

8 4 8
(z,y)€R?

b) Néhodné veli¢iny X a Y nejsou nezavislé, nebot je px y(0,1) = 0, a tudiz nemize byt splnéna nutna
a postacujici podminka pro nezavislost. Je nutné

px,y(0,1) # px(0) py (1).

Cvigeni 11.3. Ndhodng vektor (X,Y') md diskrétni rozdéleni uréené pravdépodobnostni funkci px y (z,y),
kterd je dand tabulkou

Y 4 1 2
1/3]1/3
0 | 1/3

Vypoctéte korelaci ndhodnych velicin X,Y .

Reseni. EX =

wlot

L EY =

Cviceni 11.4. Ndhodnyg vektor (X,Y) md diskrétni rozdélens urcené pravdépodobnostni funkci px vy (x,y),
kterd je dand tabulkou

y z -1 0 2
0.15 | 0.25 0
3 0.1 0.2 | 0.3

a) Vypoctéte pravdépodobnost P[X < Y.
b) Urcete margindlni pravdépodobnostni funkci px a stiedni hodnotu EX .

¢) Jsou ndhodné veliciny X a'Y nezdvislé?
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ReSeni. a) Podminku X < Y nespliiuje pouze dvojice (2,1), je tedy

PIX<Y]=1-PX>Y]=1-pxy(21)=1-0=1.

b) Marginalni pravdépodobnostni funkci px vypocteme pomoci vzorce
px(u) = > px,y(u,v). Dostaneme jeji hodnoty
veER

T -1 0 2
px(x) || 0.25 | 0.45 | 0.3

Stredni hodnotu EX vypoéteme podle vzorce

EX =) apx(r)=-1-025+0-045+2-0.3=0.35.
zER

c¢) Protoze je px,y(2,1) = 0, nemiize byt splnéna podminka nezavislosti px vy (z,y) = px(z) - py (v),
tudiz ndhodné veli¢iny X a Y nejsou nezavislé.

Cvi€eni 11.5. Ndhodnyg vektor (X,Y) ma diskrétni rozdélent urcené pravdépodobnostni funkci px vy (x,y),
kterd je dand tabulkou

Y T 0 1 2
-1 0.25 | 0.125 | 0.11
1 0.125 | 0.25 | 0.14

a) Vypoctéte kovarianci cov(X, Y).
b) Co miZete Fici o nezdvislosti ndhodngjch velicin X a 'Y ?
¢) Urcete pravdépodobnostni funkci pz ndhodné veliciny Z = X +Y.

ReSeni. a) Kovarianci vypoéteme podle vzorce EXY — EX - EY.

EXY = ) ayplr,y)=1(-1)-0125+1-1-025+(-1)-2-0.114+1-2-0.14 =
(z,y)
= —0.125+0.25 —0.22 +0.28 = 0.185,

kdyz jsme vynechali nulové s¢itance. Obdobné

EX = Z xp(z,y) =1-(0.125+0.25) + 2 - (0.11 + 0.14) = 0.875,
(z,y)
EY = Z yplz,y) =—-1-(0.25+0.125+0.11) + 1 - (0.125 + 0.25 + 0.14) = 0.03.
(z,y)
Tedy

cov(X,Y) =0.185 —0.875-0.03 = 0.1588.
b) Protoze je kovariance cov(X,Y") # 0, miZzeme Fici, Ze ndhodné veli¢iny nejsou nezavislé.

¢) MoZné hodnoty ndhodné veli¢iny Z = X +Y jsou -1,0, 1,2, 3 Pravdépodobnostni funkci dostaneme
seCtenim pravdépodobnosti z tabulky, které maji prislusnou hodnotu souc¢tu x a y, tj.

z -1 0 1 2 3
pz(z) [[ 025 [ 0125 | 0.235 | 0.25 | 0.14

Cviceni 11.6. Ndhodné veliciny X a'Y jsou nezdvislé a maji diskrétni rozdélend s pravdépodobnostnimi
funkcemi, které jsou zaddny tabulkami

x -1 2 y 0| 1 3
px(z) || 0.3 ] 0.7 py(y) || 0.2 ] 045 | 0.35

a) Vypoctéte stiedni hodnotu EXY.
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b) Urcete pravdépodobnostni funkci py ndhodné veliciny Z = X +Y.
¢) Vypoctéte korelaci p(X,Y).
ReSeni. a) ProtoZe jsou nahodné veli¢iny X a Y nezavislé, je EXY = EX - EY, kde

EX = Zxpx(x):71'0.3+2-0.7:1.1,

EY

Zypy )=1-0.45+3-0.35 = 1.5,

tedy EXY =1.1-1.5 = 1.65.
b) Néhodna veli¢ina Z nabyva hodnot {—1, 0, 2, 3, 5}, tedy

pz(—1) px(=1) - py(0) =0.3-0.2 = 0.06,

pz(0) = px(=1)-py(1) =0.3-0.45 = 0.135,

pz(2) = px(2)-py(0)+px(=1)-py(3) = 0.7-0.2+ 0.3 0.35 = 0.245,
pz(3) = px(2)-py(1)=0.7-0.45 = 0.315,

pz(5) = px(2)-py(3)=0.7-0.35=0.245.

¢) Protoze jsou nahodné veli¢iny X a Y nezavislé, je korelace p(X, Y) = 0.

Cvi€eni 11.7. Diskrétni ndhodnd velicina X md rovnomérné rozdéleni na mnoziné {0,1} a spojitd
ndhodnd veli¢ina Y md rovnomérné rozdéleni na intervalu [0,1]. Veliciny X,Y jsou nezdvislé. Urcete
rozdélent veliciny W = X +Y a veli¢iny Z = XY . (Ndvod: lze pouZit smés rozdélent, jehoZ jedna slozka
odpovidd situact X =0 a druhd X =1.)

Reseni. Nahodn4 veli¢ina W méa rovnomérné rozdéleni na intervalu [0, 2]. Nahodna veli¢ina Z méa dis-
tribuéni funkci

0, t<0,

Fa(t) = 1/2, t=0,
1/24t/2, 0<t<1,
1, jinak .

Cviceni 11.8. Sdruzend hustota ndhodngjch veli¢in X a'Y je

le=o=%  2>0,y>0,

f(X,Y)(Ia y) = {2

0, Jinak.
a) Jakd jsou jejich margindlng rozdéleni?

b) Jsou veliciny X a'Y nezdvislé?

¢) Jak vypadd jejich korelaéni matice?

ReSeni. a) Marginalni hustoty jsou
fx(z) = f_ Ifxy(z,y)dy =

— [ lemrhdy=Llem.[—2e7%)° = ¢ " pro x> 0 a 0 jinak.

Y

%e 2 pro y > 0 a 0 jinak.

b) Slozky jsou nezéavislé praveé tehdy, kdyz fx v (z,y) = fx(x) - fy (y),Vz,y, coz podle bodu 1. plati.

¢) Z nezavislosti X,Y plyne okamzité cov(X,Y) =0= o(X,Y)=0=

1 0
O(X,y) = 0 1 .
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CviCeni 11.9. Ndhodnyg vektor md rovnomérné rozdélent na trojuhelniku s vrcholy (0,0), (1,0), (1,1).
Popiste a zndzornéte distribucni funkce jeho slozek (margindlni rozdélent).

ReSeni. 1. postup: Marginalni hustoty jsou

fX(t){2t7 0<t<1,

0 jinak,

2(1-t), 0<t<1,
t) =
Fr(®) {O, jinak .

distribuéni funkce dostaneme jejich integraci:

u 0, u<0,
FX(t)z/ fx@)dt=<u?, 0<u<l,
- 1, u>1,
u 0, u <0,
Fy(t):/ fr)dt=<2u—u?, 0<u<l,
o 1, u>1.

0 0

Obrazek 5: Marginalni distribuéni funkce Fx (vlevo) a Fy (vpravo).

2. postup: Distribu¢ni funkce je podle definice dana pomérem obsaht ploch (vesmés se jedné o tro-
juhelniky nebo lichobé&zniky, takZe nepotiebujeme integrovat a vystacime s geometrii ze zakladni skoly);
vzdy je nutno délit obsahem celého daného trojihelnika, coz je 1/2. Pro 0 < u < 1 vychézi

u2
Fx (u) = 2 =4*,
2
l_(l—u)2
Fy (u) = 2—2— =2u—1°.
2

Cvi€eni 11.10. Ndhodny vektor (X,Y) md sdruZenou hustotu

ye vt o0, y>0,
0, Jinak.

fX,Y($7y) = {

Urcéete margindlni rozdéleni a jejich stiedni hodnoty.
Pomiicka:

/te*tdt =—(t+1)e " +ec.
Regeni. Marginalni hustotu veli¢iny X, resp. Y, dostaneme integraci hustoty f x,y podle y, resp. z,
o0
fx(t) = / ye v dy =1/(t +1)%,
0

fr(t) = / te @) g = o7t
0

Stiedni hodnota veli¢iny X je nekone¢na

EX = /oot/(tJr D2dt =t +1)+1/(t+ 1))y = 00.
0

Stiedni hodnota velic¢iny Y je
EY = / te tdt =[—e 2, =1.
0
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Cvi€eni 11.11. Ndhodny vektor (X,Y) md rovnomérné rozdéleni na étverci s rohy [0,2], [2,0], [0,0] a
[2,2]. Urcete sdruzenou distribucni funkci Fxy, sdrufenou hustotu fxy a stFedni hodnotu ndhodného
vektoru (X + 3,2Y).

ResSeni. ProtoZze (X,Y) ma rovnomérné rozdéleni na étverci o obsahu 4, sdruzené hustota ma tvar

i, (z,y) €022
— 4 ) ) )
fX,Y($7y) {0’ jinak .

Jeji integraci dostaneme sdruzenou distribuéni funkci

* v 0, min(x,y) <0,
FX,Y(xv y) = / </ fX,Y(ua ’U)d’l}) du= {min(m,Q)-min(y,Q) . ( )
—00 —00 1 )

min(z,y) > 0.

Stfedni hodnota nadhodného vektoru (X + 3,2Y) je diky linearité rovna E(X + 3,2Y) = (EX + 3,2EY).
Stredni hodnotu vypocéteme pomoci marginalnich hustot

[e’s) 21 —
z) = /_ Fxy (@, y)dy = {fo iy

Lol
m

0,2
0, x ¢100,2],

N JZlde = € 0,2
/ fxy(z,y)d { y¢[0,2].

o] 2 x 1’2 2
EX :/ zfx(z) dz :/ —dz = [] =1,
oo 0o 2 4],

EY:[wyfy(y) dy=/022

Tedy stfedni hodnota ndhodného vektoru (X + 3,2Y) je rovna (4, 2).

N|—=
<

Pak

<
(oW
<
Il
—
‘@
[V}
—
o V)
Il
—_

Cvi€eni 11.12. Ndhodnyg vektor (X,Y) md rovnomérné rozdeleni v mnoziné A = {(x,y) : y >0, a4y <
1, y—xz <1}

a) Vypoctéte kovarianci cov(X,Y).
b) Rozhodnéte, zda jsou ndhodné veli¢iny X a'Y nezdvislé.

Reseni. Nahodny vektor (X,Y) mé rovnomérné rozdélent, je tedy jeho sdruzena hustota konstantni a
je rovna prevracené hodnoté obsahu mnoZiny A.

Yy Ifx

DN |

/ AN T

f T T

-1 1 =z -1 1

Obr. 1. Obr. 2.
SdruZzen4 hustota f(z,y) je tedy dana vzorcem

)1, (zy) € A,
f(x’y){m (@) £ 4.

a) Jestlize pouZijeme symetrie mnoziny A vzhledem k ose y a sudosti funkce f(z,y), dostaneme
okamzité EX =0 a EXY = 0. Tedy kovariance cov(X,Y) =EXY —EX -EY = 0.

b) Nahodné veli¢iny nejsou nezavislé, nebot neni sdruzenéd hustota kladna na kartézském soucinu in-
tervald (obdélniku) a nemiize tedy byt souc¢inem marginalnich hustot.
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Lze také misto vySe uvedené tivahy provést nasledujici vypocty:
Marginalni hustotu fx nahodné veli¢iny X vypocteme ze vzorce

fx(ﬂc)=/jo f(z,y)dy.

Ta bude nenulova pouze v intervalu (—1, 1) a vypocet musime rozdélit pro kladné a zaporné hodnoty
proménné x (viz obr. 1, svisly Fez). Pak je

14+x
fx@ = [ 1dy=14e. ae(-10),
0

fx(z)

1-x
/ 1dy=1-1=z, ze€(0,1).
0

Obdobné vypoéteme marginalni hustotu fy nahodné veli¢iny Y ze vzorce

= [ T fey) do

Ta bude nenulova pouze v intervalu (0,1) a pro jeji hodnoty dostaneme (viz obr. 1, vodorovny fez)
1-y
fy(y)=/ ldz=2(1-y), ye(0,1).
y—1

MozZnou nezéavislost ovéfime z rovnice

fy) = fx(@)-fry) =1=>0+2) 20—y vIi=(0-2)-2(1-y),

ktera neplati na zadné ¢asti mnoziny A.
Pro kovarianci postupné vypocteme:

EX — /m xfx(x):/ox(1+x)dx+/01x(1—x)dx:0,

—o0 -1

00 1 1 yz yg 1 1
EY = / yfy(y)=/ 2y(1—y)dy=2/ y—y’dy =2 [2—3} =3
—o00 0 0 0
1 11—y
EXY = // :ny(m,y)dxdyz// acydxdy:/ y(/ xdx) dy =
R? A 0 y—1
1 22 1—y 1
= /y - dy:/ 0dy =0.
0 2], 0
Kovarianci vypocéteme ze vzorce
1
cov(X,Y) :EXYfEX~EY:OfO~§ =0.
CviCeni 11.13. Ndhodny vektor (X,Y) md rovnomérné rozdéleni na mnoZiné
A={(u,v) |u?+0v* <4, u>0, v>0}. Urcete
a) kovarianci cov(X,Y);
b) zda jsou ndhodné veliciny X a'Y zdvislé ¢i nezdvislé.
ReZeni. a) Sdruzena hustota fxy je konstantni na mnoziné A a jeji hodnota je rovna prevracené

hodnoté& obsahu mnoziny A. Je tedy

1
fX,Y(%y) = 0;
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Potom je

EX = 7// edzdy = x QC.OSQD, <po<
) Ja y=opsinp, 0<p<w/2
1 /2 2
= 7/ (/ 0° cosgodg) dp =
T Jo 0
1 [¢%] . 8
= - {%] - [sin@g/jo =3 =EY,; (ze symetrie)
1 = S 0 2
mJJa y=osing, 0<¢p<m/2
1 71_/2 2 1 4 2 -2 77/2 2
= —/ (/ g?’coscpsingodg> dp = — {Q] {sm 90] =—.
™ Jo 0 m 4]0 2 om0 7

Kovariance je rovna
2 64 1

cov(X,)Y)=EXY-EXEY =——

g3 = g (187 —64) = —0.0839.

b) Nahodné veli¢iny X a Y nemohou byt nezavislé, nebot je sdruzena hustota fx y (z,y) kladna pouze
v mnoziné A, ktera neni intervalem [0, 2] x [0, 2].

Alternativni postup bez transformaci souradnic:

Marginéalni hustoty:

Va—z?
1 V4 — 2?
) = [T L= e 2, fx@) =0, 04 (0.2),
0
S| 4— 2
) = [ car= YT (.2 frl) =0,y ¢ (0.2),
0
e —1 2y3/2]> 8 .
EX = - J;\/4—x2dx:—[(4—x) } = — = EY (ze symetrie).
T Jo 3m z=0 3T
Ziejme je

fX,Y(x’y):0<fX($)'fY(y)’ (‘T7y)€(0’2)2\‘4'

Cvigeni 11.14. V mnoziné A = {(z,y) | 22 +y*> < 1, y > 0} volime ndhodné bod (X,Y) tak, Ze
sdruZend hustota je nepfimo dumérnd vzddlenosti bodu (X,Y") od pocdtku.

a) Urcete sdruzenou hustotu fxy a pravdépodobnost P[X > Y.
b) Jsou ndhodné veliciny X a'Y zdvislé ¢i nezdvislé?
ReSeni.  a) SdruZena hustota fyy nahodného vektoru (X,Y) je ddna vzorcem

(‘T7y) € 4 fX,Y(zvy) =0, (x,y) ¢ A,

a
fX,Y ,Y) = —F—>
@)= —=—

kde ¢islo a uréime z podminky

drdy — r=pcosp, O0<p<l1

1—/ Sy (@, y)dady

-

1 s 1
= a/ (/ dap)dgzaw#a:.
0 0 ™

1

Ixy(@y) = ——,
XY( ) w22 + 12

PIX>Y] =

y=psinp, 0<p<m

Je tedy
(xvy) S A; fX,Y(xay) = 07 ($7y) ¢ A7

r=pcosp, 0O0<p<l1
y=opsing, 0<p<w/4

// — L dady-
a>y T/ 2?2 +y?

1ot/ 17 1
= dep|do==--=-.
7r/0</0 90) eTTiT
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b) Néhodné veli¢iny X a Y nejsou nezavislé, nebot je sdruzend hustota fx y kladna na mnoziné A
(ptlkruh), ale sou¢in marginalnich hustot fx a fy je kladny na celém intervalu (—1, 1) x (0, 1),
tudiz se nemohou rovnat.

Cviceni 11.15. Pro ndhodné veliciny X a 'Y plati
EX =-1, DX =3, EY =5, DY =4, cov(X,Y) = —-2.
Pro ndhodné velicinyU =3X +4Y —1 aV = -2X 4+ 2Y + 3 urcete kovarianci cov(U, V).
Reseni. Kovarianci vypocteme pomoci vzorce
cov(U,V)=EUV —EUEV .
Z linearity stfedni hodnoty dostaneme

EU = 2EX+4+4EY -1=-3+4-5-1=16,
EV = 2EX4+2EY+3=24+10+3=15.

Po roznasobeni ziskdme vyjadieni pro
UV=0BX+4Y —1)(—2X +2Y +3)= 6X2+8Y? -2X - Y +2X +12Y — 3.
Ze vzorce pro rozptyl vypocteme
EX?=DX+ (EX)? =3+ (-1)’=4, EY?=DY +(EY)?=4+5%=29.
Ze vzorce pro kovarianci dostaneme
EXY =cov(X,Y)4+ EX -EY = -2+ (-1)-5=-T7.

Je pak
EUV =—-6-44+8-29-2-(=7)4+2(-1)+12-5—-3=277.

Po dosazeni dostaneme kovarianci
cov(U,V)=EUV —EU -EV =277 — 16 - 15 = 37.
Cviceni 11.16. Ndhodné veliciny X,Y vyhovuji vztahu
aX —BY =7,
kde o, B a 7y jsou konstanty. Urcete korelaci o(X,Y) a pomér smérodatngch odchylek ox /oy .
Reseni. Predpokladejme, ze o # 0, § # 0 a EX a DX existuji. Potom

aX —vy
Y = —,
B
aEX —~
EY = ——,
5

2
2 @ 2
oy = -] o
N OK
a pro korelaci o(X,Y") a pomér smérodatnych odchylek dostavame

aEX?—vEX  a(EX)’—yEX

EXY - EXEY
oX,Y) = = g o 2 b = sign ¢ ,
ox Oy 15lox p
Oy o o
ox B

Cviceni 11.17. Ndhodny vektor mad kovariancni matici

4 2 1
2 21
1 11

Najdéte jeho korelacéni matici.
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Reseni. Kazdy fadek i kazdy sloupec je potieba vydglit pifslusnou smérodatnou odchylkou, kterou
nalezneme jako odmocninu z prvku na diagonale (=rozptylu), tj. 1. fadek i sloupec vydélime 2, 2. fadek
i sloupec vydélime v/2 a dostaneme

= H&‘H
[
r—l%‘ I

1
1
V2
P
2

V2
e s . ) . . . . 4 -3
Cvi€eni 11.18. Ndhodny vektor (X,Y) md kovariancni matici X(x yy = 5 5 . Urcete

a) korelacni matici o(x,yy ndhodného vektoru (X,Y);

b) korelacni matici o(y,vy ndhodného vektoru (U, V), kde U =2X +1 aV = =3Y.

ReSeni. a) Z kovarian¢ni matice dostaneme, ze
DX =cov(X,X) =4, DY =cov(Y,Y) =5=
cov(X,Y) -3 .
X,)Y)= = = —0.6708.
o ) vDXDY v4-5

Korelaéni matice ndhodného vektoru (X,Y) je tedy

. 1 06708
LM =\ o608 1 '

b) Z vlastnosti rozptylu a kovariance dostaneme

cov(U,U) = DU =D(2X +1)=4DX = 16,

cov(V;V) = DV =D(-3Y)=9DY =45,

cov(U,V) = cov(2X +1,-3Y)=2-(-3)-cov(X,Y) = (—6) - (—3) =18,
oU,V) = —o(X,Y) = 0.6708.

Kovarian¢ni a korela¢ni matice ndhodného vektoru (U, V') jsou

oo 16 18 R 1 0.6708
OV =\ 18 45 )0 POV T o608 1 '

Cvi€eni 11.19. Ndhodnd velicina X md spojité rovnomérné rozdéleni v intervalu (0, 2). Pro ndhodnou
velicinu Y = X2 vypoctéte korelaci o(X,Y).

Reseni. Hustota ndhodné veli¢iny X je dana vzorcem

L ue(0,2)
— 29 ) )
fx(u) { . ud(0,2).
Pot¥ebujeme uréit EX, EY = EX?, E(XY) = EX? a EY? = EX*; najdeme obecné pro n € N:
2 nt+1 72 n
EX" = / }u”du: Y = 2 ,
0 2 2n+1)], n+1
EX = 1,
4
EY = E(X?)= 3 =133,
EXY = E(X3) = % =2,
1
E(Y?) = E(X*) = EG =3.2,
1
DX = E(X?) - (EX)?= 3 1=3=033,
1 16 64
DY = EY?)-(EY)? = — - — = _ =142.
Korelaci dostaneme dosazenim do vzorce
EXY -EX-EY 2-1-%2 2.3/15 5
o(X,Y) = = 3 = 3\§:ff0.9682

VDX DY /i e
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12 CebySevova nerovnost, centralni limitni véta

Cviceni 12.1. Hodime 420 krdt pravidelnou Sestisténnou hraci kostkou a vysledky hodi sc¢itdme. Pomoct
centrdlni limitni véty odhadnéte pravdépodobnost, Ze soucet bude leZet mezi ¢isly 1400 a 1550.

ReSeni. Proi=1,...,n (kde n = 420) si zavedeme diskrétni veli¢iny X; = hodnota, ktera padne na
kostce pii i-tém hodu. Veli¢iny X; povazujeme za nezavislé. Stfedni hodnotu a rozptyl uz mame spoécitanu

z predchoziho prikladu:
35
EX; =35 DX, = — .
12

Soucet hodnot se vyjadii jako

Mame ted ur¢it P(1400 < X < 1550), coz udélame za pomoci centralni limitni véty pouZité na nor-

movanou veli¢inu norm(X) X\/B%(. K tomu potfebujeme znéat:

EX = ZEXi =420 - 3.5 = 1470

=1

DX =) DX; =420- % = 1225 = (35)2

=1

Takze X-EX X —-1470
norm(X) = —— =

vDX 35

a muZeme psat (pomoci Gprav nerovnosti):

1400 — 1470 X — 1470 _ 1550 — 1470
P(1400 < X < 1550) = P( St ) -
= P( —2 < norm(X) < 1—76) = @(1—76) —P(—2) =
= $(2.2857) — 1 + $(2) = 0.98886 4 0.97725 — 1 = 0.96611 .
Cvi€eni 12.2. Vyska muzi (uréitého veku) je nahodnd velicina o stredni hodnoté 180 c¢m a smérodatnou
odchylkou 10 c¢m. Uréete pravdépodobnost, Ze prumérnd vyska n = 20 muzu bude v intervalu 175 c¢m a
185 cm

a) pomoci centrdlnd limitni véty,
b) pomoci C’eby§ev0vy nerovnosti.

Reseni. Vysku i-tého mize (proi = 1,...,20) si oznacime jako X;. Veli¢iny X; povazujeme za nezavislé,
se stfedni hodnotou EX; = 180 ¢cm a smérodatnou odchylkou o; = v DX; = 10 cm.
Primérna vyska se pak vyjadii jako
n
e
i=1

Zajima nas P(175 < X < 185). Budeme potfebovat:

Y:

3=

1 &
EX =— EX, =180

Takze
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a) Odhad pomoci centralni limitni véty - upravami nerovnosti dostaneme:

P(175 < X < 185) = P(175\;5180 < X }5180 < 185\;5180) = P( — V5 <norm(X) < \/5) =

idi(\/g) _qs(— \/5) - Q.QS(\/B) 1= 2~45(2.2361) —1=92.0.98733 — 1 = 0.97466

Tedy asi 97.5%.

b) Odhad pomoci Cebysevovy nerovnosti - pouZijeme tvar, ktery uz mame:

P(175 < X < 185) = P(|norm(Y)y < \/5) >1- =5

Dostavame tedy sice spodni odhad 80%, zato presny.

Cviceni 12.3. Hmotnost jedné soucdstky v kilogramech je ndhodnd veli¢ina s rozdélenim o sttedni hodnoté
5 kg a rozptylu 9 k¢®. KaZdd soucdstka je zabalena do krabice o hmotnosti 2 kg. Urcete pravdépodobnost,
Ze auto, naloZené n = 150 takovymi (plngmi) krabicemi bude pretiZené, je-li maximdlni mozné zatiZent
auta 1100 kg.

ReSeni. Pro i =1,...,150 si zavedeme veli¢iny X; = hmotnost soucastky zabalené v krabici. Veli¢iny
X; povazujeme za nezavislé s rozdélenim se stfedni hodnotou EX; =54 2 =7 kg a rozptylem DX; =9
kg?.

Hmotnost nakladu auta pak bude

coz je opét veli¢ina s rozdélenim takovym, Ze

EX:ZEXi:nT:lOSO
=1

DX:ZDXi:n-Qzl?)BO
=1

VDX = V1350 = 15v6 = 36.742 .

Pravdépodobnost, Ze auto bude pfetizené je tedy P(X > 1100). Uréime ji za pomoci centralni limitni
véty pouzité na normovanou veli¢inu
X —-EX) X -1050
D(X) 15v/6

Pomoci tprav nerovnosti mizeme psat:

X — 1050 1100 — 1050 10
P(X > 1100) =P > = P(no X)> — ) =
( ) ( 15v6 1576 ) (“ rm(X) 3¢6>

10v/6 5V6Y . .
W> —1- @(T) =1 $(1.3608) = 1 — 0.91321 = 0.08679 .

Pravdépodobnost, Ze auto bude pretiZzené, tedy bude asi 8,68%.

il—@(

CviCeni 12.4. Ryby mohou si vybrat ze 2 cest, z nichZ jedna je spravnd (vede k potravé). KaZdd
ryba nezdvisle poznd spravnou cestu s pravdépodobnosti ¢ = 0.6. Jakd je pravdépodobnost, Ze ,vétsinové
hlasovani“ v hejnu n ryb vybere spravnou cestu?

Reseni. Rozhodnuti jednotlivych ryb popisuji nezavislé nahodné veli¢iny X j» 3 =1,...,ns alternativnim
rozdélenim s parametrem ¢ = 0.6. (Spravnou cestu vyhodnocujeme jako 1, $patnou 0.) Z vlastnosti

alternativniho rozdéleni
EX; =g¢q, DX, =q(1—q).

Pro vybérovy primér

_ 1—

EX—¢, Dx-40-9
n
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jeho rozdéleni pro velkd n muZzeme podle centralni limitni véty priblizné nahradit norméalnim rozdélenim
se stejnymi parametry, tj. N (q (= q)> Odchylku stfedni hodnoty od 50 %, 0.5 — ¢ = 0.5 — 0.6 = —0.1

budeme mé¥it smérodatnou odchylkou vybérového priameéru

UX:\/q(ln_q) :\/0.6-(171—0.6) i%’

pomeér 6 1o L \/n bude argumentem distribu¢ni funkce normovaného normalniho rozdéleni. Pravdépodob-
nost, ze se hejno rozhodne chybné, je

P[y < 05] iFN(q q(1— q))(05—q) @(03__ q) =
X

=¢ <0.?4; \/ﬁ) = ¢ (—0.20408 y/n)

Pravdépodobnost spravného rozhodnuti hejna je k ni doplitkové,
X 0.5 — —-0.5
P[X>0'5]i1_FN(qq<1 q))(05—q)—1—¢< q)ij(q )i

_¢<01f>ﬁ¢(0.204\/ﬁ). N N

0.49

Ciselné hodnoty pro né&kolik hodnot n udava tabulka:

ln 0204y | P[X>05] |
10 0.645 0.74
100 2.04 0.98
1000 | 645 | 1-6-10""

Cvieni 12.5. Ve vzorku je 1 mg uhliku, tj. asi 6 - 102 -1073/12 = 5-10'° atomii. Z nich je priblizné
1/10'2, tj. asi 5 - 107, atomii radioaktivniho izotopu C14. Urcete symetricky 95 %-ni intervalovy odhad
poctu atomi, které se rozpadnou za 1 rok, tj. za 1/5730 polocasu rozpadu. Co o tom ¥ikd CebySevova
nerovnost?
Reseni. Odhadujeme nahodnou veli¢inu X s rozdélenim Bi(n,p), n = 5107, p = 1 — 1/21/5730 =
1.2-10~* (=pravd&podobnost, Ze se atom v daném case rozpadne),

EX =np=06048,

DX =np (1 —p)=6047,

ox =+/np (1 —p)="18.

Pfi aproximaci normélnim rozdélenim vyjdou meze EX +ox ¢~ (0.975) = 6048 +78-1.96 = 6048 4 153,
interval pfiblizné (5895, 6201), relativni chyba zhruba 153/6048 = 2.5 %.
Exaktni vypocet z binomického rozdéleni by byl pracny a vedl by k velmi podobnym vysledktm.
Cebysevova nerovnost nezohlediiuje znalost rozdélent (priblizné normélni) a vede na intervalovy odhad
s toleranci e splitujici nerovnost

o DX ox L T8 L
= V005 005 005 ’

meze 6048 £ 349 = 6397, interval piiblizné (5699, 6397), relativni chyba zhruba 349/6048 = 5.7 %.

Cviceni 12.6. Alice nabidla Bobovi sdzku 1 : 1000, Ze nedokdze z 500 hodii minci aspori v 60 % hodit lic.
Bob vdhd, proto Alice navic nabizi, Ze Bob md 10 pokusi (po 500 hodech) a staci, kdyZ aspori v jednom z
nich uspéje. Kurs zistdvd 1 : 1000. Md Bob sdzku pFijmout?

ReSeni. Je-li mince regulérni a n = 500 je pocet pokusi, pak vybérovy primér ma podle centralni
limitn{ véty rozdéleni pfiblizné N (2, 471) Pocet lict je nx vétsi, ma tedy rozdéleni priblizné N (
Pravdépodobnost, zZe Bob v jednom kole dosahne o 10 % vic nez polovinu lici, je

274)

1_315(()'1;1) =1-0(02yn) =1—®(4.472) =3.9x 107°.
Vi

Pti 10 opakovanych pokusech se pravdépodobnost tspéchu zvysi méné nez 10x, sazka zlustava pro Boba
velmi nevyhodna.
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Cvi€eni 12.7. Hdazime 600x minci a pocitdme pocet rubi. Urcete interval tvaru (300 — g, 300 + €), ve
kterém se bude pocet rubi vyskytovat s pravdépodobnosti P* = 0.95.

a) Vygpoctem pomoci aproximace normdlnim rozdélenim.

b) Odhadem z éebyéevovy nerovnosti.
ReSeni. Nahodna veli¢ina X, ktera je poctem rubi, méa binomické rozdéleni Bin(n, p), kde n = 600 je
pocet hodt a p = 0.5 je pravdépodobnost vyskytu rubu pfi jednotlivych hodech. VyuZijeme skutecnosti,

ze je binomické rozdéleni sou¢tem alternativnich rozdéleni, a tedy podle centralni limitni véty ma veli¢ina
asymptoticky normalni rozdéleni. Pro jeho parametry dostaneme hodnoty

5
uw=EX =np=2600-0.5= 300, 02:np(1—p):300-6:250, o =15.81.

a) Jestlize ozna¢ime F'x distribuéni funkei ndhodné veli¢iny X, pak

FX(a:)45<xou> ,  z€ER,

kde @ je distribu¢ni funkce normovaného normélniho rozdéleni N(0, 1). Potom je

0.95 = P(|X —300] <e)=P(300 — & < X < 300+¢) = Fy (300 + ) — Fx (300 — ¢) =
g —& 13 g
_ q&(o_>—tﬁ<a>:2§Z5<G>—1:>€P(O_)=0.975.

Ze vztahu dostaneme, Ze
=0 10.975) = 15.81 - 1.96 = 30.99.

Pocet rubt, které se vyskytnou, se bude lisit od 300 nejvyse o 31, bude se tedy s danou pravdépo-
dobnosti pohybovat v intervalu X € (269, 331).

b) Odhad pro interval ziskame z éebyéevovy nerovnosti

D(X) 250 250
52

P(IX — >1- 1- 2 >0. > 22— 5000.
(IX = 300| < &) > = 1- 5 2095 = ¢ > oo = 5000

Pro hledanou toleranci dostavame odhad

€ > v/5000 = 70.7.
Pocet rubt se bude lisit od 300 nejvyse o 71, bude tedy leZet v intervalu X € (229, 371) .

Cviceni 12.8. Leteckd spolecnost proddvd letenky a chce co nejvice utrzit. Letadlo md 216 mist, ale vi
se, Ze zhruba 5% lidi se k odletu nedostavi. Kolik miZe spolecnost proddvat letenek na jeden let, chee-li
drzet pravdépodobnost, Ze k odletu se dostavi vice nez 216 lidi pod hladinou o = 0.17

Reseni. Ozna¢ime n pocet prodanych letenek, X;, i € {1,2,...,n} ndhodnou veli¢inu nabyvajici 0, pokud
i-ty cestujici nepfijde a 1, pokud pfijde k odletu. Tedy X; je ndhodné veli¢ina s alternativnim rozdélenim
s parametrem p = 0.95. Cili plati EX; = p, DX; = p(1 — p) pro kazdé i € {1,2,...,n}. Oznacme
X = Z?:l X;. Pro dostate¢né velka n bude dle CLV platit, ze veli¢ina

X —np

norm(X) = m

mé téméF normované normalni rozdéleni, neboli norm(X) ~ N(0,1). Proto je mozné pro kazdé u € R
psat

Pmorm(X) < u) = Fyorm(x)(u) = P(u).

Chceme zjistit, jaké muze byt n, proto feSime nerovnici

P(X >216) < 0.1

X —np 216 —np
P(\/np(l—p) 7 \/np(l—p)> =
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po dosazeni p = 0.95 a U,

216 — 52
P (norm(X) > 2071) < 0.1

pronasobime —1 a pri¢teme 1.

-P (norm(X) >

P | norm(X) <

216 — 2n
1-P HOIID()():> 444;%65447 >1-0.1

Slozime s kvantilovou funkei normovaného normalniho rozdéleni, tj. ¢ = @~!. Ta je rostouci, proto se
neméni nerovnost.
19
216 — 55n

19n
20

> ¢(0.9)

Tedy dostavame

v19n 19
n

216 > q(0.9) 55— + 557

coz lze fesit budto zkusmo (vyraz napravo s kazdym n roste, takze to neni tak tézké) nebo umocnénim.
Vyraz nalevo v nerovnosti

19 V19n
216 — — .
6 50" > ¢(0.9) 20

bude kladny pouze pro n < % = 227.36 (tj. pro n < 227), proto lze pfi umocnéni nezménit znaménko

nerovnosti jen pro n < 227. Zarovenn prava strana nerovnosti je vzdy vétsi nez 0, proto nerovnost pro
n > 227 platit nemiize. Pro n < tedy po umocnéni dostavame

2052 361 19n
2 2. 2
(216) - n+ 200" >4 (0.9) 100
361 , (2052 ., 19 ,
P (2224 200.9) 2 ) n o+ (21
100" ( 3 q-(0 9)400> n+ (216)° >0

D = 64.083808229
410.478 £+ 8.005

niz = 361
200
n1 = 231.86
ng = 222.98.

Prvni kofen nevyhovuje podmince n < 227, tedy lze ¥ici, Zze nerovnici spliwuji pouze vSechna n < 222.
Spole¢nost tedy muze prodavat k letu 222 letenek a pravdépodobnost, ze pfijde p¥ili§ mnoho lidi, bude
stale mensi nez 0.1.

Pozndmka. Druhy koten vySel témér rovny 223, proto nase feSeni dava mensi pravdépodobnost, Ze ces-
tujicich k odletu pfijde pfilis, nez bylo pozadovanych 0.1. Sledujme, kolik vychazi CLV-odhady na tuto
pravdépodobnost, pokud spole¢nost proda letenek postupné 222, 223 a 224. Dosadime-li tato n do vzorce

rlo 216 — £2n 1 U<216—%n 1 216 — $9n
" T Jion T "= Vion T V1o ’

20 20 20
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dostavame postupné pravdépodobnosti

5.1
P2 =1-—97 (> = 0.058,

3.247306
4.15
= 1 — @ —_— - .1
P25 (3.254612) 0.1003,
3.2
—1-¢ (2" ) =0.1635.
P24 (3.261901)

Visimnéte si, Ze piidanim jediné letenky vzroste pravdépodobnost z 6% na 10% a z 10% na 16%!!!

Cviceni 12.9. Osoby A, B a C kandiduji na prezidenta. Odhadnéte, kolika lidi se musi prizkum tykat,
aby pro kazdého kandiddta byla alespori 95% pravdépodobnost, Ze statistickd chyba volebni preference
nepresdhne 1%. Predpoklddejte, Ze volebni preference potencidlniho volice nezdvisi na preferencich ostat-
nich volici.

Regeni. Budeme odhadovat pro kazdého kandidata zv1ast. Preference pro kandidata X ma alternativni

rozdéleni Alt(p). Z centralni limitni véty dostaneme
0.01

——/n > & 1(0.975).

px(1—p)

Rozptyl nabyva maximalni hodnoty pro p = 1/2. Pro t = #~1(0.975) = 2 dostévame (hruby) odhad
n > 10000.

Cviceni 12.10. Hdzime hraci kostkou a pocitdme vyskyt Sestek. Urcete, kolik musime provést hodi, aby se
relativnt vyskyt Sestek (pomeér poctu Sestek ku poctu hodi) lisil od % nejvyse o € = 0.05 s pravdépodobnosti
P*=10.95, a to

a) vgpoctem pomoci aproximace normdlnim rozdélenim,

b) odhadem z C’eby§evovy nerovnosti.

ReSeni. Pocet Sestek v provedené sérii hodi je nahodna velicina X, kterd mé binomické rozdélent
Bin(n, p), kde n je pocet hodu a p = % je pravdépodobnost vyskytu Sestky pfi jednotlivych hodech.
Pro parametry rozdéleni dostaneme

n 5n
EX:np:a, DX:np(l—p):%.

a) K vypoctu pouzijeme skutecnosti, Ze pro vétsi poet hodit ma nahodna veli¢ina X pfiblizné normalni

rozdéleni N(u, 02), kde p = G a o? = %—g Je-li X pocet Sestek, pak podminka z tlohy znamena
X 1
S <0055 X - 2 <n-0.05.
n 6 6

Oznac¢ime-li F'x distribuéni funkci nahodné veli¢iny X, dostaneme, Ze

095 = P(|X —E(X)| <0.05) = Fx(n(p+0.05) — Fx(n(p—0.05)) =

= o[ MR ) o [ RO g () i (BT s,

7 tabulky kvantili norméalniho rozdéleni dostaneme, Ze

0.3y/n 1 . 1.96 - 2.236 . .
=&~ (0.975) = 1.96 = = ——— =14.609 = n = 213.42.
X (0.975) V=R n
Musime tedy provést alespon 214 hodi, abychom s pozadovanou pravdépodobnosti dosahli zadané
tolerance pro relativni ¢etnost Sestek.

b) Odhad pro pocet hodi muzeme ziskat i z éebyéevovy nerovnosti. Je pak
X 1 np(l—p) p(1—p)
Pl|——=|<005)]> —=—"-""">095="—"—"2<00=
()n 6‘< )_ n?-0.052 — n-0.052

5
> e —
"~ 36-0.05-0.057
K ziskani pozadované tolerance vyskytu Sestek musime provést 1112 hodi.

=1111.11.
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Cviceni 12.11. Hdzime 100-krdt pravidelnou minci a ndhodnd veli¢ina X je pocet rubi.
a) Urcete (priblizné) éislo € tak, aby P[|X —EX| <¢] =0.9.
b) Pomoci Cebysevovy nerovnosti odhadnéte pravdépodobnost P[|X — EX| > 10].

Reseni. Nahodna velicina X mé binomické rozdéleni Bi(100; 0.5). Je tedy EX = 100 - 0.5 = 50 a
DX =100-0.5- (1 —0.5) = 25. Z centralni limitn{ véty vyplyva, Ze miizeme piedpokladat pro ndhodnou
veli¢inu X priblizné normalni rozdéleni N(50; 25).

a) Cislo & uréime z rovnice
09 = P|X-EX|<e=PpH0—e<X <50+¢]=Fx(50+¢)—Fx(50—¢) =
€ —€ €
0.9 = @(5) —q5(5> _2¢(5) —1

= ¢ (%) —0.95 = g — ¢ 1(0.95) = £ = 5 - 1.645 = 8.225.

b) Z Cebyéevovy nerovnosti dostaneme

DX 25
Pl|X -EX|>10| < — = P||X - 10] £ — =0.25.
[ > 10) < 757 = PIIX —50) > 10] < = = 0.2

Cviceni 12.12. Standardni porce masa v Tizku je 150 grami. Smérodatnd odchylka od této hodnoty je
10 gramdi.

a) Uréete pravdeépodobnost, Ze na 100 porci masa nebude spotrebovdno vice nez 15.3 kilogrami masa.

b) Pomoci éeby§evovy nerovnosti urcete pravdépodobnost, Ze odchylka od standardni spotreby na 100
porct nent vétsi neZ 0.8 kg.

ReSeni. Mame EX; = 150, DX; = 102, EY.1%) X; = 15000, DY X190 = 10 000 a /D Y129 X; = 100.

a) Podle CLV je

100
X;—1 1 —1
P() X;<15300) =P 2. Xi — 15000 < 13015000 ®(3) = 0.99865.
— /10 000 100

b) z Cebysevovy nerovnosti je

100 100
10 000 1 63
P X, —-EY Xi|<800)>1- — =1- — = =,
(z_; ; ) 8002 64 64

Cviceni 12.13. Pocet bodi ze zkouskové pisemky je ndhodnd velicina pohybujici se v rozmezi 0 — 100,
s primeérem 53 a rozptylem 839. Celkem 200 studenti psalo zkouskovy test. Urcete pravdépodobnost, Ze
primérny pocet bodit u téchto studenti byl mensi nez 50, a uwvedte za jakyjch predpokladi.

Reseni. Oznatme X; pocet bodi i-tého studenta, i = 1,2,...,200, a dale X = ngi X;. Hledame
pravdépodobnost

200 X, . <X —~200-53  10* —200- 53>
Pl==———<50| =P(X<10%) =P < .
( 200 ( ) V/2001/339 V/200/839

Pokud jsou veli¢iny X; nezévislé (coz nejsou napt., kdyZ studenti opisuji), plati podle CLV

X — 10600

norm(X) = ——— ~
() 1v/2004/839

N(0,1).

Tedy 1ze psat
r no1rm(X)<ﬂ =P(—1.46) =1—P(1.46) =1 —0.93 =0.07
409.63) S s R

Cviceni 12.14. Krevni tlak md v populaci stiedni hodnotu EX = 138 mmHg a smérodatnou odchylku
ox = 20 mmHg. Urcete rozmezi, v némz se nachdzi aspori § = 80 % populace. Uvedte pouZité predpoklady.

71



Reseni. CebySevova nerovnost (protoZe nezname typ rozdéleni) zarucuje

2
P[IX —EX| >¢] < 72X,
g

Polozime

IX <1-5=02,

e> X o VB=45.

2

Hledané meze jsou EX + ox /5 = 138 £ 45 = (93,183).
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Cast II
Zaklady matematické statistiky

13 Intervalové odhady charakteristik rozdéleni

13.1 Intervalové odhady norméalniho rozdéleni N(u,o?)
13.1.1 Odhad stfedni hodnoty

Cvigeni 13.1. Soubor dat (75, 85, 58, 72, 70, 75) je ndhodniym vijbérem z normdlniho rozdeéleni N(u, o2).
Stanovte 95% interval spolehlivosti pro stfedni hodnotu pu.

Reseni. K urceni intervalového odhadu pouzijeme statistiku

X - = Sx - , Sx
T= Sx =X - % 04(5)(0.975) < p < X + % G1(5)(0.975)

kde X je vybérovy primér, S% vybérovy rozptyl a n je rozsah vybéru. Ze zadéni dostaneme n = 6 a

6
1 435
T=_Y ay=— =725,
€T 6i:1$ 6

6
1 385.5
2 _ 2 2| _ . .
sm—5<;_1 x; —6-(x) )—5 =771, sz = 8.781.

Z tabulek kvantilii studentova rozdéleni dostaneme g;(5)(0.975) = 2.57, a tedy
63.29 < pu < 81.71.
Cviceni 13.2. Opakovand méreni stejné ndhodné veliciny dala ndsledujict vijsledky:
|17 |37 [ 70 |34 |64 52| 722147 [32]94|62]71]34]43]
Jakou hodnotu h pFekroci stFedni hodnota s pravdépodobnosti nejvijse o = 1 %2 Uvedte pouZité pied-
poklady.

Reseni. n =15, & = 50, s, = 21,7,

_ Sz . 21.7
h>x+ — qpn-1)(1 —a) =50+ —— - 2.625 = 64.7.
\/ﬁqt( 1)( ) \/E

Predpoklady: Chyby jednotlivych mé¥Feni maji stejné normalni rozdéleni a jsou nezéavislé (byva splnéno).

13.1.2 Odhad rozptylu a smérodatné odchylky

Cvi€eni 13.3. Opakovand méfeni stejné koncentrace ldtky vedla k ndsledujicim vysledkim: (0.2,0.23,
0.21,0.16,0.18,0.19,0.14, 0.18,0.21). Najdéte symetrické oboustranné 90%-ni odhady stiedni hodnoty, rozptylu
a smérodatné odchylky.

Regeni. Odhadujeme parametry nahodné veli¢iny X z realizace rozsahu n = 9, jejiz statistiky jsou
realizace vybérového priiméru # = 0.189, realizace vybérového rozptylu s2 = 7.6-10~4, realizace vybérové
smérodatné odchylky s, = \/Q = 2.76 - 10~2. Intervalovy odhad stfedni hodnoty:

Sz Sz

<w -7 Qs(n—1)(0.95), & + 7n qt(n—1)(0-95)> =
2

2.76-1072 2.76 - 10

= (0.189 — ————— @4(5)(0.95),0.189 + ————— ¢4()(0.95) ) =

3 T 3
1.

= (0.172, 0.206) .

Intervalovy odhad rozptylu:

(n—1)s3 (n-Dsz \ .
<qX2(n—1) (0.95)" qy2(n—1) (0'05)> a
. /8-76-107* 8- 7.6-107*
o < qx2(8) (095) ’ qxz(g) (005) >

15.51 2.73
=(3.9-107,2.2-107%) .
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Intervalovy odhad smérodatné odchylky (odmocnina z pfedchoziho):

(n—1)s2 (n—1)s2 B
qX2(7L—1) (095), qX2(”—1) (005)

= <\/3.9 1074, V2.2 10—3> =(1.97-1072.4.7-1072%) .

Vsimnéte si, Ze intervalové odhady vybérového rozptylu, resp. smérodatné odchylky nejsou symetrické
kolem jejich bodovych odhadii s2 = 7.6 - 1074, resp. s, = 2.76 - 1072,

Cvi€eni 13.4. Soubor (70, 84, 89, 70, 74, 70) je ndhodnym vgbérem z normdlniho rozdeéleni N(u, o).
Urcete 95% interval spolehlivosti pro rozptyl 0.

Reseni. Interval spolehlivosti pro rozptyl uréime ze statistiky

SQ
Y:(n—l)a—‘;{7

mé rozdéleni x2(n — 1), kde n je rozsah vybéru a S% je vybérovy rozptyl. Ze zadani je n = 6,

6 6
457 1 341.787
T=-) T =~ = 7617, si:5<§ xf—6-(x)2>£ £ — 68358,
i=1 =1

| =

Pro 95% pravdépodobnost je
Qx2(5) (0.025) =0.831<Y < Gx2(5) (0.975) =
41. 41.
SALTST 26.64 < 0% < 341.787

12.83 - 0.831

Cvi€eni 13.5. V souboru y = (72, 65, 75, 87, 72, 73, 70, 83, 85) jsou uvedeny vihy ve skupiné student.
Za predpokladu, Ze se jednd o ndahodny vijbér z ndahodné veliciny Y, kterd md normdlni rozdélent, stanovte
95% horni jednostranny interval spolehlivosti pro rozptyl o3, tedy mez o3, pro kterou Plo? < o?] = 0.95.

=411.296.

Reseni. Ke stanoveni intervalového odhadu pouZijeme skutecnosti, e nahodna veli¢ina (statistika)

n—1) 52
V:( 2) YNXQ(n_l)
Oy

mé y2-rozdéleni s n — 1 stupni volnosti. Z 95% jednostranného intervalu spolehlivosti pro jeji hodnoty
ziskdme hledany odhad. Pro zadany vybér dostaneme

9

632

n=9, J=-g- =T5.778, > yP=52130, s, =56.194.
=1

Z tabulek kvantilii odecteme pro rozdéleni x?(8) kvantil g,2(s)(0.05) = 2.73. Pro realizaci dostaneme
interval spolehlivosti

8-56.194 9 9 449.552
— s = oy <o =

2.73 <
= 62 2.73

= 164.67.

Tedy 0% € (—o0, 164.67) s pravdépodobnosti 0.95.

Cviceni 13.6. Deset opakovanich méiens obsahu alkoholu ve vzorku krve md primérnou hodnotu X =
0.15%0a smérodatnou odchylku sx = 0.01%0. Jakou hodnotu h prekroci chyba metody (t.j. smérodatnd
odchylka) s pravdépodobnosti nejvijse oo = 1% ¢ Uvedte pouZité piedpoklady.

Reseni. (V ucebnim textu je odhad rozptylu DX = h2.)
Pro n = 10 méame

(n—1)s3

2 < qx2(n—1)(1 —a),

n—1 9
h> | —————= sz =1/ 5= - 0.01 = 0.0064.
G-l —a) ™™ 21.7

Predpoklady: Chyby jednotlivych mé¥Feni maji stejné normalni rozdéleni a jsou nezavislé (byva splnéno).
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14 Odhad parametri (metoda momentii, metoda maximéalni vé-
rohodnosti)

14.1 Odhady diskrétnich rozdéleni

Cviceni 14.1. Pocet kazi na tabulkdch skla se 7idi Poissonovym rozdélenim. Bylo pozorovdno

17 tabulek bez kazu
4 tabulky s 1 kazem
1 tabulka s 2 kazy
2 tabulky s 3 kazy
1 tabulka s 5 kazy.

Metodou maximdlni vérohodnosti uréete parametr X tohoto Poissonova rozdélent.

Reseni. Mame realizaci nahodného vybéru (z1,...,2,).
k
Pro nédhodnou veli¢inu s rozdélenim Po()\) je P[X = k] = T e~*. Vérohodnostni funkce je
n ATi . )\0 . 17 )\1 . 4 )\2 . 1 )\3 ) 2 )\5 . 1
L()\):Hxi!e (O!e e o e 3¢ e
i=1
_ AT o252
1440 ’

logaritmicko-vérohodnostni funkce
I(A) =InL(\) =17ln X\ — 25X — In 1440

a jeji derivace
al(A) 17
——=——-25.
o\ A g

Resenim je

17 ~ 17

2\ 25

Cviceni 14.2. Kostka A je spravnd, kostka B ddvd vijsledky s pravdépodobnostmi v tabulce. Hazeli jsme
jednou z nich, cetnosti vysledki uddvd tabulka. Odhadnéte, kterou kostkou se hdzelo.

hodnota 1 2 3 4 ) 6

PA 1/6 1/6 1/6 1/6 1/6 | 1/6
PB 1/10 | 1/10 | 1/10 | 1/10 | 1/10 | 1/2
cetnost 10 12 15 10 12 25

ReSeni. Vérohodnost pro prvni kostku je
(1/6)3* = 4.318 107

pro druhou
(1/10>10+12+15+10+12 . (1/2)25 =9 98 - 10—67 .

Vérohodnéjsi je odhad, Ze se hazelo kostkou A.
Lze také testovat shodu s teoretickym rozdélenim obdobné jako v x2-testu a vybrat variantu s nizsi
hodnotou kritéria; postup je pracnéjsi a vede ke stejnému zavéru.

Cviceni 14.3. V wrné je mnoho hracich kostek, z nichZ nékteré jsou sprdvné, nékteré falesné. Na
falesnijch padd Sestka s pravdépodobnosti 1/2& zbyvagici ¢isla maji stejnou pravdépodobnost. Opakované
jsme vytdhli kostku, hodili 57 a vrdtili ji zpét. Cetnost viysledki uddvd tabulka:

hodnota 1 2 3 4 5 6
cetnost 18 (20|12 | 15| 10 | 25

Odhadnéte, kolik procent kostek je falesngjch.
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Reseni. Podil falesnych kostek oznacme p € (0,1).

Metoda momentii:

Stfedni hodnota vysledku pro spravnou kostku je 3.5, pro faleSnou 4.5, pro smés s koeficientem p
vychazi 3.5 (1 —p) +4.5p = 3.5 + p.

Realizace vybérového praméru je 3.54.

Srovnanim téchto dvou hodnot vyjde odhad p = 0.04 € (0, 1), coz vyhovuje zadani.

Metoda maximélni vérohodnosti:

Ve smési rozdéleni mé Sestka pravdépodobnost %(1 —p) + %p = % a padla 25x, ostatni Cisla

t(l-p+5p= 522P 4 padla 75x (neni tfeba mezi nimi rozlisovat).

30
5—2p & 1+2p 25
L) =\ "6 )

p)=75In(5—2p)+251In(l +2p) — 75 In30 — 25 In6.

Maximum nastava pro p takoveé, ze

0 ~150 50

76/\: =

B P =525 T1vzp
1

Cviceni 14.4. Ndhodnd veli¢ina X je smési ndhodnijch velicin Y, Z, jejichZ pravdépodobnostni funkce
jsou ddny tabulkou:

hodnota 1 2 3 4
[2% 0.4 (04]01]0.1
Dz 0.1101]04]|04
pozorovand cetnost || 12 | 13 9 6

Posledni Fddek uddvd cetnosti hodnot v realizaci ndhodného vijbéru s rozdélenim, které md ndhodnd
velicina X . Odhadnéte z nich nezndmy koeficient smési w.

Reseni. Metoda momentu:

EX =wEY + (1 —w)EZ =
—w(04-1404-24+01-3+0.1-4) +(1—w)(0.1-1+0.1-24+04-3+04-4) =
C12-1413-249-346-4 89

=19 3.1(1— =3.1-1.2w= = — =2.225
w31l -w) v 12+13+9+6 10 ’
35
=— =0.72917.
W= g 0.72917
Vyhovuje zadani.
Metoda maximalni vérohodnosti:
04w +01(1-w)=03w+0.1,01lw+04(1 —w)=0.4-0.3w.
hodnota 1 2 3 4
DX 0.1403w | 0.14+03w | 0.4 —0.3w | 0.4 —0.3w
pozorované ¢etnost 12 13 9 6

L(w) = (0.1 +0.3w)™*™ . (0.4 — 0.3w)*"® = (0.1 + 0.3w)** (0.4 — 0.3w)'?,
l(w) = In(L(w)) = 25 In(0.1 + 0.3w) 4+ 15 In(0.4 — 0.3w) ,

7.5 45
/ = — =
C) =017 03w 04030
1
w= 2—1 = 0.70833.

Cviceni 14.5. Dvé diskrétni ndhodné veliciny X,Y maji pravdépodobnostni funkce dané tabulkou. Odhad-
néte koeficient ¢ smési Z = Mix.(X,Y) z etnosti jejich realizact uwvedengch v tabulce.
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hodnota 1 2 3 4
Px 0.1]02]02]0.5
Py 0.51]0.2]02]0.1
cetnost 30 | 20 | 15 | 35

ResSeni. Metoda momentu:

EX = 014+2-0243-02+4-05=3.1,
EY = 054+2.-0243-024+4-01=1.9,
EZ = ¢cEX+(1-¢EY=19+12¢,
3042-20+3-154+4-35 51 R
s — — 2 _955=1.9+412
o 100 20 +lac,
2.55 1.9
¢ o= 2277 5417,
¢ 1.2

Metoda maximéalni vérohodnosti:

hodnota 1 2 3 4
Pz 0.5—-04c | 02]02]01+04c
L(c) = (0.5-0.4¢)%-0.22T1%.(0.14-0.4¢)%,
l(c) = InL(c)=301In(0.5-04¢)+351n0.2+351In(0.1+04c¢),
o 2@ _ 04, 04
adc 0.5—04¢c 0.1+04¢c
29
¢ = — =0.5577.
C T R

Cviceni 14.6. Ndhodnd velicina miZe nabyvat hodnot 0,1,2. Jeji rozdélent, zdvislé na parametrech p,q,
a Cetnost hodnot v realizaci wvddi tabulka:

hodnota 0] 1
teoretickd pravdépodobnost || p | ¢q | ¢?
pozorovand cetnost 2112 6

Odhadnéte parametry p,q.

ReSeni. Parametry jsou vazany podminkou p = 1 — ¢ — ¢%.

Metoda momenti: ux = g+ 2¢%, mx = 55528 = 2, ux = mx.

= q1 = —5;V/265 — 1 = —1.0639 (nevyhovuje), g2 = 55265 — 1 = 0.56394 (vyhovuje),
p=1—q—q2=0.11803.

Metoda maximéalni vérohodnosti: L(q) = 2Inp+ 12Ing+61Ing? = 2In(1 — ¢ — ¢?) + 241ng,
%(q) = % + 21__2q‘12__1q =0=q = —%(nevyhovuje), G2 = % = 0.57143 (vyhovuje), p=1—¢q2 — ¢2 =
& = 0.10204.

Cviceni 14.7. Ndhodnd velicina X nabyjvd hodnot s pravdépodobnostmi dle tabulky, kde c,q jsou redlné
parametry rozdélent. Z cetnosti hodnot v ndhodném vybéru, wvedenych v tabulce, odhadnéte pravdépodob-
nosti véech hodnot.

hodnota i 1 2 3
pravdépodobnost px (i) || c—q | ¢ | c+¢q
cetnost n; 10 10 5
ReSeni. ProtoZe soucet pravdépodobnosti viech hodnot je 1, musi byt ¢ = 1/3, zbyva odhadnout

parametr q.
Metoda maximéalni vérohodnosti:

1 1 1
K(q):lOln(g—q)+101n3—|—51n(+q) ,

3
—10 5
0="0(q)=5—+7 ,
3—¢ 37+¢q
_ 1
q= 9"
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Odhady pravdépodobnosti hodnot 1,2, 3 jsou po fadé 4/9,1/3,2/9.

Metoda momentu:
Stredni hodnota je

1 1
jeji odhad z realizace
1
— ini=—(10+2-104+3-5) = —,
n =
rovnice
242q= 9
175
mé feSeni ¢ = —1/10. Odhady pravdépodobnosti hodnot 1, 2,3 jsou po radé
1 n 1 1 1 1
3 10733 10’

coz vyhovuje zadani.

Cviceni 14.8. Hdzime nesymetrickou minci. Padl 12x rub a 8% lic. Chceme odhadnout pravdépodobnost
q, se kterou padd rub. PouZijte metodu mazximdini vérohodnosti.

Vysledky. ¢ = 3/5.

Cviceni 14.9. Ndhodné veliciny X, Y a Z maji rozdéleni dand tabulkou

= hodnota 1 9 3 4
velidina
X 12 174 | 1/8 | 1/8
Y 13| 1/3 [ 1/6 | 1/6
Z 2/5 [ 3/10 | 1/5 | 1/10

Z realizace

hodnota 1 2 3 4
cetnost 43 | 30 | 15 | 12

rozhodnéte, ktery z modeli (dangch rozdélenimi velicin X,Y, Z) je nejlepdi.
Reseni. Nahodné veliciny X, Y, Z davaji na dané realizaci po fadé vérohodnosti
(1/2)%3 % (1/4)%0 % (1/8) % (1/8)12 = 4.08 - 10756,
(1/3)% % (1/3)30 % (1/6)'° % (1/6)'2 = 1.45-107°%
(2/5)% % (3/10)3% % (1/5)1°  (1/10)*? = 5.22-107°% |
nejveétsi je pro Z.

Cviceni 14.10. Posudte, ktery z pravdépodobnostnich modeli v tabulce nejlépe odpovidd pozorovangm
cetnostem zndamek:

zndmka H 1 ‘ 2 ‘ 3 ‘ 4 ‘
pravdépodobnost dle modelu A || 1/4 | 1/4 | 1/4 | 1/4
pravdépodobnost dle modelu B || 1/6 | 1/6 | 1/3 | 1/3
pravdépodobnost dle modelu C || 1/8 | 1/8 | 1/4 | 1/2

| cetnost [ 20 [ 27 [ 70] 99 |

ResSeni. Na dané realizaci dostdvame po fadé vérohodnosti

(1/4)%° % (1/4)*7 % (1/4)7 % (1/4)%° =9.02- 107131
(1/6)%° % (1/6)%7 % (1/3)™ % (1/3)%° = 5.21- 107118
(1/8)%0 % (1/8)%7 % (1/4) % (1/2)%° = 4.06 - 107117,

nejvétsi je pro model C.
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Cviceni 14.11. Gen se vyskytuje ve 4 variantich A, B, C, D. Model pFedpokldidd, Ze B se vyskytuje
3x castéji nez A a D 3x castéji nez C. Odhadnéte jejich pravdépodobnosti na zdkladé zjisténych cetnosti
v tabulce.

varianta || A | B | C | D
cetnost 10 | 15 | 15 | 40

Vysledky. 65—4, %, %, g.
Cviceni 14.12. V osud? jsou dva druhy kostek, na pronich jsou ¢isla 1,...,6, na druhych pouze 1,3,5,
u obou druhi jsou vSechny mozné vysledky stejné pravdépodobné. Vytdhli jsme 20 kostek a jednou jimi

hodili; cetnost viysledki uddvd tabulka. Odhadnéte, kolik z téchto 20 kostek bylo pruniho druhu.

hodnota || 1 | 2|34 |5 |6
cetnost 5121412611

a)

hodnota || 1 |2 | 3| 4
cetnost 31414141213

b)

Vysledky. a) 10, b) 20.

Cviceni 14.13. Ndhodnd velicina nabyvd vysledky 1,2,3. Tabulka uvddi jejich pravdépodobnosti a po-
zorované cetnosti. Odhadnéte parametry a,b.

hodnota 1 2 3
teoretickd pravdépodobnost || a+b | a+2b | a+ 3b
cetnost 10 10 20

Vysledky. a =b=1/9.

14.2 Odhady spojitych rozdéleni

Cviceni 14.14. Doba do poruchy daného pfistroje md exponencidlni rozdéleni. Od zacdtku roku bylo
zjisténo, Ze stroj se porouchal postupné za 20 dni, 37.5 dng, 28 dn%, 10.5 dni a 54 dni. Metodou maximdlni
vérohodnosti urcete parametr w tohoto exponencidlniho rozdélent.

Reseni. Predpokladame hustotu f () = we ™% pro z > 0. Vérohodnostni funkce je
n
A(w) — H we Wi — we—w-QOw e—w~37.5,w e—w~28,w e—w~10.5w e—'w-54 _ w5 e—'w'150 .
i=1
Logaritmicko-vérohodnostni funkce je
n
AMw) =InA(w) =nlnw — IUZJCL =5lnw— 150w,

=1

Jeji derivace

Nw)=——» xz;=——150
w
1=1
Nulova derivace a maximum vérohodnosti je pro
1 1
W=—=—.
r 30

Cvic¢eni 14.15. Ezxponencidlni rozdéleni md pro t > 0 hustotu

fx(t) =we ™",

Na zdkladé ndhodného vijbéru
0.42600148; 0.87249437; 0.14744007; 0.01452009; 1.44667089

najdéte mazrimdlné vérohodny odhad parametru w.
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Vysledky. 1.72.

Cviceni 14.16. Predpokldddme, Ze ndhodnd veli¢ina X md posunuté exponencidlni rozdéleni s hustotou

1 t—T

— exp (> , t>T,
fx@t)=<T71 T

0

jinak,
kde 7 > 0. Z realizace x = (2,3,8,4,10,3,5) odhadnéte parametry T, T.

ResSeni. Metoda maximélni vérohodnosti:

ol z; — T 1 1
A(T,T):ln/l(T,T):ln(”exp(— : )):—nlnT—E zi+—nT,
T T T
i=1

X T
=1

pokud 7' < minz; (jinak 0). To je rostouci funkce T, takze T = min ;.
K2 7

O\~ n 1 & 1 -
~~
F=2-T=2Z—mina;.
3
V nagem pifpadé T =2, 7=5—2 = 3.

Metoda momentu:

px = [ersa= [ Low (-0 = - mew (-5

=T+,

0o 42 _T
EXQZ/thX(t)dt:/ t—exp (—t )dt:
R T T T

= (—t2 —27—t—27'2) exp (—t_T>

T

o0

t=T

oo

t=T
=T 42774272 =(T+7)>+7° = (EX)?> +72.

K témto vysledkam lze dojit bez integrovani, nebot X = Y + T, kde T je konstanta a Y je nadhodna
veli¢ina s exponenciadlnim rozdélenim, EY = 7, 032/ =72 EX=EY+T, O'g( = 032,, EX?2 =EX?2+ og(.
V naSem pfipadé

1 & 1 & 227
mx =Y w=5,  mae= Y et = 2 =g,
i=1 i=1

soustava rovnic

f—F?:mX :5,
227

m%k +72 =my2 = =

ma kladné Feseni T = @ = 2.7255, T = 2.274 5, které ovSem neodpovida zadani, nebot T>az = 2,
takze nalezeny model nepfipousti pozorovanou hodnotu z; (ta by méla nulovou hustotu pravdépodob-
nosti).

CviCeni 14.17.  a) Urcete parametr « tak, aby funkce f(t)

f(t):{o, t<0,

ate™™t 0<t

byla hustotou pravdépodobnosti.

b) Pomoci metody mazimdlni vérohodnosti odhadnéte parametr w pro hustotu z bodu a) na zdkladé
realizace ndhodného vgbéru (x1,xa, ..., Ty,).
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ReSeni.  a) Protoze funkce f je hustotou pravdépodobnosti, plati

e +oeo a a +o00
12/ f(t)dt:/ ate‘wtdt:—f[te—wt]giwrf/ ot qf —
0 w w Jo

— 0o
« _ «
w2 o™, = w2

Parametr o = w?.

b) Vérohodnostni funkce ma tvar
n n
Alw) = Hw2 zpe VT = 2T Hmi .
i=1 i=1

Po zlogaritmovani a derivaci dostaneme

n

n n /
(In A(w)) = (2nlnw—w2xi+Zlnxi) _ T
w
i=1 i=1

i=1
Tento vyraz polozime roven nule a parametr vyjde
- 2n

w = —n =

Die1 Ti

Cviceni 14.18. Pomoci metody mazximdlni vérohodnosti i metody momenti odhadnéte parametr a pro

81| o

hustotu
0, t<a,
t =
Ix®) {e“t, a<t.
Ulohu Feste obecné pro realizaci (x1,xa,. .., xy,) a také pro konkrétni realizaci (1,2,2,2,3,3,4).

ResSeni. Metoda maximélni vérohodnosti:
Na§im cilem je maximalizovat funkci

Afa) = ﬁe“_“ =% .e” LT

i=1

Tato funkce nabyva maxima pro nejvétsi pfipustnou hodnotu parametru
a=min{zy,...z,}, resp. a = 1.

Metoda momentu:

my :/ t fx(t) dt:/ te®tdt = [—te“—t];‘ia+/ e tdt =
a

— 00 a
= [_t ea_t];f)ia + [_ea_t]?ia =a+1.
Odtud pro parametr @ dostaneme a =7 — 1 = ZTI — 1, resp. a = 1—77 — 1 = 1.43, coz nedava smysl.

Cvi€eni 14.19. Datovy soubor x = (=4, =3, —2, —1.5, 0.5, 1, 2.5, 3) je realizaci ndhodné veliciny X,
kterd ma spojité rovnomérné rozdélent v intervalu (—h, h). Metodou momenti uréete odhad parametru h.
(Ovétte, zda odhad odpovidd zaddni.)

ResSeni. Rozsah souboru je n = 8. Ndhodné veli¢ina X mé stfedni hodnotu rovnou nule, proto musime

n
pouzit dalsf momenty (jen pro predstavu: T = 1 3 z; = —35 = —0.4375). Dostaneme E(X?) =
i=1

f_hh % dx = [g]}ih = %2 Odhad druhého momentu je

1< 47.75
my=— Y aj= —g = 96875,

i=1
Odhad parametru ziskdme jako feSeni rovnice

h2
3

47.75
=EBE(X?) =my = — — h= V17.90625 = 4.2316 .

Protoze vSechny hodnoty ze souboru lezi v intervalu (—h, h) = (—4.2316, 4.2316), muZeme nalezenou
hodnotu A tudiz povazovat za hledany odhad parametru rozdéleni.
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CviCeni 14.20. Za piedpokladu, Ze soubor x = (114, 105, 118, 119, 117, 108) je realizaci ndhodného
vgbéru ze spojitého rovnomérného rozdéleni v intervalu {(u — h, u + h), odhadnéte metodou momenti
parametry rozdélent.

Reseni. Hledame odhady pro dva neznamé parametry @ a h. Pouzijeme tudiz rovnosti prvnich dvou

PR , ’ v , v , 2
momentid. Pro ndhodnou veli¢inu X, kterda mé rovnomérné rozdéleni, dostaneme EX = p, DX = %,

EX? = (EX)?2+DX = 2 + %2 Odhady parametra ziskdme jako FeSeni soustavy rovnic

n e 1 n

§ Ti, EXQ:—E:xf.
n

i=1 i=1

EX =7 =

S|

Po dosazeni hodnot ze souboru dostaneme
- 1
> ap = G " 77459 =12909.83.

i=1

S|

1
T = 681=1135,

Soustava pro odhady hledanych parametrt mé tvar

h2
pw=113.5, u? + 5 T 1200983 = h=09.09.

Protoze je p— h = 104.4 a p + h = 122.6, lezi vSechny hodnoty ze souboru v intervalu {(u — h, u + h).
Nalezené hodnoty miiZzeme tudiz povazovat za hledané odhady parametriu rozdéleni.

CviCeni 14.21. Piedpokliddme, Ze ndhodnd velicina X md (po éastech linedrni) hustotu dle obrdzku.

fx

Na zdkladé realizace

a) x=(-2,1,1)

b) x=(-1,1,2)
odhadnéte parametr a > 0.

Vysledky. a = 3, a to pro obé varianty, nebot hustota zavisi jen na absolutni hodnoté dat.
(Druhy kofen kvadratické rovnice, 4/3, nevyhovuje pozadavku a > 2.)

15 Testy stfedni hodnoty a rozptylu

15.1 Testy stfedni hodnoty normalniho rozdéleni
15.1.1 P¥i zndmém rozptylu o2

Cviceni 15.1. ZafFizeni vdzi soucdstky s chybou, kterd md normdint rozdélent o nezndmé stiedni hodnoté
a smérodatné odchylce o = 0.66 g. Otestujte na hladiné vyznamnosti 5 %, zda je mozZné, aby méreni
nebylo zatiZeno systematickou chybou (tj. stiedni hodnota chyb byla nulovd), pokud pFi n =9 kontrolnich
méFenich byly naméieny tyto chyby (v gramech):

0.3, 0.4, —0.8, 0.1, —1.3, —1.1, —0.6, 0.2, —0.5.

Reseni. Realizace vybérového priiméru vychazi & = —3.3/9 = —0.367 g. Smérodatna odchylka vybérového
praméru je o/v/n = 0.22 g. Testovaci statistiku
—0.367

z .
o Vi = 0.22

porovname s kvantilem ®~1(0.025) = —®~1(0.975) = —1.96 a nulovou hypotézu (%e zaiizeni nema sys-
tematickou chybu) nezamitame.

=1.67
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Cviceni 15.2. Teplomérem, o jehoZ chybé predpokliddme, Ze md normdlni rozdéleni se smérodatnou
odchylkou o = 3°, jsme provedli 30 méFeni stejné teploty. Primérny visledek byl 101°. Otestujte na
hladiné vijznamnosti 5 %, zda teplota nepiesahuje 100°.

Vysledky. Hodnotu kritéria 1.83 porovname s ®~1(0.95) = 1.64 a nulovou hypotézu zamitame.

15.1.2 Pfi nezndmém rozptylu

Cviceni 15.3. Testujte na hladiné vgznamnosti o = 0.1, jestli ndsledugjici normdlné rozdélend data maji

stredni hodnotu p=5: ¢ = (6.1,1.2,3.4,8.1,5.1,6,4.7,4).

Reseni. Predpokladame, Ze x je realizaci nahodného vybéru (X1, ..., Xg) z rozdéleni N(px, 0%), kde ani
jeden z parametri neni zndm. Testujeme hypotézu

Ho: px =p
proti hypotéze
Hi:px # p.
Pouzivame testovaci statistiku .
X
T —

—H
n
Sy vn,
kde n = 8, X = 4.825, u = 5 a Sx = 2.059, ktera ma za platnosti Hy Studentovo t-rozdéleni se 7
stupni volnosti. Provadime oboustranny test, proto |T| porovnaviame s kvantilem gy 7)(1 — §) = 1.89.

Plati [t| = 0.24 < 1.89 = g4(7)(0.95), proto na hladiné vyznamnosti nezamitdme hypotézu, ze st¥edni
hodnota tohoto rozdéleni je rovna 5.

CviCeni 15.4. Vyrobce turdi, Ze spotieba jim vyrdbéného automobilu je 6 1/100 km. Primérnd spotieba
u 49 wuZivateli ale byla 6.41/100 km. Ddle byla naméiena vgbérovd smérodatnd odchylka 1.6 1/100 km.
Testujte na hladiné 5 %, zda mél vgrobce pravdu, a uvedte pouité predpoklady.

ReSeni. Piedpoklady: spotfeba ma normalni rozdéleni se stFedni hodnotou 1, méfeni odpovidaji ndhod-
nému vybéru.
Za nulovou, resp. alternativni hypotézu si zvolime
Hy: spotieba = 61/100 km,
Hjy: spotfeba # 6 1/100 km.
Za platnosti Hy méa nadhodna veli¢ina

X, —6
4
1.6 Ve

rozdéleni t(48). Vypocteme proto hodnotu

6.4—6

t:
1.6

-7=1.75.

JelikoZ [t| < q¢(45)(0.975) = 2.011, hypotézu Hy ve prospéch H; nezamitame.

Pokud za nulovou, resp. alternativni, hypotézu zvolime

H{: spotieba < 6 1/100 km,

Hj: spotfeba > 6 1/100 km,

(zalezi na presné formulaci zadani), pak hodnotu ¢t = 1.75 porovname s kvantilem g;(4g)(0.95) = 1.68,
nebot alternativé tentokrat odpovida ,hornich 5 %*. A jelikoz To > gy4s)(0.95) = 1.68, hypotézu Hy ve
prospéch Hj zamitame. (Pfedpoklad normalniho rozdéleni neni adekvatni, ale p¥iblizné jej lze pouZit.)

Cvi€eni 15.5. Pacientovi byly naméfeny ndsledugici hodnoty systolického krevniho tlaku [torr]: 132, 135,

140, 153, 120, 148, 125. Posudte na hladiné vgznamnosti 5 %, zda stredni hodnota odpovidd normdlu,
kterym je 120 torr. Uvedte pouZité piedpoklady.

Regeni. Vybérovy primér 136.1, vybérova smérodatna odchylka 2 v/21v/118 = 11.85, kritérium 12612120 (/7 =
3.6. Nulovou hypotézu, vzhledem k hodnotam kvantilii Studentova rozdéleni gy (0.025) = —2.45 a
4t(6)(0.975) = 2.45, zamitame.

CviCeni 15.6. Ve skupiné studentd byly zjisteny vysky (187, 181, 177, 168, 186, 185) v cm. Za pred-
pokladu, Ze se jednd o ndhodny vybér z normdlniho rozdeleni N(u, 02), testujte na hladiné vijznamnosti
a =5 % hypotézu

Hy: p > 181 proti alternative Hy: p < 181.
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Reseni. Pro testovani hypotézy zvolime jednovybérovy t-test, kde je testovaci statistika

X —p

T =
S

V6 ~ t(5)

- H42
a kriticky obor je {T' | T' < g4(5)(0.05) = —2.02}. Rozsah souboru je n = 6, vybérovy primér X = — =

3
2352
180.667, vybérovy rozptyl S% = ) = 52.267 a vybérova smérodatna odchylka Sx = 7.23.

Po dosazeni dostaneme realizaci statistiky

180.667 — 181
_ 180667 “181

t 6 =-0.113.
7.23

Protoze je
t =—0.113 > ¢r(0.05) = —2.02,

hypotézu Hy nezamitame.

Cviceni 15.7. Provddime prizkum, jakyj skutecny objem piva toéi v nejmenované restauraci. Zakoupeno
bylo n = 10 piv a jejich objem byl (v litrech):

0.510, 0.462, 0.491, 0.466, 0.451, 0.503, 0.475, 0.487, 0.512, 0.505.
Predpoklddejte, Ze natoceng objem piva se 7idi normdlnim rozdélenim a jednotliva mérent jsou nezdvisld.
a) Pro zvolenou hladinu o =5 % odhadnéte (intervalové) stFedni hodnotu objemu natoceného piva.
b) Na hladiné a otestujte hypotézu, Ze dostaneme natodeno alespori 0.5 litru.

ReSeni. V obou piipadech méme neznamy rozptyl. Spocitame & = 0.4862, 52 = 0.0004722 a s; =
0.02173.
a) Kvantil Studentova rozdéleni je Gn-1y(1—5) = qt(g)(0.975) = 2.26.
Intervalovy odhad stfedni hodnoty je

<E _ % Gen1) (1 - %)m 37,% Grin—1) (1 - %)> = (0.4707,0.5017) ,

protoze S—\/% Qt(n—1)(1 — §) = 0.01553.

b) Nulova hypotéza Hy : p > 0.5 = ¢,
alternativni hypotéza: Hy : p < 0.5.

Kvantil Studentova rozdéleni je g;,—1)(1 — @) = g4(9)(0,95) = 1.83. Pro T' = YS;C Vnoje t =
—2.008 < —1.83 = —q4(n—1)(1 — ), a tedy hypotézu zamitame.

Cviceni 15.8. Predpokldiddme, Ze ndsledujici data pochdzeji z normdalniho rozdéleni:
28,26,37,29,27,29,26,24,43, 38, 32, 24, 26, 29, 34, 23, 18.

Otestujte na hladiné vyznamnosti « = 5 % hypotézu, Ze toto rozdéleni md stFedni hodnotu (prdiveé) EX =
33. Uvedte pouZité piedpoklady.

ReSeni. n =17, & = 29, s, = 6.19,

po TOEX 22973 Am 966
Sa 6.19

porovname s kvantily qy,—1)(1 — /2) = 2.12 a gy(n—1)(/2) = —qyn—1)(1 — a/2) = =2.12, tj. —2.66 <
—2.12 a hypotézu zamitdme.
Predpoklad: Nahodné veli¢iny jsou nezavislé.

Cviceni 15.9. Alice a Bob hraji hru, sestdvagici ze ¢tyi aZ sedmi kol. Zddné kolo nemize skoncit remizou.
Hrdc vyhrdvd, vyhraje-li étyii kola. V ndsledujict tabulce jsou zaznamendny délky tisice po sobé jdoucich
her.

pocet kol 4 5 6 7
cetnost 121 | 245 | 321 | 313
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Za piedpokladu, Ze Alice a Bob maji stejnou Sanci na vitézstvi v jednom kole, je stfedni hodnota délky
hry 5.8125. Na hladiné vgznamnosti o = 5% otestujte, zda je tomu tak.

ReSeni. Spocitame realizaci vybérového priméru & = 5.826 a vybérového rozptylu s2 = 1.01273.

Spocitame realizaci statistiky ¢, porovname s kvantilem normaéalniho rozdéleni

5.826 — 5.8125
It| = e V999 = 0.425 < ~'(0.975) = 1.96

a hypotézu nezamitame. (PouZiti normdlniho rozdélend misto Studentova je mozné diky velkému rozsahu
vygbéru.)

Cviceni 15.10. Ndhodnd velicina X je odpor rezistoru v ohmech. Posudte na hladiné vjznamnosti 5 %
hypotézu, Ze stiedni hodnota ndhodné veli¢iny X je 100 §2, jestlize z 20 nezdvisle vybranyjch rezistori vysla
realizace vijbérového primeéru 101 2 a realizace vybérové smerodatné odchylky 2 2.

Vysledky. Hodnotu kritéria 2.37 porovname s gq(19) (0.975) = 2.09 a nulovou hypotézu zamitame.

Cviceni 15.11. Z 10 mérent krevniho tlaku u jednoho pacienta jsme obdrzeli vgbérovy primér 150 torr a
vgbérovou smerodatnou odchylku 20 torr. Rozhodnéte na hladin€ vyznammnosti 5 %, zda je stredni hodnota
krevniho tlaku nejvyse 140 torr. Za jakijch predpokladi vysledek plati?

Vysledky. Hodnotu kritéria 1.58 porovname s g;(9)(0.95) = 1.83 a nulovou hypotézu nezamitame.

Cviéeni 15.12. Voltmetr vykdzal ndsledujici éetnosti chyb mérent. Otestujte na hladiné viznamnosti 1 %
hypotézu, Ze md nulovou stdlou chybu. Diskutujte pouZité predpoklady.

chyba [mV)] —-02|—-01{ 0 |01|02]0.3
cetnost chyby 2 2 10 | 10 5 1

Vysledky. Hodnotu kritéria 2.4 porovname s gy(29)(0.975) = 2.76 a nulovou hypotézu nezamitame.

15.2 Testy rozptylu normalniho rozdéleni

Cvigeni 15.13. Soubor dat (65, 71, 97, 72, 75) je ndhodnym vibérem z normdlniho rozdeleni N(u, o2).
Na hladiné vjznamnosti o = 5 % testujte hypotézu o rozptylu Hy: o = 120 proti alternativé Hy: o2 #
120.

Reseni. K feseni ulohy pouzijeme jednovybérovy F-test. Nahodny vybér ma 5 hodnot a rozptyl rozdéleni
odhadneme pomoci vybérového rozptylu,

Porovname s kvantily gy2(4)(0.025) = 0.484, g,2(4)(0.975) = 11.14 a hypotézu Hy nezamitame.

Cviceni 15.14. Do laboratore bylo odesldno 5 stejnijch vzorki krve ke stanovent obsahu alkoholu. Vijsledky
byly: 0.8, 1, 0.6, 1.4, 0.9 promile. Posudte na hladiné vijznamnosti 5 %, zda smérodatnd odchylka mérent
je nejuyse 0.1 promile. Uvedte pouZité piedpoklady.

ReSeni. Z vybérového rozptylu vypoditame testovaci statistiku

(n—1)s2 . 4-0.088 .
b= DX 0.2 =32,

kterou porovname s kvantilem gy2(,,—1)(1 — @) = g,2(4)(0.95) = 9.49, hypotézu zamitame. Vychazime
z predpokladu, Ze chyby jednotlivych méfeni jsou nezavislé a maji v8echny stejné normalni rozdélen;
potom ma testovaci statistika rozdéleni x2(n — 1).
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Cviceni 15.15. Z 10 mérent stejného napéti ndm vysla vybérovd smérodatnd odchylka voltmetru 3 mV.
Posudte na hladiné viyznamnosti 5 %, zda smérodatnd odchylka voltmetru je mejvyse 2 mV, jak uvddi
vgjrobce. Uvedte pouZité piedpoklady.

ReSeni. Z vybérového rozptylu vypoditame testovaci statistiku

(n—1)s2 81
t=-—F2=—=20.25,
DX 4
kterou porovname s kvantilem g,2(,—1)(1 — ) = 16.92, hypotézu zamitame. Vychazime z pfedpokladu,
ze chyby jednotlivych méfeni jsou nezavislé a maji vSechny stejné normalni rozdéleni; potom mé testovaci
statistika rozdéleni y2(n — 1).

Cviceni 15.16. Generdtor ndhodnijch c¢isel s normovanym normdlnim rozdélenim dal ndsledugjici vysledky:
—0.503, 0.811, 1.078, —0.501, 0.562, —1.032, 0.152, 0.859, —0.156, 2.213.
Posudte na hladiné vijznamnosti 5 %, zda data odpovidaji piedpoklddanému rozptylu.

ReSeni. Vybérovy pramér je 0.3483, soucet kvadratu 9,387373. Piedpokladany rozptyl je 1, vybérovy
rozptyl je 0.9082, pro oboustranny odhad pouzijeme testovaci statistiku
(n—1)5%

=9-0.9082 = 8.174
DX ’

kterd ma rozdéleni x? s 9 stupni volnosti, porovname s kvantily g,2(g)(0.025) = 2.7, g,2(9)(0.975) = 19.02
a nulovou hypotézu nezamitame.

Cviceni 15.17. Predpoklddame, Ze ndsledujici data pochdzeji z normdiniho rozdélent:

o[ |s|[12]n][un|s[o]o]7]

Otestujte na hladiné vjznamnosti o = 5 % hypotézu, Ze toto rozdéleni md smérodatnou odchylku
(prdvé) ox = 2.5. Uvedte pouZité predpoklady.

Reseni. n =13, s, = 3.055,

(n—1)s2 . 12-3.055%

t=
0% 2.52

=17.92.

porovname s kvantily g,2(,—1)(@/2) = 4.4 a qy2(n—1)(1 —/2) = 23.34, tj. 4,4 < 17.92 < 23.34 a hypotézu
nezamitame.
Predpoklad: Nahodné veli¢iny jsou nezévislé.

Cviceni 15.18. Predpoklidame, Ze ndsledujici data pochdzeji z normdlniho rozdélent:

(7]o]13[15]16]6]10[4]4a]10[18]6][12]9]16]5]

Otestujte na hladiné vijznamnosti o = 5 % hypotézu, Ze toto rozdéleni md smérodatnou odchylku
(pravé) ox = 3.5. Uvedte pouZité predpoklady.

ReSeni. n = 16, s, = 4.5753,

(n—1)s2 . 15-4.5753?

t = =
o% 3.52

= 34,89.

porovname s kvantily gy2(,—1)(/2) = 6.91 a qy2(,—1)(1 — @/2) = 28.85, tj. 34.89 > 28.85 a hypotézu
zamitame.
Predpoklad: Nahodné veli¢iny jsou nezavislé.

CviCeni 15.19. Otestujte na hladiné vjznamnosti 5 %, zda smérodatnd odchylka obsahu kakaové masy
v cokolddé miZe byt mensi nebo rovna uddvané 3 (a uvedte predpoklady!), pokud jsme u péti ndhodné
vybranych kusi cokoldd naméfili hodnoty

25, 28, 20, 23, 26.

Vysledky. Hodnotu kritéria 4.13 porovname s q,2(4)(0.95) = 9.49 a nulovou hypotézu nezamitame.
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15.3 Porovnani dvou normalnich rozdéleni
15.3.1 Test rozptylt dvou norméalnich rozdéleni

Cviceni 15.20. Ostéparky Bdra a AneZka provedly po Tadé 9 a 7 hodi. Vysledky v metrech jsou zazna-
mendny v tabulce. Na hladiné vijznamnosti 5 % rozhodnéte, zda Bdra md rozptyl vgkoni nejuyse takovy
jako Anezka.

Bdra 45 | 52 | 48 | 60 | 55 | 51 | 59 | 47 | 50
Anezka || 60 | 69 | 75 | 49 | 53 | 50 | 47

Reseni. Porovname realizace vybérovych rozptyla sp =271, s2 =117,
2
s
=2 =0.231,
Sa

srovname s kvantilem F-rozdéleni

1 1
= =0.28
Ire.s)(0.95)  3.58

qr(8,6) (0-05) =

a hypotézu zamitame, tj. prohlasujeme, Ze Bara ma mensi rozptyl nez Anezka.
Mohli jsme misto toho opaény pomér

=4.33

¥2)
e o

S
srovnat s kvantilem gpg,)(0.975) = 3.58 (se stejnym vysledkem).
Cviceni 15.21. Jeden vzorek byl rozdélen na mnoho stejnyjch éisti a zasldn opakované k méreni dvéma

laboratoiim. Vysledky jsou v tabulce. Posudte na hladiné vijznamnosti 5 %, zda rozptyl jejich vysledkii je
stejny. Uvedte pouZité predpoklady.

1. laborator || 10.1 | 10.3 | 11.1 | 9.7 | 104 | 10.8 | 104
2. laborator || 9.8 | 9.6 | 11.3 | 9.3 | 10.5 | 10.7 | 10.2

Vysledky. Hodnotu kritéra 0.431, resp. 1/0.431 = 2.32, srovname s kvantily gp(,6)(0.975) = 5.82,
qr(6,6)(0.025) = 1/qr(6,6)(0.975) = 1/5.82 = 0.172, hypotézu nezamitame.

Dalsi dlohy na testy rozptyli dvou rozdélent jsou v kapitole [15.3.3

15.3.2 Testy stfednich hodnot dvou normalnich rozdéleni se znAmym rozptylem o2

Cvieni 15.22. Stejny rezistor (jehoZ odpor povazujeme za dostatecné stdly) jsme meérili dvéma ohmmetry
se smérodatnou odchylkou o = 0.01 2, a to kaZdgm a) jednou, b) 5x. Realizace vijbérového priméru
mérent byly & = 3.002 2 pro pruni ohmmetr, g = 3.020 2 pro druhy. Posudte na hladiné vijznamnosti
1 %, zda je soustavny rozdil mezi tidaji obou ohmmetri.

Reseni. Je-li n rozsah vybéri (zde u obou stejny), pak kritériem je

lz—y| |n
o 2’

coz vychazi a) 1.27, b) 2.95. Porovnéme s kvantilem ¢~1(0.995) = 2.576 a nulovou hypotézu zamitame
pouze v piipadé b).

Cviceni 15.23. Teplomérem jsme meévili teplotu na dvou mistech, jednu 5x, druhou 10x. Vysly nam
realizace vybérového primeéru 38.1° a 38.7°. Predpokladdme, Ze rozhodujici vliv na chybu méieni md
smeérodatnd odchylka teploméeru o = 0.5°. Posudte na hladiné vyznamnosti 5 %, zda je druhd teplota
VYSST.

Vysledky. Nulova hypotéza je, Ze prvni teplota je mensi nebo rovna druhé (alternativa, Ze je vySsi).
Hodnotu kritéria o
[z — 9|

N

porovname s kvantilem ¢71(0.95) = 1.645 a nulovou hypotézu zamitame.

=2.19
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15.3.3 Testy stfednich hodnot dvou normalnich rozdéleni se (stejnym) neznamym rozptylem

Cviceni 15.24. U testovaci skupiny 20 pacientd, kterym byl poddvdn lék na sniZeni krevniho tlaku,
byla namérena realizace vybérového priméru 140 torr, realizace vijbérové smérodatné odchylky 20 torr. U
srovndvaci skupiny 50 pacienti, kterym lék nebyl poddvan, byl namérena realizace vijbérového primeéru
150 torr, realizace vijbérové smerodatné odchylky 15 torr. Posudte, zda je tim prokdzdna ucinnost léku na
hladiné vjznamnosti 1 %. Uvedte pouZité predpoklady.

ReSeni. & = 140, s, = 20, m = 20,
g = 150’ Sy = 157 n = 507

}{61530:52, Hi :s3 # s5
‘:—% = % = 1.778 porovname s
Sy
(0.995) = 2.47 (0.005) = 1 =L 0.338
qr(19,49)\Y- = z.41, qF(19,49)\Y- = qF(49’19)(0.995) 3906 )
hypotézu H{j o rovnosti rozptyli nezamitame.
Odhad rozptylu a smérodatné odchylky:
m—1)s2+(n—1) s?
s? = ( ) 52+ ( ) 5y = 273.9, s =+/273.9 = 16.55,
m-4+n—2
H,:EX > EY, H,:EX <EY
z— -1
=27 Y - 0 = 2284
sy/E2+L 1655,/ & + &
porovname s gy (gg)(0.01) = —g468)(0.99) = —2.38 a hypotézu, Ze lék nesnizuje krevni tlak, nezamitame na

hlading vyznamnosti 1 %. (Mohli bychom ji zamitnout na hladiné vyznamnosti 5 %, pro tu je g;(es)(0.05) =
Predpoklady: normalni rozdéleni (stejné uvniti kazdého souboru), nezéavislost, stejné rozptyly.

Cviceni 15.25. Stejnou veli¢inu jsme mérili dvéma metodami, kazdou 10x. Vysledky shrnuje ndsledujici
tabulka.

parametr
vgbérovy prumeér | viybérovd smérodatnd odchylka
metoda
1. 20
2. 21

Posudte na hladiné vijznamnosti 5 %, zda lze povaZovat obé metody za stejné presné a jejich stiedni
hodnoty za stejné.

Vysledky. Testovaci kritérium pro rovnost rozptyla 25/9 = 2.78, resp. 9/25 = 0.36, srovname s kvantily
qr(9,0)(0.975) = 3.2, qr(9,0)(0.025) = 1/qp(9,0)(0.975) = 1/3.2 = 0.31, rovnost rozptyli nezamitame.
Testovaci kritérium pro rovnost stfednich hodnot vychéazi
1
——=3=0.51,
32 452

porovname s gy(15)(0.975) = 2.1, rovnost stfednich hodnot nezamitame.

Cviceni 15.26. V fetézcich A a B jsme koupili 11 balickid cukru a jejich zvdZenim jsme dospéli k témito
hodnotdm:

Tetézec
A B
parametr
vybérovy primer 0.951kg | 0.912kg
vybérovy rozptyl 0.021kg? | 0.067kg?
vybérovd smeérodatnd odchylka || 0.144kg | 0.258kg
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Je mozné na zdkladé téchto dat zamitnout na hladiné vijznamnosti 5 % hypotézu, Ze stiedni hodnoty
hmotnosti balickt cukru v téchto dvou Fetézcich jsou stejné?

Vysledky. Testovaci kritérium pro rovnost rozptyli 3.19, srovname s gp(10,10)(0.975) = 3.72, rovnost
rozptyli nezamitame.

Testovaci kritérium pro rovnost stfednich hodnot vychazi 0.42 porovndme s g4(20)(0.975) = 2.09,
rovnost stfednich hodnot nezamitame.

Cviceni 15.27. Mdame dva postupy, jimiZ z vody filtrujeme dusicnany. Realizovali jsme 7 méfeni pri
postupu A a 5 méFend pFi postupu B. Obsah dusicénani (vmg /100 ml) po filtraci uddvd ndsledugici tabulka.
Rozhodnéte, zda rozdil v ucinnosti filtrace muzZeme povazZovat za statisticky vyznamnyj.

postup A || 3121109 41|16 23] 3.1
postup B || 3| b 4 12418

Vysledky. a = 2.442, s = 1.058, b = 3.24, s, = 1.276; testovaci statistika ¢ = 1.185 nedovoluje
zamitnout ani v oboustranném, ani v jednostranném testu na hladiné vyznamnosti 5 %.

15.4 Testy stfednich hodnot dvou normalnich rozdéleni — parovy test
15.4.1 Pro zndmg rozptyl o2

Cviceni 15.28. Riznd napéli jsme mérili vZdy soucasné dvéma voltmetry se smérodatnou odchylkou
o =10 mV. Namé¥ili jsme ndsledujici dvojice hodnot [V]:

X 3 3.5 4 4.5 5 4.5 4 3.5 3 2
Y || 3.005 | 3.506 | 4.011 | 4.512 | 5.019 | 4.518 | 4.010 | 3.508 | 2.999 | 1.995

Posudte na hladiné vijznamnosti 1 % hypotézu, Ze stredni hodnoty idaji voltmetri jsou stejné.

Reseni. Testovaci statistiku

X-¥| /a 00083
PR S Y R Y
o \/; oor V3 =186

porovname s kvantilem normovaného normélniho rozdéleni @~1(0.995) = 2.576 a hypotézu nezamitame.

Cviceni 15.29. Dvéma stejnymi teploméry jsme mérili teploty soucasné na dvou rizngch stanovistich.
Predpokldaddme, Ze pro chybu méient je rozhodugict jejich smérodatnd odchylka o = 2°C. (Teploméry jsou
zkalibrovdny, takZe jejich systematickou odchylku povazujeme za zanedbatelnou.) Naméiené hodnoty jsou
v tabulce. Posudte na hladiné vyznamnosti 5 %, zda teplota na druhém stanovisti je vyssi nez na pronim.

1. teplomer || 10.5 | 12.1 | 13.3 | 15.2 | 14.8 | 11.6 | 10.9 | 89
2. teplomeér || 11.6 | 13.3 | 16.6 | 17.8 | 16.0 | 14.3 | 12.8 | 11.2

ReSeni. NemiZeme testovat ostrou nerovnost, ale misto ni posoudime nulovou hypotézu, ze teplota na
prvnim stanovisti je véts$i nebo rovné teploté na druhém. Realizace vybérovOho pruméru rozdilu teplot

mezi prvnim a druhym stanovistém je § = —2.0125. Podle nulové hypotézy by méla byt nezaporna,
testovaci statistiku ~

o —2.0375

SR = 2 s 20125

o\ 2 2
porovname s kvantilem @~1(0.05) = —1.96 a hypotézu zamitdme. Teplota na prvnim stanovisti nenf vétsi

nebo rovna teploté na druhém, tedy na druhém je vétsi.

15.4.2 Pro nezndmy rozptyl

Cviceni 15.30. U 8 pravdki jsme zmérili délku prostrednicku na pravé a levé ruce, hodnoty v milimetrech
wvddi tabulka.

pravd || 84 | 76 | 89 | 85 | 80 | 69 | 58 | 68
levd 81| 74190 | 84 | 77 | 67 | 59 | 70

Na hladin€é vjznamnosti 5 % posudte hypotézu, Ze pravdci maji del$i prostrednicek na pravé ruce, a
uvedte pFedpoklady.
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Reseni. Oznatme X; a Y; po fadé délky prostfednickii u pravaki z ndhodného vybéru na pravé a levé
ruce (s realizacemi x;, y; v tabulce), i € {1, ..., 8}. Pfedpokladame, Ze nahodné veli¢iny A; = X; —Y; maji
stejné normalni rozdéleni N(EA, DA). Nemiizeme testovat nulovou hypotézu, ze EA > 0 (aniz bychom
specifikovali minimalni dovolenou hodnotu rozdilu). Misto toho miZeme testovat nulovou hypotézu, ze
EA < 0; pokud ji zamitneme, mtuzeme tvrdit, Ze pravici maji delsi prostFedni¢ek na pravé ruce. Nase
hypotézy jsou:

H()I EASO,
Hy: EA>0.

Vypocteme realizace vybérového prumeéru a rozptylu:

0=0875, s3=

=

8
> (6i — 8)* =3.8393.
=1

Testujeme realizaci statistiky
6
t=—V7=1181
S5
na Studentovo t-rozdéleni se 7 stupni volnosti. Zamitaci kritérium je ¢ > g (7)(0.95) = 1.89, nebot jde

o jednostranny test. Proto na hlading vyznamnosti 5 % nezamitame hypotézu, Zze maji pravaci pravy
prostiednicek nejvyse tak dlouhy jako levy.

Cviceni 15.31. U dvou benzinovych stanic byly vZdy v tutéz dobu sledovdny ceny benzinu, vysledky jsou
v tabulce:

X || 32.50 | 32.20 | 31.30 | 30.60 | 29.20 | 27.60 | 27.20 | 26.90 | 25.90 | 25.90 | 23.90 | 23.90
Y || 32.70 | 32.30 | 31.50 | 30.60 | 29.30 | 27.70 | 27.40 | 26.70 | 26.50 | 25.50 | 24.90 | 23.50

Posudte na hladiné vijznamnosti 5 % hypotézu, Ze benzin u stanice X nenit levnéjsi. Uvedte pouZité
predpoklady.

ReSeni. Rozdily cen jsou
6 =(-0.2,-0.1,-0.2,0,-0.1,-0.1,-0.2,0.2, -0.6,0.4, —1,0.4),
n =12, § = —0.125, s% = 0.153, s5 = 0.391,

t= 9 Vvn = —1.107,
Ss
porovname s kvantilem gy(11)(0.05) = —g(11)(0.95) = —1.80 a nulovou hypotézu nezamitame.

Predpoklady pro parovy test: stfedni hodnoty ndhodnych veli¢in v obou vybérech kolisaji stejné, odchylky
od nich maji normalni rozdéleni a jsou nezavislé.

obé predni pneumatiky stejné rychle. Bylo proto vybrdno 8 vozi a po jisté dobé zméreno, o kolik mm se
sjely jejich pravé a levé pneumatiky. Visledky uddvd tabulka.

prava || 1.1 | 2 |09 21|16 |17 |18 14
levd 16 23|13 (19]19|16| 2 |19

Vysledky. § = —0.2375, s5 = 0.262, hodnota kritéria —2.57 < —2.36 = ¢¢(7(0.025), hypotézu zamitame.

Cviceni 15.33. Testujeme vliv kouieni na zdravi jedince. U 41 pdri dvojcat Zenského pohlavi, kde jedno
z dvojcat je nekutacka a druhé je kutacka, byla zmérena hustota kostni hmoty bederni pdtere. Vysledky
méreni pro nekuiacky oznacme N;, viysledky méreni pro kuracky oznacéme K; a nakonec polozme X; =
N; — K;. V ndsledujici tabulce jsou naméiené hodnoty pro primeér hustoty kosti, smérodatné odchylky,
prameér rozdilu hustoty kosti dvojcat a tomu odpovidajici smeérodatné odchylky

7 k T Sn Sk Sz
0.795 | 0.759 | 0.036 | 0.1281 | 0.1345 | 0.0896

Otestujte na hladiné vjznamnosti 5 % hypotézu, Ze koufent neskodi zdravi (nesniZuje hustotu kosti).

0.0896
vyznamnosti 1 %, které odpovida kvantil g(40)(0.99) = 2.42). (Ostatni zadané hodnoty nebyly potieba.)

Vysledky. Hodnota kritéria

2.57 > 1.68 = ¢4(40)(0.95), hypotézu zamitame (dokonce i na hladiné
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16 x>-test dobré shody

16.1 x°-test dobré shody rozdéleni a modelu

Cviéeni 16.1. Ucastnici konference budou ubytovdni ve ctyipatrovém penzionu s 12 pokoji, v kazdém
patie jsou tri pokoje se dvema liZky. KaZdy z n = 20 dcastniki poslal organizdatorim nezdvisle svig
pozadavek c¢isla pokoje, kde by chtél byt ubytovany. Cisla byla ndsledujici

8,12,5,4,3,5,6,12,11,2,6,4,2,12,11,9,6,7,9,9.

Otestujte na hladiné vijznamnosti o = 5 % hypotézu
Hy: rozdélent ticastniki do pater je rovnomérné
proti alternativé

Hy: rozdélent ucastniki do pater meni rovnomérné.

patro 1 2 3 4
¢isla pokoji || 1—3 | 4—-6 | 7T—9 | 10 —-12

Regeni. K rozhodovani pouzijeme y2-test dobré shody. Setiidime data do skupin a vypocteme empirické
Getnosti, které zapiSeme spolu s teoretickymi ¢etnostmi do tabulky

i 1 2 3 4
¢isla pokoju || 1—-3 | 4—-6 | 7—9 | 10—-12
n; 3 7 5 5
np; 5 5 5 5

Ze zadani dostaneme n = 20 pocet dat, k = 4 pocet t¥id a p; = 0.25, 1 < ¢ < 4, pro rovnomérné
rozdéleni. Dosadime do vzorce pro statistiku testu, kterd ma v tomto p¥ipadé rozdéleni p¥iblizné x2(3).

Y — (22423 =16,

(n; —np;)? 1
np; 5

i=1
porovname s kvantilem g,2(3)(0.95) = 7.81 a hypotézu Hy nezamitame.

Cviceni 16.2. Realizaci ndhodného vijbéru jsme dostali ndsledujici cetnosti hodnot:

hodnota 0|1} 2] 3
pozorovand Cetnost || 2 | 7 | 15 | 12 | 3

Posudte na hladiné vjznamnosti 5 % hypotézu, Ze vybér pochdzi z binomického rozdeleni Bi (5, q), kde g
nezndme.

Reseni. Odhad ¢ metodou momenti: EX = 5¢ = & = 2.25, ¢ = 0.45. Stejny vysledek dava i mertoda
maximalni vérohodnosti, viz [6] str. 180]. Pravdépodobnostni funkce je pr = px (k) = (Z) ¢ (1—q)° "

hodnota k 0 1 2 3 4 5
pozorovana Cetnost ng 2 7 15 12 3 1
teoreticka Cetnost npy || 2.013 | 8.236 | 13.476 | 11.026 | 4.511 | 0.738

Pro k € {0,5} vychéazi teoretickd Getnost pfili§ mald, musime sdruzit t¥idy:

hodnota k 0—-1 2 3 4-5

pozorovana ¢etnost ng 9 15 12 4

teoreticka Cetnost n pg 10.2 | 135 | 11 5.2
— 2

piispevek ke kritérin %P 1 015 1017 | 0.00 | 0.3
NPk

Hodnotu kritéria 0.71 porovname s kvantilem g,2(2) (0.95) = 5.99 a hypotézu nezamitame.

Cviceni 16.3. Firma md tii pobocky. Dva roky bylo sledovdno, kterd z nich zaznamenala nejuyssi mésicni
vynos. Bylo zjisténo, Ze mejuynosnéjsi byla pruni pobocka desetkrdt, druhd Sestkrdt a treti osmkrdt. Je
mozné Tict, Ze pruni pobocka je nejvynosnéjsi dvakrdt castéji druhd pobocka a pFitom druhd pobocka je
nejuynosnéjsi stejné casto jako treti pobocka? Testujte na hladiné 5 %.
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Reseni. Ozna¢me p; pravdépodobnost, Ze nejvynosnéjsi pobockou mésice bude i-ta pobocka a X; podet
mésicli, kdu byla i-t4 pobocka nejvynosnéjsi pobockou mésice. Za nulovou, resp. alternativni, hypotézu
si zvolime

Ho:pi=4,p2=p3 =1,
H;: hodnoty jsou jiné.
Za platnosti Hy méa nahodna veli¢ina

rozdéleni x2. Vypoéteme proto hodnotu

2 (10—12)2+(6—6)2 (8-6)* _

T 6 T 6

Jelikoz x? < X§;0.95 = 5.992, hypotézu Hy ve prospéch H; nezamitame.

Cvigeni 16.4. Pro soubor dat (22, 26, 19, 18, 17, 19, 20, 26, 25, 16, 20, 18, 16, 26, 25, 23, 20, 21,23, 23),
kterd jsou bodovymi hodnocenimi testu v predmétu AOBO1PSI, testujte na hladiné vijznamnosti « =5 %
hypotézu

Hy: wvybér je z rovnomérného rozdélent rozsahu (15, 26)

proti alternativé

Hi: rozdéleni neni rovnomeérné.

(Volte stejnou §ivku tridy d = 3.)

ReSeni. Setiidime data do skupin a vypocteme empirické ¢etnosti, které zapiSeme spolu s teoretickymi
Cetnostmi do tabulky:

1 1 2 3 4
rozsah || 156 —17 | 18 =20 | 21 —23 | 24 — 26
n; 3 7 5 5
np; 5 5 ) )

Ze zadani dostaneme n = 20 pocet dat, k = 4 pocet t¥id a p; = 0.25, 1 < ¢ < 4, pro rovnomérné
rozdéleni. Dosadime do vzorce pro statistiku testu, kterd ma v tomto p¥ipadé rozdéleni x2(3).

! -n 1
Z pi)’ = - (2+2) =16
=1

porovname s kvantily gy2(3)(0.95) = 7.81, resp. q,2(3)(0.025) = 0.216 a q,2(3)(0.975) = 9.35, a hypotézu
Hj nezamitame.

Cvi€eni 16.5. Ndhodnd veli¢ina X nabgvd hodnot z mnoziny {1,2,3,4,5,6} s pravdépodobnosti
P[X =] =~i?.

Na hladin€ vyznamnosti o = 5 % otestujte hypotézu, Ze ndsledujici data pochdzeji z tohoto rozdélend.

hodnota 1 2 3 4 5 6
cetnost 10 | 20 | 100 | 140 | 270 | 330

ReSeni. Aby P byla pravdépodobnost, musi platit v = 1 /91.

hodnota 1 2 3 4 5 6
Cetnost 10 20 100 140 270 330
teor. pr. 1/91 | 4/91 | 9/91 | 16/91 | 25/91 | 36/91
teor. Cet. || 9.56 | 38.24 | 86.04 | 152.97 | 239.01 | 344.18
X2 0.02 8.7 2.26 1.1 4.02 0.58

npz

’L

=0.024+8.7+2.26+1.1+44.02+ 0.58 = 16.68.

WMQ

Statistiku porovname s kvantilem g,2(_1)(0.95) = 11.07 (pfipadné s kvantily g,2(5-1)(0.975) = 12.83 a
42 (6—1)(0.025) = 0.83) a hypotézu zamitame.

92



Cvi€eni 16.6. Na hladindch vjznamnosti 5 %, resp. 1 %, otestujte hypotézu, Ze ndsledujici data pochdzeji
z binomického rozdélent Bi(3,1/6).

hodnota || 0 | 1 2 3
cetnost 3| 15| 35| 47

Reseni
hodnota 0 1 2 3
n; 3 15 35 47
i 0.005 | 0.07 | 0.347 | 0.578
np; 0.5 7 34.7 57.8

Hodnota 0 ma pfilis malou teoretickou ¢etnost, slou¢ime ji s hodnotou 1:

hodnota 0-1 2 3
ni 18 35 47
i 0.075 | 0.347 | 0.578
np; 75 | 34.7 | 57.8
X7 14.7 | 0.003 | 2.02

Hodnotu kritéria 16.7 porovname s g, 2 () (1 —a) = 5.99, resp. 9.21, pro a = 5 %, resp. 1 %, a hypotézu
zamitame.

Cviceni 16.7. Pocty narozengch déti v Ceské republice béhem let 2006 az 2011 (zaokrouhleny na tisice)
jsou uvedeny v tabulce. Testujte na hladiné viznamnosti 5 % hypotézu, Ze maji data rovnomérné rozdélen.
Posudte predpoklady a pouZitelnost metody.

rok 2006 2007 2008 2009 2010 2011
cetnost || 106000 | 115000 | 120000 | 118000 | 117000 | 107000

Regeni. PouZijeme y2-test dobré shody. Mame k = 6 tiid a celkovy pocet je n = 683 000. Pfedpokladame
rovnomérné rozdéleni, tedy pravdépodobnosti pfislusnosti k jednotlivym t¥idam jsou stejné, a to p; =
1/6, 1 <i <6, np; = 113833. Statistika testu je ddna vzorcem

T — Z (nz — npi)2

i—1 np;

1=

a m4 pfiblizné rozdéleni x? s 5 stupni volnosti. Po dosazeni ziskame jeji realizaci

+— 2 111672 + 61672 + 41672 + 3167 + (— ) =

353 (7833% +1167° + 6167° + 4167° + 3167% + (—6833)?)
109

= 1. 1.362 032 + 17. 10.029 + 46.69) =
113833(6 356 + 1.362 + 38.032 + 17.363 + 10.029 + 46.69)
174.833 - 108

= ———— =1536.
113833
Porovname s kvantilem g,2(5)(0.95) = 11.07 rozdéleni x2(5). Protoze je t = 1536 > 11.07, hypotézu, Ze
data jsou vybérem z rovnomérného rozdéleni, zamitame, a to na velmi vysoké hladiné vyznamnosti. Je
to tim, ze data neodpovidala pfesné rovhomérnému rozdéleni a bylo jich mnoho. Na vysledku nic neméni
skutecnost, ze se pfedpokladanému jen asymptoticky blizime a Ze data byla zaokrouhlena.

Cviceni 16.8. Po dobu jednoho mésice jsme mévili pocet aut, ktery projel mezi 11:59 a 12:00 kiiZovatkou
na Karlové ndmeésti. Jednotlivé cetnosti jsou uvedeny v tabulce.

pocetaut || 4 | 5|6 |7 |89 |10 |11 |12 | 13| 14 | 15
cetnost 31311322 3 5 3 1 3 1

Ovérte na hladine o =5 % hypotézu, Ze se jednd o geometrické rozdéleni se stfedni hodnotou 9.
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Reseni. Pro stfedni hodnotu 9 je parametr ¢ = 0.9. Pifspévky jednotlivych pozorovani jsou v nasledujici
tabulce, pficemz kvantilova funkce ma nejvyse hodnotu g,2(11y(0.95) = 19.68 (kdybychom neslucovali do

méné skupin). Staci se napiiklad podivat na hodnotu pro podet aut ¢ = 11 a hypotézu na hladiné 5 %
zamitame.

n; 3 3 1 3 2 2

Di 0.066 | 0.059 | 0.053 | 0.048 | 0.043 | 0.039
np; || 1.968 | 1.771 | 1.594 1.435 1.291 1.162
t; 2.097 | 5.884 | 12.174 | 21.584 | 34.850 | 52.854

1 10 11 12 13 14 15
n; 3 5 3 1 3 1

Di 0.035 0.031 0.028 0.025 0.023 0.021
np; 1.046 0.941 0.847 0.763 0.686 0.618
t; 76.645 | 107.469 | 146.801 | 196.385 | 258.274 | 334.888

Cvicéeni 16.9. Chceme zjistit, zda si jisty druh ptdka buduje hnizda rovnomérné po krajiné. K tomu
jsme rozdélili testovact region na 6 souvislijch ¢dsti, jejichz rozlohy v km? jsou uvedeny v tabulce. Tabulka
uddvd 1 pocet hnizd nalezenijch v dané &isti regionu. Za hladinu vyznamnosti povazujte o = 5 %.

oblast A|B| C|D| E| F
rozloha 5 | 10| 10| & | 15| 15
pocet hnizd || 14 | 22 | 28 | 12 | 40 | 34

ReSeni. Vyuzijeme test dobré shody. Pocet hnizd v regionu je n = 150. Ozna¢ime X;, i € {1,...,n},
veli¢inu nabyvajici hodnot A, ..., F', v zavislosti na tom, v které ¢asti regionu lezi i-té hnizdo. Déle ozna¢me
p; = P[X; =j],j € {4, ..., F} (nebot pfedpokladame, ze X; jsou stejné rozdélené). Mizeme tedy doplnit
tabulku nésledovné:

oblast A B C D E F
rozloha 5 10 10 5 15 15
pocet hnizd n; 14 22 28 12 40 34
teoretickd pravdépodobnost p; % % é % % %
teoreticky pocet hnizd np; 125 | 25 25 | 125 | 37.5 37.5
prispévek ke kritériu % 0.18 | 0.36 | 0.36 | 0.02 | 0.167 | 0.327

Testovaci statistika

T — Z (nj — np;)?

-~
=a P

mé za predpokladu rovnomérného rozdéleni hnizd v regionu y2-rozdéleni o 5 stupnich volnosti. Z nagich
realizaci ziskdme ¢ = 1.413, coz porovname s tabulkovou hodnotou kvantilu g,2(5)(1 — ) = 11.1 > ¢. Na
hlading vyznamnosti 5 % tedy nemtZeme zamitnout, Ze si ptak buduje hnizda rovnomérné po krajing.

Cvi€eni 16.10. Sportovec 25x prohrdl (0 bodi), 118 x remizoval (1 bod) a 123X wyhrdl (2 body). Posudte
na hladiné viznamnosti 5 %, zda tato data vyhovuji binomickému rozdeleni Bi(2,q), kde ¢ € (0,1) je
neznamy parametr.

Vysledky. Metoda momett vede k odhadu ¢ = 0.684, coZ je polovina realizace vybérového priméru,
metoda maximéalni vérohodnosti vede ke stejnému odhadu. Hodnotu kritéria 0.188 porovnéame s kvantilem
4,2(1)(0.95) = 3.84 a nulovou hypotézu nezamitame.

Cvi€eni 16.11. Posudte na hladiné vijznamnosti 5 %, zda data v tabulce odpovidaji ndsledujicimu pravde-
podobnostnimu modelu: KaZdy rok je pFijimdn stejng pocet studenti (1200), z kaZdého rocniku do dalsitho
postoupi 80 %, ostatni fakultu opusti.

rocénik 1 2 3 4 5
pocet studenti || 1200 | 860 | 650 | 530 | 450
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Vysledky. (Jednd se o ofiznuté geometrické rozdéleni.) Hodnotu kritéria 43.6 porovname s kvantilem
4y2(3)(0.95) = 7.81 a nulovou hypotézu zamitame. K tomu stacil napt. ptispévek 18.1 pro 3. ro¢nik.

Cviceni 16.12. Sledujeme, zda pti bombardovdani Londyna padaly bomby rovnomérné po celém Londyné.
K tomu jsme si Londiyn rozdelili na 7 stejné velkijch oblasti. Pocet bomb dopadlijch do jednotlivijch oblasti
uddvd tabulka. Posudte na hladiné vijznamnosti « =5 %.

oblast 1 2 3 4 5 6 7 Celkem
pocet bomb || 25 | 18 | 32 | 20 | 38 | 16 | 26 175

Vysledky. Hodnotu kritéria 14.96 porovname s kvantilem gy2((0.95) = 12.59 a nulovou hypotézu
zamitame.

Cviceni 16.13. Uspésnost u zkousek ve vztahu k poctu pritomngjch studentii uddvd tabulka:

pocet pritomngch || 16 | 28 | 36 | 50 | 45 | 43 | 50 | 46 | 37 | 24
pocet uspésnijch 8 12226 |17 (26|16 | 15|17 |15 | 6

Otestujte na hladiné vjznamnosti 5 % hypotézu, Ze pravdépodobnost uspéchu byla u vSech zkouskovijch
termind stejnd. (Data jsou z piedmétu MVT v zimnim semestru 2010/11.)

Vysledky. Hodnotu kritéria 22.14 porovname s kvantilem g,2(9)(0.95) = 16.92 a nulovou hypotézu
zamitame. Otéazkou zustava, zda je to zptusobeno rozdily v obtiZnosti pisemek, v pfipravé studentt prih-
laSenych na razné terminy, nebo né¢im jinym.

Cviceni 16.14. Tabulka uvddi, kolik z respondenti odpovédeélo v prizkumu na otdzku kladné, v zdvislosti
na vzdéldni. Mdme divod se domnivat, Ze odpovéd zdvisi na vzdéldni?

ukoncené vzdéldni H pocet respondenti | pocet kladngch odpovédi

Zadné 5 1

zakladni 195 10
stiedni 450 14
vy$si stredni 150 10
vysokoskolské 200 15
celkem 1000 50

Vysledky. Prvni skupina mé malou teoretickou ¢etnost, musime ji sdruzit s jinou, nejlépe nasledujici
(zadné nebo zékladni“). Hodnotu kritéria 6.64 porovname s kvantilem g,2(3)(0.95) = 7.81 a nulovou
hypotézu nezamitdme.

16.2 x2-test dobré shody dvou rozdéleni a nezavislosti dvou rozdéleni

Cviceni 16.15. U 120 osob byla pozorovdina viyse jejich platu a schopnost spldcet wvér. Naméreny byly
ndsledujict sdruZené cetnosti:

schopnost spldcet
Spatnd | dobrd
plat
nizky 10 20
stirednt 15 45
vysoky 5 25

Jsou vlastnosti plat a schopnost spldcet dvér nezdvislé? Testujte na hladiné 5 %.

ReSeni. Za nulovou, resp. alternativni, hypotézu si zvolime
Hy: veli¢iny jsou nezavislé,

Hjy: veli¢iny nejsou nezavislé.

Za platnosti Hy méa ndhodna veli¢ina

2 NG M. j 2
(nl] B n )
N M4
=1 5=1 n

rozdéleni X%3_1)(2_1) = x2. Doplnime proto tabulku o marginalni ¢etnosti
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chopnost splacet
gpatna | dobra | celkem
plat
nizky 10 20 30
stFedni 15 45 60
vysoky 5 25 30
celkem 30 90 120

a vypocéteme hodnotu

) (10 _ 3](5%0)2 (20 _ 30~90)2 (15 _ 60-30)2 (45 _ 60-90)2

_ 120 120 120
X = 30-30 30-90 60-30 60-90
120 120 120 120
30:30\2 30-90\2
4 ( 120 ) (25 120 ) = 9299
30:-30 30-90 e
120 120

Jelikoz x* = 2.22 < X3 952 = 5.992, nezamitame hypotézu Hy ve prospéch Hj.

Cviceni 16.16. Na 100 lidech byla pozorovdna barva oéi a vlasi. Data jsou shrnuta v tabulce. Na hladiné
5 % testugte hypotézu o nezdvislosti barvy oci a vlasi.

oct
tmavé | svétlé
vlasy
modré 10 20
Sedé 10 10
hnédé 40 10

ReSeni. Pouzijeme y2-test nezavislosti 2 znaki. Kriticka hodnota je qy2(2)(0.95) = 5.992. Potiebujeme
jednotlivé marginalni etnosti: n1. = 30, no. = 20, ng. = 50, n.y = 60, n.o = 40. Hodnota testovaci
statistiky je

G0 %2
t= ~— 3060 +...=18.
100

Nulovou hypotézu o nezavislosti proto zamitame.

Cvicéeni 16.17. Chceme zkoumat, zda u zloc¢incii hmotnost souvisi s jejich rozumovymi schopnostmi.
Posudte na zdkladé dat v tabulce (pocty vézid v kategoriich).

hmotnost

<75 kg | >75 kg || celkem

rozumové schopnosti

normding 272 124 396
snizené 82 15 97
celkem [EED 139 || 493 |

ReSeni. Pokud bychom ponechali marginalni rozdéleni a predpokladali nezévislé nahodné veli¢iny, dostali
bychom teoretické cetnosti dle nasledujici tabulky:

hmotnost

<75 kg | >75kg || celkem

rozumové schopnosti

normalni 284.3 111.7 396
snizené 69.7 27.3 97
celkem | 354 139 [ 493 |

Prispévky jednotlivych polozek ke kritériu uvadi tabulka:
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hmotnost

<75kg | >75kg

rozumové schopnosti

normalni 0.54 1.37
snizené 2.19 5.58

Jejich soucet, 9.67, je hodnotou kritéria, kterou porovname s kvantilem tx2(1)(0~95) = 3.84 a nulovou
hypotézu zamitdme. K tomu nédm stadila i samotna hodnota v pravém dolnim rohu posledni tabulky.
17 Test korelace dvou vybérti z normalnich rozdéleni

Cvigeni 17.1. V tabulce jsou uvedeny zaokrouhlené hodnoty HDP (v 10° K¢) ve 8. a 4. cturtleti pis-
lusnijch let. Testujte hypotézu o korelovanosti na hladiné vjznamnosti 5 %.

| rok | 2007 | 2008 | 2009 | 2010 | 2011 |

3. Ctortlet? || 935 | 997 | 939 | 959 | 965
4. Ctortlet? || 978 | 991 978 | 986 | 996

ReSeni. Oznaéime X, resp. Y nahodné veli¢iny, které odpovidaji 3., resp. 4. ¢tvrtleti. Koeficient korelace
0(X,Y’) odhadneme pomoci vybérového koeficientu korelace Rx,y, resp. jeho realizace rg,y,

é(xi ~X)(Y; - V)

Rozsah souborti n = 5 a pro dana data dostaneme

5 5 5
> a; =4795, >y = 4929, > ayi = 4727513,
=1

i=1 i=1

5 5
> a}=4600861, Yyl =4859261.
i=1 i=1
Po dosazeni do vzorce pro realizaci vybérového koeficientu korelace dostaneme

2 pa 1
=1 =1 = 3010 = (.764
. . 2 . . 2 V12280 - 1264

o RX,Y vn—2

4/1—R§(,Y

testujeme na t-rozdéleni o n — 2 = 3 stupnich volnosti. Pro jeji realizaci dostaneme hodnotu

V=32 0.764+/3
p= ey VT2 V3 5051,

B \/1 —p2, V10764

Statistiku
T

Kriticky obor pro test je [t| > gy3)(0.975) = 3.18. Protoze [t| = 2.051 < g43y(0.975) = 3.18, hypotézu
o nekorelovanosti nezamitéme.

Cvi€eni 17.2. Pro realizace x = (22, 15, 30, 27, 29) a y = (10, 6, 8, 4, 8) ndhodngch vybéri z velicin
X, Y testujte na hladiné vijznamnosti « = 5 % jejich korelovanost.
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ReSeni. Testujeme hypotézu o koeficientu korelace o(X,Y) mezi ndhodnymi veli¢inami X a Y,

Hy: o(X,Y) =0, nahodné veli¢iny X a Y jsou nekorelované

proti hypotéze

Hi: o(X,Y) #0, nahodné veliciny X a Y jsou korelované.

K testovani pouzijeme vybérovy koeficient korelace R, , a testovou statistiku 7' = \?ST%
ma Studentovo rozdéleni t(n — 2), kde n je rozsah vybéri. Realizaci vybérového koeficientu korelace
vypocteme ze vzorce

, ktera

n n n
Ny XY — Y, Ti Yy, Yi
i=1 i=1  i=1

Jen =25,
> w; =123, yi =36, > a7 =3179, Y y7 =280, Y z;y; = 890.
=1 i=1 i=1 i=1 =1

Po dosazeni hodnot dostaneme
Tzy = 0.078, t=0.1354.

Z tabulek nalezneme kvantil g(3)(0.975) rozdéleni t(3), ktery ma hodnotu gy (3y(0.975) = 3.18. Protoze je
T = 0.1354 < q4(3)(0.975) = 3.18, hypotézu Hy nezamitame.

Cvicéeni 17.3. Na vzorku 50 pacienti byla zjisténa korelace —0.4 mezi télesnou hmotnosti a vékem,
kterého se doZili. Otestujte na hlading vyznamnosti 5 % hypotézu, Ze zvysend hmotnost nezkracuje Zivot.
ReZeni.

TeyVn—2 —0.4/50—-2

t= = —3.02,

A2 J1-042
z,Y

porovname s gy(48)(0.05) = —q(48)(0.95) = —1.68 a hypotézu zamitdme na hladiné vyznamnosti 5 %.

CviCeni 17.4. Pro ndhodné vybéry X = (7,9,4,3,2,4) a Y = (6, 5,6, 4,0, 7), které jsou vysledky z
1., resp. 2. testu, testujte na hladiné vyznamnosti « = 5 % hypotézu
Hy: ndhodné veliciny jsou nekorelované
proti alternativé
Hy: ndhodné veliciny jsou korelované.
Za jaké podminky miZete timto zpiisobem testovat zdvislost & nezdvislost ndhodnijch velicin?

ReSeni. K testovani hypotézy pouZijeme realizaci vybérového koeficientu korelace
o n iy — (o @) Q0 vi)
®y = = / =
V3 af = (n@)?) (n L v — (n)?)

kde n = 6 je pocet dat v souborech. Po dosazeni postupné dostavame:

6 6
nT = in=29, nﬂzZyiz%,
i=1 i=1

6 6 6
ny  wmiy — (Zx) (Zyi):6-151—29-28:94,
i=1

i—1 i=1

6 6
> af = 175, >yl =162,
i=1 i=1
6

6 2
ny a} = 162—(2@) =6-175 — 292 = 209,
=1

=1
6 6 2
2 _ _ 2 _
ny y o= 162—(2;%) =6-162 — 282 = 188.
=1 i=1

Potom dostaneme realizaci vybérového koeficientu korelace

94
’r' == —-—
/209 - 188

)

=0.4742
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a odtud ziskdme hodnotu statistiky

_TeyVn =2 . 047422

- - = 1.077.
\/1 —r2, V104742

Testujeme na Studentovo rozdéleni t(4) a kriticky obor uréime pomoci tabulek kvantili, kde nalezneme
r(2)(0.975) = 2.78, tedy
W ={t:|t| >2.78}.

Protoze hodnota statistiky ¢ nelezi v kritickém oboru, testovanou hypotézu Hy nezamitame.
Pro nezavislost je nutné, aby rozdéleni byla normélni. Testujeme jen linearni zévislost, jiné druhy
zévislosti tento test nemusi prokazat.

Cviceni 17.5. Testujte na hladiné vyznamnosti 1 %, zda veliciny vyska a vdha novorozenéte jsou korelo-
vané, pokud jsme u 100 ndhodné vybrangch déti zjistili primérnou vihu 3.42 kg a vysku 51 cm, vybérovou
smérodatnou odchylku vdhy 0.5 kg a vysky 4 cm. Oznacime-li po Fadé vihu a vysku i-tého movorozence
T;, resp. y;, je soucet Zjﬁﬂ x;y; roven 17557 kg cm.

Reseni. Dle [6, Véta 12.4.2]

n
LS o — %0
n "j; I EY 100 17557 — 3.42-51 058
r — = — - . .
YT -1 S Sy 99 0.5-4

Hodnotu testovaci statistiky

 _TeyVin—2 _ 058VO8 o

\/1 —r2, VI-05®

porovname s kvantilem gy (9g)(0.995) = 2.63 a hypotézu, Ze veli¢iny jsou nekorelované, zamitame.

18 Znaménkovy test

Cviceni 18.1. Zprdva z tisku: ,0O globdlnim oteplovdni nemiZe biyjt pochyb, protoZe z poslednich 10 let
bylo 9 teplotné nadprimérnijch.“ Posudte statistickou vgznommnost tohoto pozorovdni.

ReSeni. Argument je velmi pfesvédévy, nicméné je potfeba ho posoudit podle statistickych kritérii.
Nulova hypotéza budiz, ze primérna teplota ve sledovaném obdobi neni vyssi nez dlouhodoby primér,
alternativa, ze je vyssi. Jelikoz nemame dostatek dat pro odhad rozdéleni a dokonce ani neméme k dis-
pozici jednotlivé odchylky, jen jejich znaménka, nabizi se pouze znaménkovy test.

Pfedpokladame, Ze dlouhodoby primér je medidnem rozdéleni, z n€hoz byl pofizen tento nahodny
vybér. Pak kladné i zaporné odchylky maji stejnou pravdépodobnost 1/2. (Nulové odchylky nezahrnujeme
do souboru.) Za pfedpokladu nulové hypotézy se pocet zapornych (stejné jako kladnych) odchylek #idi
binomickym rozdélenim Bi(10,1/2). Pravdépodobnost, Ze pocet zapornych odchylek bude 1 nebo nizsi,

je
1 1
10\ 1 1 .
];)PBi(mJ/z)(k) = kz_o (k)le = (1+10) 510 = 0.011.

Toto je dosazena vyznamnost, ktera dovoluje zamitnout nulovou hypotézu na hladiné vyznamnosti 5 %,
ale nikoli 1 %. (Zde jsme soucet kombinacnich cisel spocitali snadno, pro velky rozsah vybéru bychom
pouZili ndhradu normdlnim rozdélenim.)

Ze zpravy nevyplyvé, zda nekladny vysledek byl nulovy nebo zaporny, predpokladali jsme zéporny.
Kdyby byl nulovy, ignorovali bychom ho a méli 9 iadajt, vSechny kladné, coz vede na dosazenou vyznam-
nost 1/29 = 0.002, tedy jesté vyznamnégjsi vysledek.

Kdybychom v nulové hypotéze predpokladali rovnost misto nerovnosti (dlouhodoby primér je medianem
rozdéleni) s alternativou, Ze tyto hodnoty jsou ruzné, dostali bychom oboustranny test. Pak bychom po-
suzovali pravdépodobnost, Ze pocet méné castych odchylek bude 1 nebo nizsi, tj. podet zapornych (stejné
jako kladnych) odchylek bude v kritickém oboru {0,1,9,10}. Ta je

1 1
10\ 1 1
2 i k)=2 —= =2(1+410) — = 0.022
kz:;)pBl(IOJ/Q)( ) ];) (k) 210 ( + ) 210 )

coZz op&t dovoluje zamitnout nulovou hypotézu na hladingé vyznamnosti 5 %, ale nikoli 1 %. (Vysledek
v oboustranném testu je méné vyznamny neZ v jednostranném.)
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Test ma ale metodické chyby. Pfedevsim vyhodnocuje méfena data dodate¢né. Spravné bychom méli
formulovat hypotézy piredem, stanovit, ze budeme provadét pozorovani nasledujicich 10 let a vyhod-
notime znaménkovym testem napi. na hladind vyznamnosti 5 %. Dodatecné vyhodnoceni existujicich
dat umoznuje volbu zac¢atku, coz snizuje vyznamnost testu. Kdybychom napf. posunuli zac¢atek o rok a
ten se ukazal teplotné podprumérny, zjistili bychom jen 8 teplotné nadprimérnych let z 10 a dosazena

vyznamnost
2 2 1
> peicoa (k) = ( ) 515 = (14 10+ 45) o5 = 0.055
k=0 k=0

by nedovolila zamitnout nulovou hypotézu ani na hladiné vyznamnosti 5 %.
Také délka testu byla stanovena dodatecné, nikoli pfedem. Takto se seridézné argumentovat neda.

Cviceni 18.2. Zatizentd vaZi soucdstky s chybou, jejiz rozdéleni neni znamo. Otestujte na hladiné vijznam-
nosti 5 %, zda je mozné, aby méreni nebylo zatiZeno systematickou chybou (tj. medidn chyb byl nulovy),
pokud pFi 9 kontrolnich méfenich byly naméfeny tyto chyby (v gramech):

0.3, 0.4, —0.8, 0.1, —1.3, —1.1, —0.6, —0.2, —0.5

Vysledky. Z 9 hodnot jsou 3 zaporné a 6 kladnych, dosazena vyznamnost pii jednostranném testu 0.25
nedovoluje zamitnout nulovou hypotézu.

Cviceni 18.3. Chceme zjistit, jestli v daném podniku nalévaji systematicky pod miru. Z 30 piv, kterd
jsme si za posledni mésic nechali natocit, bylo 15 piv natoceno pod rysku, 4 k rysce a 11 piv nad rysku.
Jaky je nds zdver?

Vysledky. Pocitdme jen 26 polozek, rozdélenych na 15 a 11, dosazend vyznamnost pii jednostranném
testu 0.28 nedovoluje zamitnout nulovou hypotézu, Ze spravna hodnota je medidnem tohoto rozdéleni.

19 Priklady pro opakovani

V této kapitole jsou piiklady, které se tematicky vazi k vice kapitolam, takze nemohly byt zafazeny jen
k jednomu tématu. Mohou slouzit k opakovani latky a procvi¢eni souvislosti.

Cvi€eni 19.1. Nezdvislé ndhodné veliciny X,Y, Z maji po Fadé rozdéleni N(2,3), N(5,1), N(0, 1). Urcete
a) rozdéleni ndhodné veliciny X — Y,
b) stiedni hodnotu ndhodné veliciny X - Y,
¢) rozdéleni ndhodné veliciny Z2.
Vysledky.
a) X —Y ma rozdéleni N(7,4),
b) E(X -Y) =10,
¢) Z? ma rozdéleni x2(1) (dle definice).
Cvi€eni 19.2. Nezdvislé ndhodné veliciny X,Y, Z maji po Tadé rozdéleni N(2,3), N(0,1), N(0,1). Urcete
a) rozdélent ndhodné veliciny X +Y,
b) stredni hodnotu smési nahodnych velicin Mix, j5(X,Y),
¢) rozdéleni ndhodné veliciny Y2 + Z2.
Vysledky.
a) X +Y ma rozdéleni N(2,4),
b) EMix, 5(X,Y) =1,
¢) Y2 + Z% ma rozdéleni x?(2) (dle definice).

2

Cviceni 19.3. Na desce jsou kruhové kapky. Jejich plosny obsah v mm? md rozdeleni x% s 1 stupném

volnosti. Jaké je rozdélent a medidn jejich obvodu?
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Vysledky. Obvod mé stejné rozdéleni jako nahodna veli¢ina |.S|, kde S ma N (0,4 7), median je 27 &~1(3/4) =
2.39 mm.

Cviceni 19.4. Jaké jsou vztahy mezi nezdvislosti a nekorelovanosti ndhodngch velicin? Uvedte jeden
pFiklad v kaZdé kombinace téchto vlastnosti, kterd miZe nastat.

Reseni. Nezavislé nahodné veli¢iny jsou nekorelované, pitkladi je mnoho. Priklady ostatnich piipadi:
Zavislé a korelované: X =Y libovolné kromé konstantnich.
Zavislé a nekorelované: (X,Y) nabyva hodnot (—2,—1),(-1,1),(1,1),(2,—1) s pravdépodobnostmi
1/4. Pak EX =EY = E(XY) =0,

PIX=2Y=1=0#£P[X=2-P[Y =1] =

Cviceni 19.5. Podminka nekorelovanosti ndhodnijch veli¢in je tvaru rovnosti dvou redlngch cisel, coz,
jak zndmo, je velmi neobvykly pripad. Co z toho vyplijvd pro nekorelovanost ndhodnijch veli¢in?

ReSeni. Pokud jsou nahodné velidiny zavislé, je pravdépodobnost, Ze vyjdou nekorelované, velmi mala
(typicky nulova); nemuZeme to vSak vyhodnotit, takZe nanejvy$ miZeme vyvratit hypotézu, Ze jsou
nekorelované.

Pokud jsou v8ak nezavislé (coz neni tak neobvyklé), pak nekorelovanost vychéazi z podstaty pokusu a
plati presné.

Dusledkem je, Zze dostatefné presny (rozsahly) test na nekorelovanost odhali zavislost nahodnych
veli¢in s vysokou pravdépodobnosti, ackoli jistotu nedava ani teoreticky pfesné nekorelovanost.

CviCeni 19.6. Necht X je ndhodnd velidina, kterd md spojité rovnomérné rozdéleni v intervalu (0, 1).
Polozme Y = X2.

a) Urcete korelaéni matici ndhodného vektoru (X, Y).
b) Jsou ndhodné veliciny X a'Y zdvislé ¢i nezdvislé?

Reseni.  a) Hustota fx nahodné veliciny X je konstantni v intervalu (0,1) a je rovna prevracené
hodnoté délky intervalu, tedy
1, z€(0,1),

fx(@) = {o, z ¢ (0, 1).

1 271
1
EX = /mdx:[x} =—,
0 2 =0 2

Potom je

1 371
1
0 3 =0 3

1 471
1

E(XY) = E(X3)—/ x%x:[”j} =2,

0 4 =0 4

1 571
1
By = E(XY)- [ :&m—{x} _!
0 5 x=0 5

Odtud dostaneme
1 1
DX = EX)-—(EX)?2=--=—
(X*) —(EX) 3 1= 13
1 1 4
DY = EY?)—-(EY)’=--->=—.
(Y*) - (EY) AT
Koeficient korelace je
g(XY)zE(XY)_EXEYZ%*%%z\/ﬁﬁo.%sz.
’ VDX DY 14 4

Uvazime-li, ze o(X, X) = o(Y,Y) = 1, je korelaéni matice ndhodného vektoru (X,Y") rovna

1
V15
4
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b) Néhodné veli¢iny X a Y jsou zavislé, nebot je Y = X?2. Tato skute¢nost je potvrzena i tim, Ze
o(X,Y) #0.

Cvi€eni 19.7. Pri realizaci ndhodného vektoru (X,Y) byly pozorovdny uvedené cetnosti vyskytu hodnot.
Odhadnéte:

a) sdruZenou pravdépodobnostni funkci px y;
b) margindlni pravdépodobnostni funkce px a py;

¢) stiedni hodnotu EX.

y zll-1]0] 1
3 |57
2 1412

ReSeni. a) V3ech hodnot je celkem n = 34+5+7+1+4412 = 32. Jestlize oznacime n;; Cetnost vyskytu
hodnoty (x;, y;), pak odhadem hodnoty sdruzené¢ pravdépodobnostni funkce je px vy (x;,y;) =

Prislusné hodnoty sepiseme do tabulky

n "

y z ~1 0 1
0 2 =10.09375 | 5 =0.15625 | ;5 = 0.21875
+ =0.03125 | -5 =0.125 2 =0.375

b) (Maximalné vérohodné) odhady hodnot marginalnich pravdépodobnostnich funkei dostaneme ob-

dobné jako v piipadé sdruzené pravdépodobnostni funkce. Sec¢teme pfislusné ¢etnosti nebo secteme
hodnoty sdruZené pravdépodobnostni funkce po Fadcich ¢&i sloupcich.

y ® -1 0 1 Py

0 2 =10.09375 | & =0.15625 | 55 = 0.21875 || 1> =0.4688
2 3 =0.03125 | 5 =0125 | 2 =037 || 3L =0.5312
px | s=0125 | 5 =02813 | 3 =05937 | 1

¢) Stfedni hodnotu EX odhadneme jako realizaci vybérového praméru. Dostaneme

4 9 19

15
T=—1-— [ 1-—=—=04 .
T D +0 3 + 32~ 3 0.46875

Cvicéeni 19.8. Ndhodnd velicina X md rozdéleni s hustotou

Felt) = {1 —Jt], te(-1,1),

0 jinde.

(viz obrdzek). Urcete distribucni funkci Fx. Ddle spoctéte stredni hodnotu a rozptyl veliciny X a jeji
kovarianci s ndhodnou velicinou Y = X? — 1.

fx
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Vysledky.

0, t<—1,

1

5(t+1)2, -1<t<0,
FX(t): 1

1—§(t—1)2, 0<t<l,

1, t>1,

EX =0,DX =1/6, cov(X,Y) =0.

Cviceni 19.9. Smérodaind odchylka méFiciho piistroje je 30, systematickd chyba je nulovd. Kolik je treba
provést mérent, aby s pravdépodobnosti alespori 0.9 chyba alespori jednoho méreni v absolutni hodnoté
neptekrocila 7.27

ReSeni. Oznacme jev A;, Ze chyba méfeni X; je v intervalu [—7.2,7.2]; to nastava s pravdépodobnosti

P[4;]] = P|-72<X,<7.2]=P[-7.2/36 < X;/36 < 7.2/36]
= &(0.2) — &(—0.2) = 26(0.2) — 1 = 0.1586..

Hledané n pak vyhovuje vztahu

n

o.9gp{\/ A,;] = lP[/n\Az} =1-(0.8414)".

i=1
Regenim jen > 13.

Cviceni 19.10. Alice strili tiikrdt nezdvisle na cil, pravdépodobnost zdasahu v jednom pokusu jeps = 1/3.
Bob stFili na cil nezdvisle dvakrdt a pravdépodobnost zdsahu v jednom pokusu je pg = 1/2. Pomoct entropie
urcete, ktery strelec md v primeéru méné ndhodny pocet zdsahi cile.

Vysledky. Entropie vysledku Alice je
g log, 3 —-2=1.7,

Boba 3/2 = 1.5, tj. mensi (a méné ndhodny vysledek).

Cvi€eni 19.11. Pokud generdtor ndhodniyjch cisel je nedokonaly (ddvd néekteré vysledky s vy$si pravdépo-
dobnosti nez jiné), typickgm technickym feSenim je zpétnd vazba, kterd to kompenzuje. Posudte moZnost
uplatnént tohoto principu.

ReSeni. Takovy generator by nebyl dobry, jeho vysledky by byly zavislé. Pokud napi. ndhodou vyjdou
3 stejné vysledky za sebou, mé byt pravdépodobnost opakovini téhoz vysledku v dalsim pokusu stale
stejna, ale zde by se snizila.

Cviceni 19.12. Vysvétlete rozdily mezi ndsledujicimi pojmy:
e stiedni hodnota,
o wvybérovy primer,
e realizace vybérového priméru.

ReSeni. Stfedni hodnota nemusi existovat. Pokud existuje, je to &islo, které nam miZe zistat uta-
jeno; projevuje se pouze zprostiedkované v realizacich ndhodné veli¢iny a je limitou nékterych odhadii.
Vybérovy primér je ndhodné veli¢ina vypocéitand z ndhodného vybéru, na rozdil od stfedni hodnoty
vzdy existuje (pro numerické nahodné veli¢iny). Pokud ptivodni rozdéleni ma rozptyl, je vybérovy pramér
nestrannym konzistentnim odhadem stfedni hodnoty, takZe k ni v jistém smyslu konverguje pro rozsah
vybéru jdouci do nekone¢na. Realizace vybérového prameéru je ¢islo ziskané z realizace ndhodného vybéru,
slouzici k (realizaci) odhadu neznamé stfedni hodnoty.

Cviceni 19.13. Predpoklddejme, Ze politickd strana md volebni preference 3 %. Jakd je pravdépodobnost,
Ze v prizkumu odhad jejich preferenci dosdhne aspoti 5 %, je-li rozsah vgbéru a) 250, b) 5007

Vysledky. a) 3.2 %, b) 0.44 %.
Cviceni 19.14. Na stejném misté mérime teplotu dvéma nezdvislymi teploméry se smérodatnymi od-

chylkami 2°C. Ukazuji 3°C, resp. 2.5°C. Jaké je riziko, Ze mrzne? Uvedte pouZité predpoklady.
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ReSeni. Aritmeticky priimér obou tudaji je 2.75°C se smérodatnou odchylkou v/2 = 1.41°C,

—2.

) <75> =1—¢(1.94454) =1 —0.974 = 0.026.
V2

Cviceni 19.15. Ndhodnd velicina X je pocet déti ve Skolnim véku v jedné rodiné. Predpokladdame, Ze md

Poissonovo rozdéleni s parametrem X = 0.8, tj.

k

AY
px(k):ge A ke{0,1,2,...},

EX=), DX=\)\.

Ve mésté bydli n = 10000 rodin. Jaky pocet mist ve skoldch bude postacovat s pravdépodobnosti as-
pori 95 % ¢ (Predpokldddme, Ze vSechny déti chodi do Skoly v obci, ve které bydli.) Uvedte pouZité pred-
poklady.

Reseni. 1. postup: Pouzijeme centralni limitn{ vétu; pocet déti méa p¥iblizné normalni rozdéleni N(n X, n \)
N(8000,8000). Vysledkem je kvantil

ANmam ) (0.95) = n X+ Vi Ad ™ (0.95) = 8000 + /8000 1.645 = 8147.13.

Zaokrouhlime nahoru; potfebujeme aspon 8148 mist.
2. postup: Soucet nezavislych Poissonovych rozdéleni mé Poissonovo rozdéleni, zde s parametrem n A =
8000. Pro intervalovy odhad je nahradime normalnim rozdélenim N(8 000, 8 000), dalsi postup je stejny.
Pfedpokladame nezévislost po¢tu déti v jednotlivych rodinach. Existence rozptylu je zaru¢ena pied-
poklady. Dale povazujeme pocet rodin za dostatecné velky na to, abychom mohli zanedbat chybu v ndhradé
vysledného (Poissonova) rozdéleni normalnim.

Cvi€eni 19.16. Po 2/3 dni neprsi. V ostatni dny md srdzkovy thrn v mm piiblizné logaritmickonormdlng
rozdéleni LN(0,2.5), tj. rozdéleni ndhodné veliciny tvaru X = exp(Y), kde Y md rozdéleni N(0,2.5). Jeji

hustota je
L exp (,M» w0,
fx(u) = {“ o b

0 Jinak.

Odhadneéte, jak velky denni whrn srdzek je prekrocen 1x za 100 let.

ReSeni. Ozna¢me p podminénou pravdépodobnost, ze v den, ktery je destivy, spadnou zminéné extrémni
srazky. Pocet takovych dni za stoleti se ¥idi binomickym rozdélenim Bi(n,p), kde n = 365.25 - 100/3 =
12175 je pocet vSech destivych dni za stoleti. Podle zadani je stfedni hodnota tohoto rozdéleni np = 1,
tedy p = 1/n = 8.2-107°. Tomu odpovida qy (1 — p) = v/2.5¢71(1 — p) = 1.58 - 3.8 = 6 a denni tthrn
srazek

gx (1 —p) =exp(gy (1 —p)) = exp(6) =407 mm .

Cviceni 19.17. Profesor chodi na predndsky s malym zpoZdénim. Zjistil, Ze studenti chtéji statisticky
vyhodnotit toto zpoZdéni. Napadl ho trik: na posledni predndsku pFijde hodné pozdé, ¢imz zviysi rozptyl a
zpoZdéni nevyjde statisticky vjznamné. Md tato strategie nadéji na ispéch? Zdidvodnéte. Jaké testy mohou
studenti zvolit pro svoji hypotézu?

Vysledky. Studenti mohou pouzit test stfedni hodnoty dle kapitoly [[5.1.2] Trik se zvySenim rozptylu
mize nékdy fungovat jako v Cviceni [I0.31] zalezi na rozsahu pouzitelnych hodnot, ktery zde neni
neomezeny. Kdyby studenti pouzili robustni odhad, ktery ignoruje vychylené hodnoty (outliers), trik
by nefungoval.
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Statistické tabulky

(Dle [6]; viz téz http://www.statsoft.com/textbook/sttable.html.)

Poznamka 1. Pro ucely testi hypotéz na hlading vyznamnosti a pouZivame obvykle kvantily ¢x («),
gx (1 —a), gx (a/2), qx (1 — a/2), v zavislosti na tvaru nulové hypotézy. V tabulkiach byvaji uvedeny
jen né&které, pokud dalsi 1ze snadno dopocitat. Casto byvaji ve statistickych tabulkidch uvedeny kritické
hodnoty. Kritickou hodnotou testu na hladiné vyznamnosti o miize nékdy byt kvantil ¢x (1 — a/2), coz
hrozi nedorozuménim. Proto je potieba vzdy pfed pouzitim neznamych tabulek ovéfit vyznam udaja.

Tabulka 11: Kvantilova funkce normovaného normalniho rozdéleni

! 71 () ! 71 ()
0.500 0.000 || 0.99550 2.612
0.550 0.126 || 0.99600 2.652
0.600 0.253 || 0.99650 2.697
0.650 0.385 || 0.99700 2.748
0.700 0.524 || 0.99750 2.807

0.750 0.674 || 0.99800 2.878
0.800 0.842 || 0.99850 2.968
0.850 1.036 || 0.99900 3.090
0.900 1.282 || 0.99950 3.290
0.950 1.645 || 0.99955 3.320

0.955 1.695 || 0.99960 3.353
0.960 1.751 || 0.99965 3.389
0.965 1.812 || 0.99970 3.432
0.970 1.881 || 0.99975 3.481
0.975 1.960 || 0.99980 3.540
0.980 2.054 || 0.99985 3.616
0.985 2.170 || 0.99990 3.719
0.990 2.326 || 0.99995 3.891
0.995 2.576 || 0.99999 4.265
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Tabulka 12: Distribu¢ni funkce normovaného normaéalniho rozdéleni

t (1) 0 t o) |t o)

0.00 0.5000 || 0.76 0.7764 || 1.52 0.9357 | 2.28 0.98870
0.02 0.5080 || 0.78 0.7823 || 1.54 0.9382 | 2.30 0.98928
0.04 0.5160 || 0.80 0.7881 || 1.56 0.9406 | 2.32 0.98983
0.06 0.5239 || 0.82 0.7939 || 1.58 0.9429 | 2.34 0.99036
0.08 0.5319 || 0.84 0.7995 || 1.60 0.9452 | 2.36 0.99086
0.10 0.5398 || 0.86 0.8051 || 1.62 0.9474 | 2.38 0.99134
0.12 0.5478 || 0.88 0.8106 || 1.64 0.9495 | 2.40 0.99180
0.14 0.5557 || 0.90 0.8159 || 1.66 0.9515 | 2.42 0.99224
0.16 0.5636 || 0.92 0.8212 || 1.68 0.9535 | 2.44 0.99266
0.18 0.5714 || 0.94 0.8264 || 1.70 0.9554 | 2.46 0.99305
0.20 0.5793 || 0.96 0.8315 || 1.72 0.9573 | 2.48 0.99343
0.22 0.5871 || 0.98 0.8365 || 1.74 0.9591 | 2.50 0.99379
0.24 0.5948 || 1.00 0.8413 || 1.76 0.9608 | 2.52 0.99413
0.26 0.6026 || 1.02 0.8461 || 1.78 0.9625 | 2.54 0.99446
0.28 0.6103 || 1.04 0.8508 || 1.80 0.9641 | 2.56 0.99477

0.30 0.6179 || 1.06 0.8554 || 1.82 0.9656 | 2.58 0.99506
0.32 0.6255 || 1.08 0.8599 || 1.84 0.9671 | 2.60 0.99534
0.34 0.6331 || 1.10 0.8643 || 1.86 0.9686 | 2.62 0.99560
0.36 0.6406 || 1.12 0.8686 || 1.88 0.9699 | 2.64 0.99585
0.38 0.6480 || 1.14 0.8729 || 1.90 0.9713 | 2.66 0.99609

0.40 0.6554 || 1.16 0.8770 || 1.92 0.9726 | 2.68 0.99632
0.42 0.6628 || 1.18 0.8810 || 1.94 0.9738 | 2.70 0.99653
0.44 0.6700 || 1.20 0.8849 || 1.96 0.9750 | 2.72 0.99674
0.46 0.6772 || 1.22 0.8888 || 1.98 0.9761 | 2.74 0.99693
0.48 0.6844 || 1.24 0.8925 || 2.00 0.9772 | 2.76 0.99711

0.50 0.6915 || 1.26 0.8962 || 2.02 0.9783 | 2.78 0.99728
0.52 0.6985 || 1.28 0.8997 || 2.04 0.9793 | 2.80 0.99744
0.54 0.7054 || 1.30 0.9032 || 2.06 0.9803 | 2.82 0.99760
0.56 0.7123 || 1.32 0.9066 || 2.08 0.9812 | 2.84 0.99774
0.58 0.7190 || 1.34 0.9099 || 2.10 0.9821 | 2.86 0.99788
0.60 0.7257 || 1.36 0.9131 || 2.12 0.9830 | 2.88 0.99801
0.62 0.7324 || 1.38 0.9162 || 2.14 0.9838 | 2.90 0.99813
0.64 0.7389 || 1.40 0.9192 || 2.16 0.9846 | 2.92 0.99825
0.66 0.7454 || 1.42 0.9222 || 2.18 0.9854 | 2.94 0.99836
0.68 0.7517 || 1.44 0.9251 || 2.20 0.9861 | 2.96 0.99846
0.70 0.7580 || 1.46 0.9279 || 2.22 0.9868 | 2.98 0.99856
0.72 0.7642 || 1.48 0.9306 || 2.24 0.9875 | 3.00 0.99865
0.74 0.7704 || 1.50 0.9332 || 2.26 0.9881 | 3.02 0.99874
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Tabulka 13: Kvantily y2-rozdéleni qy2(n) (@) (n = pocet stupiiii volnosti)

. “ 0.005 0.01  0.025 0.05 0.95 0975 0.99 0995 0.999 0.9995
1 | 0.000039 0.000157 0.0010 0.0039 3.84 5.02 6.63 7.88 10.83  12.12
2 0.010 0.020  0.051  0.103 5.99 7.38 9.21 10.60  13.82 15.20
3 0.072 0.115 0.216  0.352 7.81 935 11.34 12.84 1627  17.73
4 0.207 0.297 0.484 0.711 9.49 11.14  13.28  14.86 18.47  20.00
) 0.412 0.554  0.831 1.145 11.07 12.83 15.09 16.75 20.51  22.11
6 0.68 0.87 1.24 1.64 1259 1445 16.81 18.55 2246  24.10
7 0.99 1.24 1.69 2.17  14.07  16.01 18.48  20.28  24.32  26.02
8 1.34 1.65 2.18 2.73  15.51 17.53  20.09 21.95 26.12  27.87
9 1.73 2.09 2.70 3.33 1692  19.02  21.67 23.59 2788  29.67

10 2.16 2.56 3.25 3.94 1831 2048 2321 2519 29.59 3142
11 2.60 3.05 3.82 457 19.68 2192 2473 26.76 31.26 33.14
12 3.07 3.57 4.40 5.23  21.03 2334 2622 2830 3291  34.82
13 3.57 4.11 5.01 5.89 2236 24.74 27.69 29.82 34.53 3648
14 4.07 4.66 5.63 6.57 23.68 26.12 29.14 31.32 36.12 38.11
15 4.60 5.23 6.26 7.26  25.00 2749 30.58 3280 3770  39.72
16 5.14 5.81 6.91 796  26.30 2885 32.00 3427 39.25 4131
17 5.70 6.41 7.56 8.67 2759  30.19 3341 3572  40.79  42.88
18 6.26 7.01 8.23 9.39 28.87 31.53 3481 37.16 4231  44.43
19 6.84 7.63 8.91 10.12  30.14  32.85 36.19 3858 43.82 4597
20 7.43 8.26 9.59 10.85 31.41 3417 37.57 40.00 45.31  47.50
21 8.03 8.90 10.28 11.59  32.67 3548 38.93 41.40 46.80 49.01
22 8.64 9.54 1098 1234 3392 36.78 40.29 4280 48.27  50.51
23 9.26 10.20 11.69  13.09  35.17  38.08 41.64 44.18 49.73  52.00
24 9.89 10.86 1240 13.85 36.42 3936 4298 4556 51.18  53.48
25 10.52 11.52 13.12 1461 37.65 40.65 4431 46.93  52.62  54.95
26 11.16 12.20 13.84 1538 38.89 41.92 4564 4829 54.05 56.41
27 11.81 12.88  14.57 16.15  40.11 43.19 46.96  49.65 5548  57.86
28 12.46 13.56  15.31 16.93  41.34  44.46  48.28 5099 56.89  59.30
29 13.12 1426  16.05 17.71 4256  45.72  49.59 5234 5830  60.73
30 13.79 14.95 16.79 1849  43.77  46.98 50.89  53.67 59.70  62.16
31 14.46 15.66  17.54 19.28 4499 48.23 52.19 55.00 61.10 63.58
32 15.13 16.36  18.29  20.07 46.19 4948 5349 56.33 6249  64.99
33 15.82 17.07  19.05  20.87 47.40 50.73  54.78  57.65 63.87  66.40
34 16.50 1779 1981  21.66 48.60 51.97 56.06 5896 65.25 67.80
35 17.19 18.561  20.57 2247 49.80 53.20 5734  60.27  66.62  69.20
40 20.71 22.16 2443 26,51  55.76  59.34  63.69 66.77 73.40  76.10
45 24.31 25,90 2837 30.61 6166 6541 69.96 73.17  80.08  82.87
50 27.99 29.71 3236 3476 6750 7142 76.15 79.49 86.66 89.56
55 31.73 33.57 3640 3896 7331 7738 8229 85.75  93.17  96.16
60 35.53 37.48 4048  43.19 79.08 83.30 88.38 91.95 99.61 102.70
65 39.38 41.44  44.60 4745 84.82  89.18 94.42 98.10 105.99 109.16
70 43.28 4544  48.76  51.74  90.53  95.02 100.43 104.21 112.32 115.58
75 47.21 49.48 5294 56.05 96.22 100.84 106.39 110.29 118.60 121.94
80 51.17 53.54  57.15  60.39 101.88 106.63 112.33 116.32 124.84 128.26
85 55.17 57.63  61.39  64.75 107.52 11239 118.24 12232 131.04 134.54
90 59.20 61.75  65.65 69.13 113.15 118.14 124.12 12830 137.21 140.78
95 63.25 65.90 69.92 73.52 118.75 123.86 129.97 134.25 143.34 146.99
100 67.33 70.06 7422 7793 12434 129.56 135.81 140.17 149.45 153.16
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Tabulka 14: Kvantily t-rozdéleni gy(,)) () (7 = pocet stupiii volnosti)

. “ 0.95 0975 0.99 0.995 0.9975 0.999 0.9995
1631 12,7 31.8 63.7 1273 318.3 636.6
21292 430 696 9.92 141 223 31.6
31235 318 454 584 7.5 10.2 12.9
41213 278 3.7  4.60 5.60  7.17 8.61
51202 257 336 4.03 4.77  5.89 6.87
6194 245 314 3.71 432 521 5.96
7118 236 3.00 3.50 4.03  4.79 5.41
8118 231 290 3.36 3.83  4.50 5.04
9118 226 282 3.25 3.69  4.30 4.78

10 | 1.81 223 276  3.17 3.58 4.14 4.59
11 | 1.80 220 2.72 3.11 3.50  4.02 4.44
12 | 1.78 218 2.68  3.05 3.43 3.93 4.32
13| 1rr 216 265 3.01 3.37  3.85 4.22
14 1 1.76 214 262 298 3.33  3.79 4.14
15 | 1.75 213 260 295 3.29 3.73 4.07
16 | 1.75 212 258  2.92 3.25  3.69 4.01
17 | 1.74 211 257 2.90 3.22  3.65 3.97
18 | 1.73  2.10 2,55  2.88 3.20 3.61 3.92
19 | 1.73  2.09 254 2.86 3.17  3.58 3.88
20 | 1.72  2.09 253 285 3.15  3.55 3.85
21 | 1.72 208 252 283 3.14  3.53 3.82
22 | 1.72 207 251 282 3.12 3.50 3.79
23 | 1.71 2.07 2.50 281 3.10 348 3.77
24 | 1.71 2.06 249 280 3.09 347 3.75
25 | 171 206 249 279 3.08 345 3.73
26 | 1.71 2.06 248 2.78 3.07 343 3.71
27 | 1.70  2.05 247 277 3.06  3.42 3.69
28 | 1.70  2.06 247  2.76 3.06 341 3.67
29 | 1.70  2.06 246 2.76 3.04 340 3.66
30 | 1.70  2.04 246  2.75 3.03  3.39 3.65
35| 1.69 203 244 272 3.00 3.34 3.59
40 | 1.68  2.02 242  2.70 297 331 3.55
60 | 1.67 2.00 239 2.66 291  3.23 3.46
80 | 1.66 1.99 237 2.64 2.89  3.20 3.42
100 | 1.66 198 2.36  2.63 287  3.17 3.39
oo | 1.64 196 233  2.58 2.81  3.09 3.29
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Tabulka 15: 0.95-kvantily F-rozdéleni gg (¢ ) (0.95) (£ = pocet stupiii volnosti ¢itatele, 77 = pocet stupiii
volnosti jmenovatele)

§
n

2 4 6 8 10 12 14 16 18 20

19.0 19.2 193 194 194 194 194 194 194 194
6.94 639 6.16 6.04 596 591 587 584 582 580
5.14 453 428 4.15 4.06 4.00 396 3.92 3.90 3.87
4.46 3.84 358 344 335 328 324 320 3.17 3.15
10 | 410 348 3.22 3.07 298 291 286 2.83 280 2.77

12 | 3.89 3.26 3.00 285 275 269 264 260 257 254
14 | 3.74 311 285 270 260 253 248 244 241 239
16 | 3.63 3.01 2.74 259 249 242 237 233 230 228
18 | 3.5 293 266 251 241 234 229 225 222 2.19
20 | 3.49 287 260 245 235 228 222 218 2.15 212
251339 276 249 234 224 216 211 207 2.04 201
30 | 3.32 2,69 242 227 216 209 204 199 196 1.93
40 | 3.23 261 234 218 2.08 200 195 190 187 184
50 | 3.18 256 229 213 203 195 189 1.8 181 1.78
60 | 3.15 253 225 210 199 192 1.8 182 1.78 1.75

80 | 3.11 249 221 206 195 188 1.82 177 1.73 1.70
100 | 3.09 246 219 203 193 18 1.79 1.75 1.71 1.68
150 | 3.06 243 216 2.00 1.89 182 1.76 1.71 1.67 1.64
200 | 3.04 242 214 198 183 180 1.74 169 1.66 1.62

oo | 3.00 237 210 194 183 1.75 169 1.64 1.60 1.57

0 O =N

25 30 40 50 60 80 100 150 200 00

195 19,5 195 195 195 195 195 195 19.5 19.5
5.77 575 5.72 570 5.69 5.67 5.66 565 5.65 5.63
3.83 381 3.77 3.7 3.74 372 371 370 3.69 3.67
3.11 3.08 3.04 3.02 3.01 299 297 296 295 293
10 | 2.73 270 2.66 2.64 2.62 2.60 259 257 256 2.54
12 | 250 247 243 240 238 236 235 233 232 230
14 | 234 231 227 224 222 220 219 217 216 2.13
16 | 2.23 219 2.15 212 211 2.08 2.07 205 204 201
18 | 2.14 211 2.06 204 202 199 198 196 195 1.92
20 | 207 204 199 197 195 192 191 1.89 1.88 1.84

251196 192 187 184 182 180 1.v8 1.76 1.75 1.71
30| 188 1.84 179 176 1.74 171 1.70 1.67 1.66 1.62
40 | 1.78 1.74 169 166 164 161 1.59 1.56 155 1.51
50 | 1.73 1.69 1.63 1.60 1.58 154 152 150 148 1.44
60 | 1.69 1.65 1.59 1.56 1.53 150 148 1.45 144 1.39

80 | 1.64 160 154 151 148 145 143 139 1.38 1.32
100 | 1.62 1.57 152 148 145 141 139 136 134 1.28
150 | 1.58 1.54 148 1.44 141 137 134 131 129 1.22
200 | 1.6 1.2 146 141 139 135 132 128 126 1.19

oo | 1.1 146 139 135 132 127 124 120 1.17 1.00

o O =~ N
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Tabulka 16: 0.975-kvantily F-rozdéleni gp(¢ . (0.975) (£ = pocet stupiii volnosti Citatele, n = pocet
stupiiti volnosti jmenovatele)

£

2 4 6 8 10 12 14 16 18 20

39.0 39.2 393 394 394 394 394 394 394 394
10.65 9.60 9.20 898 8.84 875 868 863 859 8.56
726 6.23 582 560 546 537 530 524 520 5.17
6.06 5.05 4.66 443 430 420 4.13 4.08 4.03 4.00
10 | 546 447 4.07 385 3.72 3.62 355 350 345 3.42

12 5.10 4.12 3.73 351 337 328 3.21 3.15 3.11 3.07
14 ] 486 389 350 329 3.15 3.05 298 292 288 284
16 | 469 3.73 334 312 299 289 282 276 272 268
18 | 456 3.61 3.22 3.01 287 277 270 264 260 2.56
20 | 446 351 3.13 291 297 268 2.60 255 250 246
25 429 335 297 275 261 251 244 238 234 2.30
30 | 4.18 325 2.87 265 251 241 234 228 223 220
40 | 4.06 3.13 274 253 239 229 221 215 211 2.07
50 | 397 3.06 2.67 246 232 222 214 208 203 1.99
60 | 3.93 3.01 263 241 227 217 2.09 203 198 1.94

80 | 3.86 295 257 235 221 211 203 197 192 1.88
100 | 3.83 292 254 232 218 208 200 194 189 1.85
150 | 3.78 287 249 228 213 203 195 1.89 184 1.80
200 | 3.76 2.8 247 226 211 201 193 187 1.82 1.78

00 3.69 279 241 219 205 194 187 180 1.75 1.71

o O =N

25 30 40 50 60 80 100 150 200 00

395 395 395 395 395 395 395 395 395 395
850 846 841 838 836 833 832 830 829 8.26
5.11 5.07 5.01 498 496 493 492 489 488 4.85
3.94 389 384 381 3.78 3.7 374 372 370 3.67
10 | 3.35 331 3.26 3.22 320 3.17 3.15 3.13 3.12 3.08
12 | 3.01 296 291 287 285 282 280 278 276 2.72
14 | 2,78 2.73 2.67 264 261 258 256 254 253 249
16 | 2.61 2.57 251 247 245 242 240 237 236 2.32
18 | 249 244 238 235 232 229 227 224 223 219
20 | 240 235 229 225 222 219 217 214 213 2.09

25| 223 218 212 208 2.05 202 200 197 195 1091
30 | 212 2.0r 201 197 194 190 188 185 1.84 1.79
40 1 199 194 188 1.83 180 1.76 1.74 171 169 1.64
50 | 1.92 187 180 1.75 1.72 1.68 1.66 1.62 1.60 1.55
60 | 1.87 182 1.74 1.70 1.67 1.63 1.60 1.56 1.54 1.48

80 | 1.81 1.75 1.68 1.63 1.60 1.55 153 1.49 1.47 1.40
100 | 1.77 171 164 159 1.56 151 148 1.44 142 1.35
150 | 1.72 1.67 1.59 1.54 150 145 142 138 135 1.27
200 | 1.70 1.64 1.56 151 147 142 139 135 132 1.23

oo | 1.63 1.57 148 143 139 133 130 1.24 1.21 1.00

o O =~ N
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Tabulka 17: 0.99-kvantily F-rozdéleni gg (¢ ) (0.99) (£ = pocet stupiii volnosti ¢itatele, 7 = pocet stupiii
volnosti jmenovatele)

¢ 2 4 6 8 10 12 14 16 18 20

n
21 990 993 993 994 994 994 994 994 994 994
4] 18.00 1598 15.21 14.80 14.55 14.37 14.25 14.15 14.08 14.02
61092 915 847 810 7.8 772 760 752 745 740
8§11 865 701 637 603 581 567 556 548 541 536

10 756 599 539 506 485 471 460 452 446 441

12| 693 541 482 450 430 416 4.05 397 391 3.86
14 | 6.51 5.04 446 414 394 380 370 362 356 3.51
16 | 623 477 420 389 369 355 345 337 331 3.26
18| 6.01 458 4.01 371 351 337 327v 319 313 3.08
20| 585 443 387 356 337 323 313 3.06 299 294
25| 557 418 363 332 313 299 289 281 275 270
30 | 539 4.02 347 317 298 284 274 266 2.60 255
40 | 518 383 329 299 280 266 256 248 242 237
50 | 5.06 3.72 319 289 270 256 246 238 232 227
60 | 498 365 312 282 263 250 239 231 225 220
80 | 488 356 3.04 274 255 242 231 223 217 212
100 | 4.82 3,51 299 269 250 237 227 219 212 207
150 | 4.5 345 292 263 244 231 220 212 2.06 2.00
200 | 471 341 289 260 241 227 217 209 2.03 197
oo | 461 332 280 251 232 218 2.08 200 193 1.88

¢ 25 30 40 50 60 80 100 150 200 00

n
21 995 995 995 995 995 995 995 995 995 995
411391 1384 13.75 13.69 13.65 13.61 13.58 13.54 13.52 13.46
6 730 723 714 709 706 701 699 695 693 6.88
81 526 520 512 507 503 499 496 493 491 486

10 | 431 425 417 412 408 404 401 398 396 391

12 3.76  3.70 3.62 3.57 354 349 347 343 341 3.36
14| 341 335 327 322 318 314 311 3.08 3.06 3.00
16 3.16 310 3.02 297 293 289 286 283 281 2.75
18 298 292 284 278 275 270 268 264 2.62 257
20 284 278 269 264 261 256 254 250 248 242

25 260 254 245 240 236 232 229 225 223 217
30 245 239 230 225 221 216 213 209 207 201
40 227 220 211 2.06  2.02 1.97 194 1.90 1.87  1.80
50 217 210 201 1.95 1.91 1.86 1.82 1.78 1.76 1.68
60 2.10  2.03 1.94 1.88 1.84 1.78 1.75 1.70 1.68 1.60
80 2.01 1.94 1.85 1.79 1.75 1.69 1.65 1.61 1.58 1.49
100 1.97  1.89 1.80 1.74  1.69 1.63 1.60  1.55 1.52 1.43
150 1.90 1.83 1.73 1.66 1.62 1.56 1.52 1.46 1.43 1.33
200 1.87 1.79 1.69 1.63 1.58 1.52 1.48 1.42 1.39 1.28
00 177 1.70 1.59 1.52 147  1.40 1.36 1.29 1.25 1.00
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Tabulka 18: 0.995-kvantily F-rozdéleni gp(¢ ) (0.995) (£ = pocet stupiii volnosti Citatele, n = pocet
stupiiti volnosti jmenovatele)

§

n

2 4 6 8 10 12 14 16 18 20

199.0 199.2 199.3 1994 1994 1994 1994 1994 1994 1994
26.28 23.15 21.98 21.35 2097 20.70 20.51 20.37 20.26 20.17
14.54 12.03 11.07 10.57 10.25 10.03 9.88 9.76 9.66  9.59
11.04 881 795 750 721 7.0l 687 6.76 6.68 6.61
10| 943 734 654 6.12 58 566 553 542 534 527

12| 851 652 576 535 5.09 491 477 467 459  4.53
141 792 6.00 526 486 460 443 430 420 412 4.06
16 751 564 491 452 427 410 397 387 380 3.73
18 721 537 466 428 403 38 3.73 364 356 3.50
20| 6.99 517 447 409 385 3.68 355 346 3.38 3.32
25| 6.60 484 415 378 354 337 325 315 3.08 3.01
30| 635 462 395 358 334 318 3.06 296 289 282
40 | 6.07 437 371 335 312 295 283 274 266 2.60
50 | 5.90 423 358 322 299 282 270 2.61 253 247
60 | 579 414 349 313 290 274 262 253 245 239

80 | 567 403 339 3.03 280 264 252 243 235 229
100 | 559 396 333 297 274 258 246 237 229 223
150 | 549 3.88 325 289 2,67 251 238 229 221 215
200 | 544 384 321 286 263 247 235 225 218 211

oo | 530 372 3.09 274 252 236 224 214 206 2.00

0 O =N

25 30 40 50 60 80 100 150 200 00

199.4 199.5 199.5 199.5 199.5 199.5 199.5 199.5 199.5 199.5
20.00 19.89 19.75 19.67 19.61 19.54 19.50 19.44 1941 19.32
945 936 924 917 912 9.06 9.03 898 895 8.88
648 640 629 622 6.18 6.12 6.09 6.04 6.02 595
10 | 5.15 5.07 497 490 486 480 477 473 471 4.64
12 | 441 433 423 417 412 407 404 399 397 3.90
14 394 38 376 370 3.66 3.60 3.57 353 350 3.44
16 | 3.62 354 344 337 333 328 325 320 318 311
18 338 330 320 314 310 3.04 301 296 294 2.87
20| 320 312 3.02 296 292 286 283 278 276  2.69
25| 290 282 272 265 261 255 252 247 245 238
30 | 2.71 263 252 246 242 236 232 228 225 218
40 | 248 240 230 223 218 212 209 2.04 201 1.93
50 | 235 227 216 210  2.05 199 195 190 187 1.79
60 | 227 219 2.08 201 196 190 1.8 1.81 1.78  1.69
80 | 217 208 197 190 1.85 1.79 1.7 1.69 166 1.56
100 | 211  2.02 1.91 1.84 1.79 1.72 1.68 1.62 1.59  1.49
150 | 203 194 183 1.v6 170 163 159 153 149 1.37
200 1.99 191 179  1.71 1.66 1.9 154 148 144 131
00 1.88 1.79 167 159 153 145 140 1.32 1.28  1.00

0 O = N
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