Zkouskovy test z PMS

na vypracovani mate 90 min

31.1.2017

T1 O jevech Ay, A vime: P(A; U Ag) =1, P(Ay) + P(Ay) =1, P(4;) > 0,4 € {1,2}. Dokazte ¢ vyvratte
nasledujici vyroky:

a) Pravdépodobnost, ze jevy Aj, Ay nastanou zaroven, je nulova.
b) Jevy Aj, Ay jsou nezavislé.
c) Jevy Aj, A1 U Ay jsou nezavislé.

T2 V sacku je 10 bilych a 5 ¢ernych kouli. Vytahnu ndhodné kouli a pokud je ¢ernd, vytahnu nahodné jesté
jednu. Pokud je i druhd koule ¢ernd, hra konéi. Pokud vytdhnu jako druhou kouli bilou, obé vratim zpét a
cely proces opakuji. Pokud vytahnu uz jako prvni bilou kouli, vratim ji zpét a cely proces opakuji. Jedno
kolo oznacuje proces vytahnuti jedné ¢ dvou kouli (pokud prvni byla ¢ernd) a piipadné jejich navraceni
zpét do sacku.

a) Jaka je pravdépodobnost, ze hra skondci jiz v prvnim kole?
b) Jaka je pravdépodobnost, ze hra bude mit alespon ¢tyfi kola?

c) V jakém kole hra prumeérné skonéi?

T3 Hodnoty pravdépodobnostni funkce ndhodného vektoru (X,Y") jsou v tabulce.
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Urcete cov(X,Y) a rozdéleni veliciny Z =2X + Y.

T4 Realizovali jsme ndhodny vybér z rozdéleni daném hustotou

pe P > T,
fp(u) = { ..
0, jinak
s vysledky: 15, 10.5, 13, 19, 20.5, 12. Metodou maximalni vérohodnosti odhadnéte parametr p.

T5 V daném mésté jsme vybrali ndhodné 50 muzi a 40 zen. Z nich se 18, resp. 12 nehlasi k zadné vite. Tes-
tujte, zda existuje vyznamny rozdil mezi religiozitou muzu a zen v daném mésté. Jako hladinu spolehlivosti
pouzijte 0.05.



ResSeni
T1

a) Z principu inkluze a exkluze plati
P(Al @] AQ) = P(Al) + P(AQ) — P(Al N AQ)
Protoze P(A1 U Ay) =1, P(A1) + P(As) = 1, musi byt P(A; N Ag) =0, tedy tvrzeni plati.

b) Protoze P(A;) > 0, i € {1,2}, je P(A1)P(A2) > 0, avsak P(A; N A2) = 0, proto jevy Aj, A2 nejsou
nezavislé.

c) Je P(A1N(A1UAs)) = P(A1) = P(A1)-1 = P(A1)P(A1UAy), tedy jevy A1 a Aj U As jsou nezavislé.
T2 Pravdépodobnost, ze v jednom kole vytdhnu za sebou dvé ¢erné koule je rovna % . ﬁ = % = p.
a) Pravdépodobnost, ze hra skonéi v prvnim kole je p = %
b) Pravdépodobnost, ze ma hra alespon ¢tyfi kola je rovna
1 — P(hra m4 pravé 1, 2 nebo 3 kola) =1 — (p+ (1 — p)p+ (1 — p)®p)

2 19 361
—1- = (14++"—) =74
21<+21+441> 4%

¢) Veli¢ina X urcujici pocet kol hry mé geometrické rozdéleni s parametrem p, tedy prumérny pocet kol
hry je EX = % =11.5.

T3 Marginalni pravdépodobnostni funkce veli¢in X, Y jsou rovny
px(=1) =06, px(1) =04, py(0)=0.5 py(2)=02, py(4)=0.3.
7 toho jiz snadno uré¢ime stiedni hodnoty

X=a

EY =) a-py(a)=0-05+2-02+4-03=16
Y=a

Vyuzitim sdruzené pravdépodobnostni funkce spocitdme stiedni hodnotu souc¢inu X, Y:

EXY = >  ab-pxy(a,b)=-2-01+2-01-4-02+4-01=-04
X=a,Y=b

Tedy cov(X,Y) =EXY —EXEY = -0.4 — (-0.2-1.6) = —0.08.

Veli¢ina Z muze nabyvat pouze hodnot {—2,0,2,4,6} a to s pravdépodobnostmi

P(Z=-2)=P(X =-1,Y =0) = px.y(—1,0) = 0.3,

P(Z=0)=P(X =-1,Y =2) =pxy(~1,2) = 0.1,

P(Z=2)=P(X=-1Y =4VX =1,Y =0) = pxy(—1,4) + px.y(1,0) = 0.2+ 0.2 = 0.4,
P(Z=4)=P(X=1,Y =2) = pxy(1,2) = 0.1,

P(Z=6)=P(X =1,Y =4) = pxy(1,4) = 0.1.



T4 Oznacme (21, ...,x6) realizace daného ndhodného vybéru. Protoze jest z; > 7 pro kazdé i € {1,...,6},
pro vérohodnostni funkci L daného vybéru plati

6 6
L) = [ fotar) = [T pe 7"
z'=61 i=1 )
log L(p) = Z (logp + log e*p(xiq)) =6logp — pZ(mZ -7
i=1 =1
D o 1) = &~ S -7
Ip p

i=1

Nutnd podminka existence maxima nam iik4 8% log L(p) = 0 nebo 6% log L(p) v bodé p neexistuje. Protoze
L je hladce diferencovatelna ve vsech bodech p > 7, dostavame
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T5 Jde o test homogenity dvou binomickych rozdéleni. Necht py, resp. ps je podil muzi, resp. Zzen v daném
mésté, kteif se nehldsi k z4ddné vife. Necht ndhodné vybéry 50, resp. 40 Zen jsou reprezentovany veli¢inami
Xi ~ Alt(p1), i € {1, ..., 50}, resp. ¥; ~ Alt(pa). Oznacme X = 320 X; a Y = 3222 . Potom X ~ Bi(50, ;)
a Y ~ Bi(pz). Chceme testovat hypotézu Hy : p; = pa proti Hy : p; # pe. Oznaéme x = % ay = % a

z= %. Za platnosti Hy ma testovaci statistika
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rozdéleni blizké N(0, 1). Dosazenim X = 18, Y = 12 dostdvame hodnotu
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Jednd se o oboustranny test, proto hodnotu |T'| porovndvame s kvantilem ug 975 = 1.96, z ¢ehoz je jasné

vidét |T'| < w975, proto na hladiné 0.05 nelze prokazat vyznamny rozdil mezi religiozitou muzu a zen v
daném mésteé.

= 0.06

Na tlohu lze také nahlizet jako na test homogenity multinomickych rozdéleni ve ¢tyipolni tabulce. Uvadime
pozorované cetnosti (E;)

pohlavi | nevéii | véri | celkem
muzi 18 32 50
zeny 12 28 40

celkem 30 60 90

Za predpokladu platnosti Hy (viz vyse) lze odhadnout hodnotu parametru p = p; = py (kde X ~

Mul(50,p1,1 — p1) a Y ~ Mul(40,p2,1 — p2)) jako p' = % = é Potom tabulka oéekdvanych Getnosti

Oj je rovna

pohlavi | nevéri | véri | celkem
muzi 16.67 | 33.33 50
zeny 13.33 | 26.67 40

celkem 30 60 90




Statistika x? potom vychézi

4
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Porovndnim hodnoty T s kvantilem qxf(0.95) = 3.8 > T dostavame, ze na hladiné 0.05 nelze prokazat
vyznamny rozdil mezi religiozitou muzi a zen v daném mésteé.



