
Zkouškový test z PMS

na vypracováńı máte 90 min

16.2.2017

.
T1 Jevy A,B,C jsou po dvou nezávislé a plat́ı P (A|B∩C) = 1

2 , P (B|C) = 0.75, P (C|B) = 2
3 , P (A∪B) = 7

8 .
Jsou jevy A,B,C nezávislé? Dokažte.

T2 Háźım kostkou do té doby, než padne něco jiného než šestka.

a) Jaká je pravděpodobnost, že hod́ım kostkou alespoň 4x?

b) Jaká je středńı hodnota počtu hod̊u?

c) Jaká je středńı hodnota součtu hod̊u?

T3 Náhodná veličina X má rozděleńı dané hustotou

fX(u) =


e2u , u < 0 ,

cx2 , u ∈ [1, 2] ,

0 , jinak .

Určete konstantu c, distribučńı funkci FX a rozděleńı veličiny Y = g(X), kde funkce g je definována
následovně:

g(x) =

{
0 , x ≤ 0 ,

1 , x > 0 .

T4 V jisté firmě přicháźı lidé do práce rovnoměrně mezi 8:45 a 9:10. Určete minimálńı počet lid́ı, kteř́ı muśı
do práce daný den přij́ıt, aby se dalo s pravděpodobnost́ı 95% ř́ıci, že většina z nich přǐsla do práce včas, tj.
do 9:00.

T5 Chyba měřeńı hmotnosti součástek má normálńı rozděleńı. Chyby se vyskytuj́ı nezávisle. Provedli jsme
měřeńı 7 součástek, z nichž po analýze vyplynuly hodnoty chyb v gramech:

1, −3, −1, 0.5, 1, −2, 1.

Testujte na hladině α = 0.01, zda měřeńı je zat́ıženo systematickou chybou.
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Řešeńı

T1 Stač́ı ověřit P (A ∩ B ∩ C) = P (A) · P (B) · P (C), nebot’ pro dvojice již podobná formule plat́ı. Vı́me,
že P (B) = P (B|C) = 0.75 a P (C) = P (C|B) = 2

3 , nebot’ jsou jevy A,B,C po dvou nezávislé. Ze stejného
d̊uvodu je dále

1

2
= P (A|B ∩ C) =

P (A ∩B ∩ C)

P (B ∩ C)
=
P (A ∩B ∩ C)

P (B) · P (C)
,

z čehož plyne

P (A ∩B ∩ C) =
1

2
P (B) · P (C).

Protože 7
8 = P (A∪B) = P (A)+P (B)−P (A∩B) = P (A)+P (B)−P (A) ·P (B) (jevy A,B jsou nezávislé),

snadnými úpravami źıskáme P (A) = 1
2 , což nám dává P (A ∩ B ∩ C) = P (A) · P (B) · P (C) a jevy A,B,C

jsou tedy nezávislé.

T2

a) To je pravděpodobnost, že v prvńıch třech hodech hod́ım pokaždé šestku, tedy

P (hod́ım alespoň 4x kostkou) =

(
1

6

)3

.

b) Jedná se o středńı hodnotu geometrického rozděleńı s parametrem p = 5
6 (pravděpodobnost ”úspěchu/ukončeńı

hry”). Tedy pr̊uměrný počet hod̊u je 1
p = 6

5 .

c) Označme pr̊uměrný součet hod̊u µ. Potom z principu hry plyne µ = 1
6(1 + 2 + 3 + 4 + 5 + 6) + 1

6µ. Tato
rovnice má dvě řešeńı: µ = 21

5 a µ = ∞. Je třeba dokázat, že druhá možnost nenastane. Hodnotu µ
lze vyjádřit jako

µ =
∞∑
n=1
6-n

n

6[n/6]
=
∞∑
n=0

15 + 6n

6n+1
,

kde [x] označuje horńı celou část reálného č́ısla x. Tato řada je konvergentńı (stač́ı použ́ıt např́ıklad
pod́ılové srovnávaćı kritérium nebo si uvědomit že je součtem konvergentńı geometrické řady a derivace
konvergentńı geometrické řady), proto µ = 21

5 .

T3 Pro hustotu fX muśı platit:

1 =

∫ ∞
−∞

fX(u) du =

∫ 0

−∞
e2u du+

∫ 2

1
cu2 du =

[
e2u

2

]0
−∞

+

[
c
u3

3

]2
1

=
1

2
+ c

7

3
.

Z toho dostáváme c = 3
14 . Distribučńı funkci źıskáme jednoduše integraćı

FX(u) =

∫ u

−∞
fX(x) dx =


e2u

2 , u < 0 ,
1
2 , u ∈ [0, 1) ,
6+u3

14 , u ∈ [1, 2) ,

1 , u ≥ 1 .

Rozděleńı veličiny Y je alternativńı s parametrem 1
2 , nebot’ funkce g nabývá pouze hodnot 0 a 1 a plat́ı

P (Y = 0) = P (g(X) = 0) = P (X ≤ 0) = 1
2 a P (Y = 1) = P (X > 0) = 1

2 .

T4 Označme Xi, i ∈ {1, ..., n} náhodnou veličinu, která nabývá jedničky, pokud i-tý pracovńık přǐsel
do práce včas a nuly, pokud pozdě. Abychom k výpočtu mohli použ́ıt centrálńı limitńı větu, je třeba
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předpokládat, že př́ıchody zaměstnanc̊u do práce jsou nezávislé (což v praxi většinou nejsou! - jedou spolu
autem, přij́ıžděj́ı stejnou tramvaj́ı...). Za tohoto předpokladu hledáme minimálńı rozsah výběru X1, ..., Xn,
aby platilo P

(
X > 1

2

)
≥ 95%, tj. P

(
X ≤ 1

2

)
< 0.05. Jest pro každé i ∈ {1, ..., n} pravda P (Xi = 1) = 15

25 =
0.6 =: p. Aproximaćı pomoćı CLV dostáváme

P

(
X ≤ 1

2

)
= P

(
X − p√
(1− p)p

√
n ≤ 1/2− p√

(1− p)p
√
n

)
= Φ

(
1/2− p√
(1− p)p

√
n

)
= Φ

(
−1

2
√

6

√
n

)
< 0.05,

z čehož (složeńım posledńı rovnice s kvantilovou funkćı N(0, 1)) plyne

−1

2
√

6

√
n < −1.65

n > 65.34.⇒ n ≥ 66.

T5 Úlohu řeš́ıme jednovýběrovým T -testem. Označ́ıme-li náhodný výběr X1, ..., X7, Xi ∼ N(µ, σ2) pro
i = 1, ..., 7, potom testujeme hypotézu H0 : µ = 0 proti alternativě H1 : µ 6= 0. Spočteme hodnoty X = −5

14

a S2
n = 1

6

(∑7
i=1X

2
i − 7X

2
)

= 1
6

(
17.25− 6.25

7

) .
= 2.73. Za platnosti nulové hypotézy má testovaćı statistika

T =
X − 0

Sn

√
n =

−5/14

1.65

√
7 = −0.57

Studentovo t-rozděleńı o 6 stupńıch volnosti. Porovnáńım hodnoty |T | = 0.57 s kvantilem qt6(0.99) = 3.143
dostáváme |T | < qt6(0.99), což znamená, že na hladině spolehlivosti 0.01 nelze tvrdit, že je měřeńı zat́ıženo
systematickou chybou.
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