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G1 Pravdépodobnosti hodnot ndhodného vektoru (X,Y") jsou urcéeny tabulkou

Y
X 1 2 3
1 0.1]02)0.3
0.2]01|01

Urcete marginalni pravdépodobnostni funkce px a py, stiedni hodnotu E(X,Y") a kovariant. Jsou X a YV
nezavislé? Najdéte pravdépodobnostni funkci ndhodné veliciny Z = X 4+ Y.

G2 Sdruzend hustota ndhodného vektoru (X,Y’) je rovna

16_:6_% x>0,y >0
fxy(z,y)=q 2 ’
0 jinak.

Uréete marginalni rozdéleni, rozhodnéte, zda jsou X a Y nezavislé a napiste korela¢ni matici.

G3 Ndhodny vektor (X, Y) md rovnomérné rozdéleni na jednotkovém kruhu. Naleznéte marginélni rozdéleni,
rozhodnéte o nezavislosti X a Y a spoctéte EX, EY.

G4 Naleznéte ndhodné veliciny X a Y, pro néz plati cov(X,Y) = 0, avsak X a Y nejsou nezdvislé.

G5 Necht X,Y jsou nédhodné veliciny, pro které plati X ~ Alt(0.3) Y ~ Alt(0.5). Necht je jejich ko-
relacni koeficient roven p = 2171/2. Uréete EXY a E(X2 +Y?2).

G6 Nahodny vektor (X,Y) méa rovnomérné rozdéleni na kruhu v R? o poloméru 3 se stiedem v pocatku.
Zobrazime jej funkci h(z,y) = 22 +y%. Popiste rozdéleni veliciny Z = h(X,Y) a najdéte jeji stfedni hodnotu.



ResSeni

G1 Vyfiesime zde pouze posledni ¢éast, tedy rozdéleni veliciny Z = X + Y. Letmym pohledem na hodnoty X
a'Y zjistime, ze soucet X +Y nabyva hodnot 2, 3,4, 5. Se¢tenim odpovidajicich pravdépodobnosti dostavame
tabulku rozdéleni Z

Z | 2 3 4 5)
pz | 01]104]04]0.1

G2 Integraci fxy podle y dostaneme hustotu fx veliciny X:

o0 q " . 2 0 .
oo / Ze 2dy=e [—e 2] =e x>0,
fx(z) = / fxy(zy)dy=<Jo 2 2 0
—o0 0 z<0.

A obdobné ziskdme hustotu veli¢iny Y:

001773 173 _ o0 17&
) d / iez2dm:§e 2[—63‘"]0:562 y>0,
T = 0

fy(y) = h fxy(z,y
/OO 0 y <0.

Dvé spojité rozdélené ndhodné veliciny X a Y jsou nezavislé pravé tehdy, pokud

fx - fr = fxy,

kde a.e. znaci rovnost skoro vsude (almost everywhere), tj. vSude az na mnozinu nulové miry (To jsou
napifklad ”ménédimenzionalni” mnoziny - pracujeme v R2, tedy to budou rtzné kiivky, mnoziny spocetné
mnoha bodu apod.) . Vynasobime-li funkce fx, fy, dostaneme

e Lot
fx(@) - fy(y) = 2
0 jinak

z>0,y>0

coz je presné rovno sdruzené hustoté fxy v bodech (x,y). Lze tedy konstatovat, ze jsou veli¢iny X a Y
nezavislé.

Korelaén{ matice ma na diagonéle samé jednicky (nebot px x = 1 pro kazdou veli¢inu X s nenulovym
kone¢nym rozptylem) a protoze jsou veliciny X, Y nezéavislé, je pxy = 0, tedy dostdvame

corr(X,Y) = ( (1) ? )

G3 Oznacime-li jednotkovy kruh U, potom hustota rovnomérného rozdéleni na U je konstantni na U a
nulova mimo U. Rychlym vypoctem zjistime, ze

1

— (x,y) €U
fxy(z,y)=q7 (@)

0 jinak.

Opét integraci sdruzené hustoty podle y resp. z ziskdme marginalni hustoty veli¢in X resp. Y. Jelikoz X

nabyva hodnoty pouze v intervalu (—1,1), je zfejmé, ze f(x) = 0 pro skoro vSechna z ¢ (—1,1). Pokud
x € (—1,1), potom

%0 VITE )
Fx (@) :/ fxy(z,y) dy =/ ~dy=-V1-22
%0 TR T



Zcela ziejmé ze symetrie X a Y plyne, ze fy (y) = fx(y). Mame tedy

2
SV1i-a? ze(-1,1),
s

0 jinak .

fx(x) = fy(z) =

Ovéime zda jsou X a Y nezdvislé. Soucin fx a fy je pro skoro viechna (x,y) € R? roven

Ix(@)- fy(y) = %\/(1 —22)(1-y?) (z,y) € (-1,1)%,

0 jinak.

Je tedy zfejmé, ze soucin margindlnich hustot neni roven sdruzené hustoté na mnoziné nenulové miry (
nerovnost plati skoro véude na étverci (—1,1)2). Veliciny X a Y tedy nejsou nezavislé.
Jelikoz hustoty fx = fy jsou sudé funkce, je EX =EY = 0.

G4 Zvolme napiiklad X ~ U(—1,1) rovnomérné rozdéleni na intervalu (—1,1) a Y = X?2. Potom jsou
X a Y ziejmé zavislé (dokonce tak, ze sdruzend hustota ani neexistuje, nakreslete sil) aviak EX =0 a

1.3

23 fx(z) dx :/ % dz = 0.

-1

EXY = EX? :/

— 00

Dohromady tedy mame: cov(X,Y) =EXY —EXEY =0-0-EY =0.

G5 Oznacime-li D X = Jg( aDY = 032,, mame

_ EXY —EXEY
B oxOy

PXY

EXY = PXYOXOy + EXEY.
Plat{ EX = 0.3, EY = 0.5, 0% = 0.21, 0 = 0.25, tedy

1v/0.21-0.25
EXY = —F—+03:05=0.2

V21
Dale EX2 =0%-0.7+1%2-0.3=0.3, EY2=02-0.5+12-0.5 = 0.5, tedy E(X? 4+ Y?) =0.8.

G6 Nihodna velicina Z bude ziejmé nabyvat hodnot v rozmezi [0,9], jeji distribuéni funkci tedy zkon-
struujeme nasledovné

0, z <0,
Fy(z) = P(X2+Y?<2) = P<\/X2~|—Y2§\/E) . 2€[0,9),
1, z>9.

Velicina v X2+ Y? uddva vzdlenost ndhodné vybraného bodu od stiedu kruhu. Tedy pro z € [0.9] je
pravdépodobnost P (\/X 24+4Y2< \/2) rovna poméru obsahu soustfednych kruhu o polomérech /z a 3. To

jest W(‘/?z = Z. Celkové dostavame
3 9

, 2<0,

, 2€[0,9),

) 2297

Fz(z) =

= ok O

tedy veli¢ina Z ma rovnomérné rozdélenf na intervalu [0,9]. Zfejmé EZ = 259 = 4.5.



