
7. cvičeńı z PST
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G1 Pravděpodobnosti hodnot náhodného vektoru (X,Y ) jsou určeny tabulkou

H
HHH

HHX
Y

1 2 3

1 0.1 0.2 0.3

2 0.2 0.1 0.1

Určete marginálńı pravděpodobnostńı funkce pX a pY , středńı hodnotu E(X,Y ) a kovariant. Jsou X a Y
nezávislé? Najděte pravděpodobnostńı funkci náhodné veličiny Z = X + Y .

G2 Sdružená hustota náhodného vektoru (X,Y ) je rovna

fX,Y (x, y) =


1

2
e−x−

y
2 x > 0, y > 0

0 jinak.

Určete marginálńı rozděleńı, rozhodněte, zda jsou X a Y nezávislé a napǐste korelačńı matici.

G3 Náhodný vektor (X,Y ) má rovnoměrné rozděleńı na jednotkovém kruhu. Nalezněte marginálńı rozděleńı,
rozhodněte o nezávislosti X a Y a spočtěte EX, EY .

G4 Nalezněte náhodné veličiny X a Y , pro něž plat́ı cov(X,Y ) = 0, avšak X a Y nejsou nezávislé.

G5 Necht’ X,Y jsou náhodné veličiny, pro které plat́ı X ∼ Alt(0.3) Y ∼ Alt(0.5). Necht’ je jejich ko-
relačńı koeficient roven ρ = 21−1/2. Určete EXY a E(X2 + Y 2).

G6 Náhodný vektor (X,Y ) má rovnoměrné rozděleńı na kruhu v R2 o poloměru 3 se středem v počátku.
Zobraźıme jej funkćı h(x, y) = x2+y2. Popǐste rozděleńı veličiny Z = h(X,Y ) a najděte jej́ı středńı hodnotu.
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Řešeńı

G1 Vyřeš́ıme zde pouze posledńı část, tedy rozděleńı veličiny Z = X+Y . Letmým pohledem na hodnoty X
a Y zjist́ıme, že součet X+Y nabývá hodnot 2, 3, 4, 5. Sečteńım odpov́ıdaj́ıćıch pravděpodobnost́ı dostáváme
tabulku rozděleńı Z

Z 2 3 4 5

pZ 0.1 0.4 0.4 0.1

G2 Integraćı fX,Y podle y dostaneme hustotu fX veličiny X:

fX(x) =

∫ ∞
−∞

fX,Y (x, y) dy =


∫ ∞
0

1

2
e−x−

y
2 dy = e−x

[
−2

2
e−

y
2

]∞
0

= e−x x > 0 ,

0 x ≤ 0 .

A obdobně źıskáme hustotu veličiny Y :

fY (y) =

∫ ∞
−∞

fX,Y (x, y) dx =


∫ ∞
0

1

2
e−x−

y
2 dx =

1

2
e−

y
2
[
−e−x

]∞
0

=
1

2
e−

y
2 y > 0 ,

0 y ≤ 0 .

Dvě spojitě rozdělené náhodné veličiny X a Y jsou nezávislé právě tehdy, pokud

fX · fY
a.e.
= fX,Y ,

kde a.e. znač́ı rovnost skoro všude (almost everywhere), tj. všude až na množinu nulové mı́ry (To jsou
např́ıklad ”ménědimenzionálńı”množiny - pracujeme v R2, tedy to budou r̊uzné křivky, množiny spočetně
mnoha bod̊u apod.) . Vynásob́ıme-li funkce fX , fY , dostaneme

fX(x) · fY (y) =

e−x ·
1

2
e−

y
2 x > 0, y > 0

0 jinak ,

což je přesně rovno sdružené hustotě fX,Y v bodech (x, y). Lze tedy konstatovat, že jsou veličiny X a Y
nezávislé.

Korelačńı matice má na diagonále samé jedničky (nebot’ ρX,X = 1 pro každou veličinu X s nenulovým
konečným rozptylem) a protože jsou veličiny X,Y nezávislé, je ρX,Y = 0, tedy dostáváme

corr(X,Y ) =

(
1 0
0 1

)
.

G3 Označ́ıme-li jednotkový kruh U , potom hustota rovnoměrného rozděleńı na U je konstantńı na U a
nulová mimo U . Rychlým výpočtem zjist́ıme, že

fX,Y (x, y) =


1

π
(x, y) ∈ U

0 jinak.

Opět integraćı sdružené hustoty podle y resp. x źıskáme marginálńı hustoty veličin X resp. Y . Jelikož X
nabývá hodnoty pouze v intervalu (−1, 1), je zřejmé, že f(x) = 0 pro skoro všechna x /∈ (−1, 1). Pokud
x ∈ (−1, 1), potom

fX(x) =

∫ ∞
−∞

fX,Y (x, y) dy =

∫ √1−x2
−
√
1−x2

1

π
dy =

2

π

√
1− x2.
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Zcela zřejmě ze symetrie X a Y plyne, že fY (y) = fX(y). Máme tedy

fX(x) = fY (x) =


2

π

√
1− x2 x ∈ (−1, 1) ,

0 jinak .

Ověřme zda jsou X a Y nezávislé. Součin fX a fY je pro skoro všechna (x, y) ∈ R2 roven

fX(x) · fY (y) =


4

π2

√
(1− x2)(1− y2) (x, y) ∈ (−1, 1)2 ,

0 jinak .

Je tedy zřejmé, že součin marginálńıch hustot neńı roven sdružené hustotě na množině nenulové mı́ry (
nerovnost plat́ı skoro všude na čtverci (−1, 1)2). Veličiny X a Y tedy nejsou nezávislé.

Jelikož hustoty fX = fY jsou sudé funkce, je EX = EY = 0.

G4 Zvolme např́ıklad X ∼ U(−1, 1) rovnoměrné rozděleńı na intervalu (−1, 1) a Y = X2. Potom jsou
X a Y zřejmě závislé (dokonce tak, že sdružená hustota ani neexistuje, nakreslete si!) avšak EX = 0 a

EXY = EX3 =

∫ ∞
−∞

x3fX(x) dx =

∫ 1

−1

x3

2
dx = 0.

Dohromady tedy máme: cov(X,Y ) = EXY − EXEY = 0− 0 · EY = 0.

G5 Označ́ıme-li DX = σ2X a DY = σ2Y , máme

ρX,Y =
EXY − EXEY

σXσY

EXY = ρX,Y σXσY + EXEY.

Plat́ı EX = 0.3, EY = 0.5, σ2X = 0.21, σ2Y = 0.25, tedy

EXY =

√
0.21 · 0.25√

21
+ 0.3 · 0.5 = 0.2

Dále EX2 = 02 · 0.7 + 12 · 0.3 = 0.3, EY 2 = 02 · 0.5 + 12 · 0.5 = 0.5, tedy E(X2 + Y 2) = 0.8.

G6 Náhodná veličina Z bude zřejmě nabývat hodnot v rozmeźı [0, 9], jej́ı distribučńı funkci tedy zkon-
struujeme následovně

FZ(z) = P
(
X2 + Y 2 ≤ z

)
=


0 , z < 0 ,

P
(√

X2 + Y 2 ≤
√
z
)
, z ∈ [0, 9) ,

1 , z ≥ 9 .

Veličina
√
X2 + Y 2 udává vzálenost náhodně vybraného bodu od středu kruhu. Tedy pro z ∈ [0.9] je

pravděpodobnost P
(√

X2 + Y 2 ≤
√
z
)

rovna poměru obsah̊u soustředných kruh̊u o poloměrech
√
z a 3. To

jest π(
√
z)2

π32
= z

9 . Celkově dostáváme

FZ(z) =


0 , z < 0 ,
z
9 , z ∈ [0, 9) ,

1 , z ≥ 9 ,

tedy veličina Z má rovnoměrné rozděleńı na intervalu [0, 9]. Zřejmě EZ = 9−0
2 = 4.5.
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