
Zápočtová ṕısemka z PST 30.4.2018

T1 V populaci trṕı 3% jistou chorobou A. Vyštřeńı na chorobu A ukáže výsledek správně v 70% př́ıpad̊u,
pokud člověk chorobou A trṕı a v 90% př́ıpad̊u, pokud chorobou A netrṕı.

a) Náhodně zvoĺıme člověka a vyšetř́ıme jej na chorobu A. Jaká je pravděpodobnost, že test vyjde pozi-
tivńı?

b) Test u daného člověka vyšel pozitivńı. Protože léčba je narozd́ıl od vyšetřeńı zatěžuj́ıćı, chceme se
přesvědčit, že je člověk opravdu nemocný a vyšetř́ıme jej tedy znovu. Test 2 vyjde pozitvně. Jaká je
pravděpodobnost, že chorobou A netrṕı?

T2 Hod́ıme 4x šestistěnnou kostkou a 2x minćı. Rub plat́ı jako bod, ĺıc ne. Náhodná veličina X udává počet
bod̊u, kolik jsme dohromady hodili. Určete EX, DX a EX2.

T3 Je-li ze sta výrobk̊u pr̊uměrně 6 vadných, určete praveděpodobnost, že z tiśıce výrobk̊u jich bude vadných
mezi 60 a 68.

Řešeńı

T1 Označme jev, že náhodně vybraný člověk z populace trṕı chorobou A jako jev A a to, že má pozitivńı
resp. negativńı test jako jev T+, resp. T−. Označme také T++ jako jev, že náhodně vybraný člověk, který je
podroben dvoj́ımu testováńı vyjdou oba testy pozitivně.

a) Dle věty o úplné pravděpodobnosti máme

P (T+) = P (T+|A)P (A) + P (T+|A)P (A) = 0.7 · 0.03 + 0.1 · 0.97 = 0.118,

kde A znač́ı doplněk jevu A.

b) Chceme źıskat podmı́něnou pravděpodobnost P (A|T++). Podle Bayesova vzorce dostáváme

P (A|T++) =
P (T++|A)P (A)

P (T++)
.

Za předpokladu, že daná osoba trṕı chorobou A, je pravděpodobnost, že j́ı druhé testováńı vyjde
pozitivńı, stejná jako u prvńıho testovańı, konkrétně P (T+|A). Obdobně tomu je v př́ıpadě, pokud
daná osoba chorobou A netrṕı, tedy pravděpodobnost, že výsledek kteréhokoliv testováńı j́ı vyjde
pozitivně, je rovna P (T++|A). Proto máme P (T++|A) = P (T+|A)2 a podobně opět podle věty o úplné
pravděpodobnosti

P (T++) = P (T++|A)P (A) + P (T++|A)P (A) = P (T+|A)2P (A) + P (T+|A)2P (A)

= (0.7)2 · 0.03 + (0.1)2 · 0.97 = 0.0244.

Dosazeńım do p̊uvodńıho vzorce dostáváme

P (A|T++) =
P (T+|A)2P (A)

P (T++)
=

(0.1)2 · 0.97

0.0244
= 0.398.

T2 Označme Xi i ∈ {1, 2, 3, 4} výsledek i-tého hodu kostkou a X5, resp. X6 počet bod̊u źıskaných prvńım,
resp. druhým hodem minćı. Potom máme

X =
6∑

i=1

Xi.
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Plat́ı EX =
∑6

i=1 EXi = 4 · 3.5 + 2 · 0.5 = 15, nebot’ EX1 = ... = EX4 = 3.5 a EX5 = EX6 = 0.5
(je snadno vidět, lze ověřit výpočtem). Nebot’ jsou veličiny X1, ..., X6 nezávislé, rozptyl X dostaneme jako
součet rozptyl̊u veličin Xi. Máme

EX2
1 =

∑
a∈R

a2P (X1 = a) =
12 + 22 + 32 + 42 + 52 + 62

6
=

91

6
,

tedy DX1 = EX2
1 − (EX1)

2 = 91
6 −

49
4 = 35

12 . Obdobně

EX2
5 =

∑
a∈R

a2P (X5 = a) =
02 + 12

2
=

1

2

a DX5 = EX2
5 − (EX5)

2 = 1
2 −

1
4 = 1

4 . Celkově tedy máme

DX =

6∑
i=1

DXi = 4 · 35

12
+ 2 · 1

4
=

73

6
,

EX2 = DX + (EX)2 =
73

6
+ (15)2 = 237.166.

T3 Označme Xi, i ∈ {1, ...1000} veličinu, která nabývá hodnoty 0, pokud i-tý výrobek neńı vadný a 1
pokud je vadný. Veličiny Xi maj́ı alternativńı (nula-jedničkové) rozděleńı s parametrem p = 0.06. Ptáme
se na pravděpodobnost P (60 ≤

∑1000
i=1 Xi ≤ 68). Vı́me, že je EXi = p = 0.06 a DXi = p(1 − p) = 0.0564

pro všechna i ∈ {1, ..., 1000}. Chceme-li použ́ıt centrálńı limitńı větu, muśıme předpokládat, že vady na
výrobćıch se vyskytuj́ı nezávisle. Potom má veličina

U =

∑1000
i=1 Xi − 1000 · 0.06√

1000 · 0.0594
=

∑1000
i=1 Xi − 60

7.707

přibližně rozděleńı N(0, 1) a je tedy

P

(
60 ≤

1000∑
i=1

Xi ≤ 68

)
= P

(
0 ≤ U ≤ 8√

56.4

)
= Φ(1.065)− Φ(0) = 0.85− 1

2
= 35%.
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