Relace
1. Necht M ={1,2,3,4,5} a R C M x M je relace definovand ndsledovné:
R = {(1’ 2)7 (27 3)7 (3’ 4)’ (37 5)7 (47 4)}

(a) Rozhodnéte, zda je relace R antisymetricka.

(b) V pripadé, ze R neni antisymetricka, uberte z R jeden prvek tak, aby se
stala antisymetrickou. Pokud je naopak R antisymetricka, ptridejte k R
jeden prvek tak, aby nebyla antisymetricka.

2. Naleznéte vSechny relace na mnoziné {0, 1}, které jsou soucasné symetrické a
antisymetrické.

3. Kolik je symetrickych relaci na mnoziné M = {1,...,n}?
4. Na mnoziné R redlnych ¢isel uvazujte relaci R definovanou nésledovné:
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xRy, jestlize existuje celé &islo n takové, ze a2 + y* = n

(a) Jaké z vlastnosti reflexivita, symetrie, antisymetrie a tranzitivita ma re-
lace R?

(b) Naleznéte R™L.

5. Na mnoziné vsech n-prvkovych podmnozin mnoziny {1,2,...,2n} uvazujte
relaci R definovanou nasledovné:

ARB, jestlize AN B # ().

(a) Jaké z vlastnosti reflexivita, symetrie, antisymetrie a tranzitivita mé re-
lace R?

(b) Necht A je pevné dand n-prvkova mmozina. Urcete, kolik mnozin B

splituje A(R o R)B.
6. Na mnoziné N prirozenych ¢isel uvazujte relaci R definovanou predpisem
mARn, jestlize mlogn < nlogm.

(a) Ukazte, ze R je reflexivni, ale nikoliv antisymetricka.
(b) Rozhodnéte, zda plati Ro R = R?

7. Na mnoziné N vSech pfirozenych ¢isel je dana relace R tak, ze (m,n) € R,
jestlize plati implikace (m # n) = (m" < n™).

(a) Rozhodnéte, zda R je reflexivni a symetricka.

(b) Ukazte, ze R je tranzitivni.
8. Na mnoziné R? uvazte relaci R definovanou nasledovné:
(z,y)R(u,v), jestlize 2° + y* = u* + v>.

Ovérte, ze R je ekvivalence a naleznéte tiidy ekvivalence.
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Na mnoziné vsech neprazdnych podmnozin mnoziny M uvazujte relaci R de-
finovanou tak, ze (A, B) € R, jestlize existuje C' C M tak, ze ANC # 0 a
BNC #0.

(a) Ukazte, ze R je ekvivalence a urcete pocet tiid ekvivalence.
(b) Je také R o R ekvivalence?

Necht M = {a,b}. Naleznéte maximdln{ a minimdln{ prvky poten¢n{ mnoziny
P(M) s usporadanim danym inkluzi.

V roviné R? mame relaci R definovanou tak, ze bod (z1,y;) je v relaci (xq, y2),
jestlize zadnd souradnice prvniho bodu neptevysi zadnou souiadnici druhého
bodu.
(a) Je relace R usporadani v roviné?
(b) Které viechny body (x,y) splauji (0,0)Ro R~ (z,y)?
V roviné R? mame relaci Q definovanou tak, ze (x1,41)Q(ws, o), jestlize z1 +
Y1 < T2 + Yo
(a) Ukazte, 7e Q neni uspordddn{ v R
(b) Naleznéte néjakou nekoneénou podmnozinu M C R?, na které by Q bylo
usporadani.
Na mnoziné Z celych éisel je definovana relace R tak, ze (m,n) € R, jestlize
existuje p € N tak, ze n = mP.
(a) Ukazte, ze R je uspordadani.
(b) Naleznéte vSechny maximéalni prvky mnoziny M = {1,2,3,4} vzhledem
k usporadani RN (M x M).

Na mnoziné vsech podmnozin mnoziny {1,2,...,n} je ddna relace R tak, ze
ARB, jestlize AU B je vlastni podmnozina mnoziny {1,2,...,n}.

(a) Jaké z vlastnosti reflexivita, symetrie, antisymetrie a tranzitivita ma re-
lace R?
(b) Je relace R o R tranzitivni?
Na mnoziné N uvazte relaci R definovanou tak, ze mRn, jestlize nejvétsi
prvociselny délitel ¢isla m je stejny jako nejmensi prvociselny délitel ¢isla n.
(a) Oveérte, ze R neni symetricka.
(b) Naleznéte néjakou nekoneénou podmnozinu M C N tak, aby RN M? byla
symetricka.
Na mnoziné Ny = NU {0} uvazte relaci R definovanou nasledovné:
mBRn, jestlize 9™ — 9" je délitelné 4.

Ovéite, ze R je ekvivalence. Matematickou indukef ukazte, ze 9% —1 je délitelné
4 pro vsechna k € Ny. Z tohoto vysledku odvod'te, kolik prvkii mé mnozina
vsech tid ekvivalence R.
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Na R? uvazte lexikografické usporadani <. Tedy (z1,y1) =< (72,%2), jestlize
plati pravé jedna z nasledujicich dvou podminek: (i) z1 < o, (ii) 1 = 23 a
Y1 < yo.

(a) Ukazte, ze =< je usporadani na R? spliujici, Ze pro kazdé dva prvky
(1,91), (22, 92) € R? je (x1,51) 2 (w2, 92) nebo (22,92) =X (21, 51).
(b) Naleznéte viechny (z,y) € R? spliiujici (0,0) < (z,y).

Plati, Ze slozeni dvou symetrickych relaci je nutné symetricka relace?

Ukazte, ze R™' je uspoiaddni, kdykoli R je usporaddni.
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(a) R je antisymetrickd; (b) napf. RU{(2,1)} neni antisymetrické.

- 0,4(0,0)},{(1, 1)},{(0,0), (1, 1)}

n2+n
2 .
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(a) Relace je pouze symetricka; (b) R™! = R.

(a) Pro n = 1 m4 vSechny uvedené vlastnosti a pro n > 1 je reflexivni a symetrick4, ale neni
antisymetrickd a tranzitivn{; (b) 1 pron=1a (2711) pron > 1.

(b) plati.

(a) Je reflexivni, ale nikoli symetricka.

Tiidy ekvivalence jsou: bod (0,0) a soustfedné kruznice se stfedem v poéatku.
(a) Pocet tiid ekvivalence je roven 1; (b) ano.

() je minimaln{ prvek (dokonce nejmensi prvek); {a, b} je maximéln{ prvek (dokonce nejvétsi
prvek).

(a) R nenf uspoiddan; (b) Kazdd dvojice (z,y) € R2]
(b) Napiiklad pffmka o rovnici y = z.
(b) 1,3,4.

(a) Pron = 1 je symetrickd, antisymetrickd, tranzitivni a nenf reflexivni. Pro n > 2 je relace
symetrickd a neni reflexivni, antisymetrickd a tranzitivni; (b) Ano.

(b) Mnozina M mize byt napf. mnozina viech prvoéisel nebo mnozina {2*|k € N},....
Mnozina vSech ttid ekvivalence relace R méa jeden prvek.
(b) {(z, )|z > 0,y € R} U{(0,y)ly = 0}.

Ne (napt. R ={(1,2),(2,1)} a S = {(1,1)} jsou symetrické relace na mnoziné M = {1,2},
ale Ro S ={(1,2)} nenf symetrickd).



