
Relace

1. Necht’ M = {1, 2, 3, 4, 5} a R ⊆M ×M je relace definovaná následovně:

R = {(1, 2), (2, 3), (3, 4), (3, 5), (4, 4)}.

(a) Rozhodněte, zda je relace R antisymetrická.

(b) V př́ıpadě, že R neńı antisymetrická, uberte z R jeden prvek tak, aby se
stala antisymetrickou. Pokud je naopak R antisymetrická, přidejte k R
jeden prvek tak, aby nebyla antisymetrická.

2. Nalezněte všechny relace na množině {0, 1}, které jsou současně symetrické a
antisymetrické.

3. Kolik je symetrických relaćı na množině M = {1, . . . , n}?

4. Na množině R reálných č́ısel uvažujte relaci R definovanou následovně:

xRy, jestliže existuje celé č́ıslo n takové, že x2 + y2 = n2.

(a) Jaké z vlastnost́ı reflexivita, symetrie, antisymetrie a tranzitivita má re-
lace R?

(b) Nalezněte R−1.

5. Na množině všech n-prvkových podmnožin množiny {1, 2, . . . , 2n} uvažujte
relaci R definovanou následovně:

ARB, jestliže A ∩B 6= ∅.

(a) Jaké z vlastnost́ı reflexivita, symetrie, antisymetrie a tranzitivita má re-
lace R?

(b) Necht’ A je pevně daná n-prvková množina. Určete, kolik množin B
splňuje A(R ◦R)B.

6. Na množině N přirozených č́ısel uvažujte relaci R definovanou předpisem

mRn, jestliže m log n ≤ n logm.

(a) Ukažte, že R je reflexivńı, ale nikoliv antisymetrická.

(b) Rozhodněte, zda plat́ı R ◦R = R?

7. Na množině N všech přirozených č́ısel je dána relace R tak, že (m,n) ∈ R,
jestliže plat́ı implikace (m 6= n)⇒ (mn < nm).

(a) Rozhodněte, zda R je reflexivńı a symetrická.

(b) Ukažte, že R je tranzitivńı.

8. Na množině R2 uvažte relaci R definovanou následovně:

(x, y)R(u, v), jestliže x2 + y2 = u2 + v2.

Ověřte, že R je ekvivalence a nalezněte tř́ıdy ekvivalence.



9. Na množině všech neprázdných podmnožin množiny M uvažujte relaci R de-
finovanou tak, že (A,B) ∈ R, jestliže existuje C ⊆ M tak, že A ∩ C 6= ∅ a
B ∩ C 6= ∅.

(a) Ukažte, že R je ekvivalence a určete počet tř́ıd ekvivalence.

(b) Je také R ◦R ekvivalence?

10. Necht’ M = {a, b}. Nalezněte maximálńı a minimálńı prvky potenčńı množiny
P(M) s uspořádáńım daným inkluźı.

11. V rovině R2 máme relaci R definovanou tak, že bod (x1, y1) je v relaci (x2, y2),
jestliže žádná souřadnice prvńıho bodu nepřevýš́ı žádnou souřadnici druhého
bodu.

(a) Je relace R uspořádáńı v rovině?

(b) Které všechny body (x, y) splňuj́ı (0, 0)R ◦R−1(x, y)?

12. V rovině R2 máme relaci Q definovanou tak, že (x1, y1)Q(x2, y2), jestliže x1 +
y1 ≤ x2 + y2.

(a) Ukažte, že Q neńı uspořádáńı v R2.

(b) Nalezněte nějakou nekonečnou podmnožinu M ⊆ R2, na které by Q bylo
uspořádáńı.

13. Na množině Z celých č́ısel je definovaná relace R tak, že (m,n) ∈ R, jestliže
existuje p ∈ N tak, že n = mp.

(a) Ukažte, že R je uspořádáńı.

(b) Nalezněte všechny maximálńı prvky množiny M = {1, 2, 3, 4} vzhledem
k uspořádáńı R ∩ (M ×M).

14. Na množině všech podmnožin množiny {1, 2, . . . , n} je dána relace R tak, že
ARB, jestliže A ∪B je vlastńı podmnožina množiny {1, 2, . . . , n}.

(a) Jaké z vlastnost́ı reflexivita, symetrie, antisymetrie a tranzitivita má re-
lace R?

(b) Je relace R ◦R tranzitivńı?

15. Na množině N uvažte relaci R definovanou tak, že mRn, jestliže největš́ı
prvoč́ıselný dělitel č́ısla m je stejný jako nejmenš́ı prvoč́ıselný dělitel č́ısla n.

(a) Ověřte, že R neńı symetrická.

(b) Nalezněte nějakou nekonečnou podmnožinu M ⊆ N tak, aby R∩M2 byla
symetrická.

16. Na množině N0 = N ∪ {0} uvažte relaci R definovanou následovně:

mRn, jestliže 9m − 9n je dělitelné 4.

Ověřte, že R je ekvivalence. Matematickou indukćı ukažte, že 9k−1 je dělitelné
4 pro všechna k ∈ N0. Z tohoto výsledku odvod’te, kolik prvk̊u má množina
všech tř́ıd ekvivalence R.



17. Na R2 uvažte lexikografické uspořádáńı �. Tedy (x1, y1) � (x2, y2), jestliže
plat́ı právě jedna z následuj́ıćıch dvou podmı́nek: (i) x1 < x2, (ii) x1 = x2 a
y1 ≤ y2.

(a) Ukažte, že � je uspořádáńı na R2 splňuj́ıćı, že pro každé dva prvky
(x1, y1), (x2, y2) ∈ R2 je (x1, y1) � (x2, y2) nebo (x2, y2) � (x1, y1).

(b) Nalezněte všechny (x, y) ∈ R2 splňuj́ıćı (0, 0) � (x, y).

18. Plat́ı, že složeńı dvou symetrických relaćı je nutně symetrická relace?

19. Ukažte, že R−1 je uspořádáńı, kdykoli R je uspořádáńı.



Výsledky

1. (a) R je antisymetrická; (b) např. R ∪ {(2, 1)} neńı antisymetrická.

2. ∅, {(0, 0)}, {(1, 1)}, {(0, 0), (1, 1)}.

3. 2
n2+n

2 .

4. (a) Relace je pouze symetrická; (b) R−1 = R.

5. (a) Pro n = 1 má všechny uvedené vlastnosti a pro n > 1 je reflexivńı a symetrická, ale neńı
antisymetrická a tranzitivńı; (b) 1 pro n = 1 a

(
2n
n

)
pro n > 1.

6. (b) plat́ı.

7. (a) Je reflexivńı, ale nikoli symetrická.

8. Tř́ıdy ekvivalence jsou: bod (0, 0) a soustředné kružnice se středem v počátku.

9. (a) Počet tř́ıd ekvivalence je roven 1; (b) ano.

10. ∅ je minimálńı prvek (dokonce nejmenš́ı prvek); {a, b} je maximálńı prvek (dokonce největš́ı
prvek).

11. (a) R neńı uspořádáńı; (b) Každá dvojice (x, y) ∈ R2.]

12. (b) Např́ıklad př́ımka o rovnici y = x.

13. (b) 1, 3, 4.

14. (a) Pro n = 1 je symetrická, antisymetrická, tranzitivńı a neńı reflexivńı. Pro n ≥ 2 je relace
symetrická a neńı reflexivńı, antisymetrická a tranzitivńı; (b) Ano.

15. (b) Množina M může být např. množina všech prvoč́ısel nebo množina {2k|k ∈ N},....

16. Množina všech tř́ıd ekvivalence relace R má jeden prvek.

17. (b) {(x, y)|x > 0, y ∈ R} ∪ {(0, y)|y ≥ 0}.

18. Ne (např. R = {(1, 2), (2, 1)} a S = {(1, 1)} jsou symetrické relace na množině M = {1, 2},
ale R ◦ S = {(1, 2)} neńı symetrická).


